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Mengentheoretische Begriindung der Logik. 


Von 


Wilhelm Ackermann in Burgsteinfurt. 


§ 1 
Einleitung. 


Geht man beim Aufbau der Logik iiber den sogenannten Pridikaten- 
kalkiil (Funktionenkalkiil) der ersten Stufe hinaus, so kann von einem 
befriedigenden Zustande insofern nicht gesprochen werden, als das hier 
vorliegende Standardsystem der Whitehead-Russellschen Stufenlogik in ver- 
schiedener Hinsicht unsere Erwartungen nicht erfiillt. Zwar ist der 
stirkste Einwand gegeniiber dem System, der sich auf die Einfiihrung 
des Reduzibilitétsaxioms griindete, hinfillig geworden, nachdem man von 
der verzweigten Typentheorie zur einfachen iibergegangen ist. Jedoch 
ist die Frage, ob das Russellsche System in dieser vereinfachten Form, 
dessen rein ljogische Natur wohl nicht mehr zu bestreiten ist, — wir 
nehmen das Russellsche Unendlichkeitsaxiom ausdriicklich aus — nicht 
nur ein Ausschnitt aus einer umfassenderen Logik ist. In der Tat lassen 
sich verschiedene Griinde anfiihren, nach denen die Stufeniogik als zu 
eng erscheint. Die in den Principia Mathematica aufgestellte Forderung, 
daB zum Definitionsbereich eines Priidikates nur Elemente ein- und des- 
selben Typs gehéren, stellt sich als eine unnétige Einschrankung dar, vor 
allem, wenn man beriicksichtigt, da8 die Mengen denselben Bedingungen 
unterworfen werden. Eine Menge z. B., deren Elemente teils ganze 
Zahlen, teils Mengen von ganzen Zahlen sind, hat doch gewif nichts 
Paradoxes an sich. Wesentlich erscheint nur, daS der Typ der Elemente 
der Menge einen bestimmten Typ nicht iibersteigt. Ferner fehlt im 
Stufenkalkiil die Fortsetzung der Reihe der Typen ins Transfinite, ent- 
sprechend der Reihe der Ordinalzahlen. Eine derartige Fortsetzung der 
Typenreihe, die zuerst von Hilbert') gefordert wurde, erweist sich auch 
infolge der von Goedel*) gezeigten Unvollstindigkeit des Systems der 
Principia Mathematica als notwendig. Einen Ausweg aus dieser Schwierig- 
keit béte natiirlich die Méglichkeit, Typenvariable mit Ordinalzahlen als 
Index einzufiihren, nachdem ein entsprechender Aufbau der Ordinalzahlen 


1) D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1925), S. 161—190. 
2) K. Goedel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931), S. 173—198. 
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voraufgegangen ist. Doch sol] dieser Weg hier nicht beschritten werden, 
vor allem auch deshalb, weil jede Typenlehre eine starke Belastung des 
Formalismus darstellt. — Die Versuche, eine typenfreie Logik aufzu- 
bauen, d. h. eine Logik, in der nicht nur die Typenbezeichnungen fehlen, 
sondern die auch wirklich Pridikate bzw. Funktionen zu bilden gestattet, 
die sich selbst als Argument haben, sind nicht ganz erfolglos geblieben 
infolge der Bemithungen von A. Church und seiner Schule’). Es ergab 
sich aber die Tatsache, daB der Beweglichkeit, die der (nicht nur formale) 
Fortfall des Typengedankens mit sich brachte, auf der anderen Seite eine 
Einengung gegeniibersteht, die sich darin auBert, daB es nicht mehr méglich 
ist, einen universellen Quantifikator (Allzeichen) in dem sonst iiblichen 
Sinne einzufiihren. Untersuchungen von 8. C. Kleene und J. B. Rosser‘) 
lassen vermuten, da8 diese Schwierigkeiten grundsitzlich in der einen 
oder der anderen Form bei jedem Aufbau einer typenfreien Logik be- 
stehen. Fiir unsere Zwecke scheidet daher ein derartiges System aus. 

Auf der anderen Seite haben wir in der Mengenlehre einen axioma- 
tischen Aufbau, der sich durchaus bewaihrt hat und die Bildung von 
Mengen in hinreichendem Umfange gewahrleistet. Um aus dem Axiomen- 
system Folgerungen zu ziehen, muB8 der Mengentheoretiker natiirlich 
wenigstens einen elementaren Teil der Logik, den sogenannten engeren 
Pridikatenkalkiil, benutzen. Bei der engen Beziehung, die zwischen Pridi- 
katen und Mengen besteht, erscheint aber der Dualismus zwischen Mengen- 
lehre und Logik als unnétige Komplizierung, vor allem auch deshalb, 
weil man fiir die Pradikate das Extensionalitatsaxiom einfiihrt, d. h. sie 
als gleich ansieht, soweit sie denselben Umfang haben. Der Einwand, 
da8 Existenzbehauptungen, wie sie ja die Axiome der Mengenlehre auf- 
stellen, keine logische Natur hiatten, erscheint nicht stichhaltig. Er ist 
nur berechtigt fiir die Russellsche Form des Unendlichkeitsaxioms, be- 
sonders, wenn man dieses in der Form ausspricht, da8 es unendlich viele 
Individuen gibt. Die Existenzforderungen der mengentheoretischen Axiome 
haben aber mit derartigen Annahmen iiber die Wirklichkeit nichts zu tun. 
Ubrigens ist auch der Russellsche Stufenkalkiil (ohne Unendlichkeits- 
und Auswahlaxiom) von derartigen Existenzforderungen nicht frei, wenn 
diese sich auch hinter der Typenlehre verstecken. Dazu gehért z. B. die 
im System der Principia Mathematica implizit enthaltene Forderung, da8 
jede formal zu bildende Menge existiert, bei der die Elemente samtlich 


8) A. Church, A proof of freedom from contradiction. Proc. Acad. U. 8. A. 21, 
8. 275—281. Vgl. auch die autographierten Vorlesungen von A. Church itiber mathe- 
matische Logik (Universitat Princeton, Oktober 1935 bis Januar 1936). 

*) S.C. Kleene und J. B. Rosser, The inconsistency of certain forma) logics, 
Ann. of Math. (2) 86 (1935). 
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einem bestimmten Typ angehéren, eine Forderung, die offenbar einer 
speziellen Anwendung des mengentheoretischen Aussonderungsaxioms gleich- 
kommt. 

Das Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist nun das folgende: Aufbau 
eines einheitlichen mengentheoretisch-logischen Kalkiils unter Zugrunde- 
legung des Zermeloschen (von Fraenkel erginzten) Axiomensystems der 
Mengenlehre und zwar derart, daB der méglichst enge Anschlu8 an die 
naive Mengenlehre erfolgt. Der Frage der Widerspruchsfreiheit wird dabei 
die gréBte Beachtung geschenkt, wenn sich auch abschlieBende Resultate 
noch nicht erzielen lassen und man sich vorliufig mit Teilergebnissen 
begniigen mu8. Ein derartiges Teilergebnis ist auch schon in einer kiirzlich 
erschienenen Arbeit von mir®), auf die ich mich gelegentlich beziehe, 
enthalten. In der Grundanlage zeigen sich gewisse Beriihrungspunkte 
mit einer Arbeit von W. V. Quine‘); doch hat diese Arbeit im ganzen 
eine andere Tendenz. Es wird in ihr die interessante Tatsache gezeigt, 
daB man zum Aufbau einer Logik gelangen kann, die etwa den Umfang 
der Russellschen Stufenlogik hat, wenn man von den eigentlich mengen- 
theoretischen Axiomen nur das Axiom der Bestimmtheit (Extensionalitats- 
axiom) und das Axiom der Aussonderung (in modifizierter Form) zu den 
Postulaten des Priadikatenkalkiils hinzunimmt. 


§ 2. 
Vorlaufige Orientierung tiber den Kalkiil. 


Ehe wir daran gehen, den axiomatischen Aufbau des Kalkiils zu 
geben, soll zum besseren Verstindnis des folgenden ein vorliufiger Uber- 
blick tiber den Formalismus gegeben werden, ohne daB dadurch der strenge 
Aufbau vorweggenommen wird. 

Wir gebrauchen im Kalkiil nur eine einzige Gattung von Variablen, 
fiir die kleine lateinische Buchstaben verwandt werden. Der Wertevorrat 
fiir diese Variablen besteht teils aus Mengen, teils aus irgendwelchen 
anderen, unbestimmt gelassenen Dingen. Das letztere ist deshalb not- 
wendig, da der Kalkiil nicht nur den Aufbau der abstrakten Logik und 
Mengenlehre erméglichen, sondern auch dazu dienen soll, die Sitze irgend 
eines axiomatisch fundierten Gegenstandsbereichs abzuleiten. Spezielle 
Dinge aus dem Grurdbereich, insbesondere spezielle Mengen, werden durch 
kleine griechische Buchstaben bezeichnet. Eine Zeichenkombination 


5) W. Ackermann, Die Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre, 
Math. Annalen 114 (1937), 8. 395—315. 

6) W.V. Quine, Set-theoretic foundations for logic, Journ. of Symb. Logic 1 
(1936), S. 45—57. 
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{x} (y)*) stellt eine Aussage dar, nimlich die Aussage ,,z ist eine Menge 
und y Element dieser Menge“. Stehen anstelle von z und y keine 
Zeichenkomplexe, so benutze ich immer die einfachere Schreibweise z y, 
und zwar deshalb, um mich méglichst der Schreibweise des gewdhnlichen 
Pradikatenkalkiils anzupassen. zy tritt ja an die Stelle der pridikaten- 
logischen Aussage ,,das Pridikat z trifft auf das Ding y zu‘. 

Aussagen werden in der iiblichen Weise durch ~ (nicht), & (und), 
\V (oder), + (impliziert), <> (wahrheitsgleich mit) verbunden. Aussagen- 
variable gebrauchen wir nicht. (Ubrigens ist das letztere in keiner Weise 
fiir den Kalkiil wesentlich; die Einfiihrung von Aussagenvariablen wiirde 
auf keine Schwierigkeiten stoBen, erweist sich aber als unnétig). All- 
und Seinszeichen werden durch (z) und (Hz) bezeichnet. Gleichzeitig 
damit wird die Hilbertsche e-Funktion eingefiihrt, in der ich eine not- 
wendige Erganzung des gewéhnlichen Priadikatenkalkiils sehe. 

[z, y] bezeichnet das geordnete Paar (z, y). Es wird nach Kura- 
towski*) definiert als die Menge, die als Elemente nur die beiden 
folgenden Mengen enthalt: die Menge mit z als einzigem Element und 
die Menge mit z und y als einzigen Elementen. [z, y, z] bezeichnet das 
geordnete Zahlentripel. Es wird erklirt als die Menge. deren einzige 
Elemente die folgenden sind: 1. die Menge, deren einziges Element z ist; 
2. die Paarmenge von z und y; 3. die Menge mit den einzigen Elementen 
z, y.z. Entsprechend ist die Bedeutung von [z, y, z, u] usw. Eine Menge, 
deren Elemente alle die Gestalt [z, y] haben, also eine Menge von ge- 
ordneten Paaren, heibt eine (zweistellige) Relation. Die Relationen treten 
an die Stelle der zweistelligen Pridikate der Pridikatenlogik, ebenso wie 
die Mengen schlechthin an die Stelle der einstelligen treten. {z} ({z. y}) 
wiirde die Aussage bezeichnen, daB die Relation z (oder auch nur Menge z) 
auf x und y in dieser Anordnung zutrifft. Anstelle von {z} ([z, y]) be- 
nutze ich immer die einfachere Schreibweise {z} [z, y], und falls keine 
Zeichenkomplexe anstelle der Variablen stehen, wird noch einfacher zzy 
geschrieben. Wir haben dadurch den Vorteil, daB die Schreibweise dem 
iiblichen Pridikatenkalkii] vollkommen angeglichen ist. Als ein Beispiel 
fiir die Schreibweise nehmen wir das Axiom I,1 aus Hilberts ,,Grund- 
lagen der Geometrie“ (7. Aufl.). ,,Zu zwei Punkten A, B gibt es stets 
eine Gerade a, die mit A, B zusammengehért.‘‘ Wir haben hier zwei 
individuelle Mengen, die Menge der Punkte, die mit 2, und die Menge 
der Geraden, die mit y bezeichnet werde. Ferner kommt vor die Relation 





*) Das Zeichen |! ( ) habe ich von A. Church iibernommen, der es in anderer 
Bedeutung gebraucht. 

8) C. Kuratowski, Sur la notion de l’ordre dans la théorie des ensembles, 
Fund. Math. 2 (1921), 8. 161—171. 
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,,zusammengehéren“, fiir die wir das Zeichen 4 verwenden. Die symbo- 
lische Formulierung des Axioms lautet dann 

(aa & my) > (Ez) (yz &Azcz& Ayd), 
unterscheidet sich also nicht von der im Pridikatenkalkiil iiblichen 
Schreibweise. (Genaueres iiber die Anwendung des Kalkiils auf die 
Theorie axiomatisierter Gegenstandsbereiche enthilt § 6.) 

GroBe lateinische Buchstaben werden im Kalkiil gelegentlich zur 
Abkiirzung komplizierterer Ausdriicke verwandt; sie sind prinzipiell ent- 
behrlich. Sie bezeichnen keine Dinge des Systems und diirfen nicht 
alleinstehend verwandt werden. Nicht dem Kalkiil gehéren an groBe und 
kleine deutsche Buchstaben. Diese werden vielmehr nur als metalogische 
(syntaktische) Zeichen der Mitteilung gebraucht fiir Formeln und Formel- 
bestandteile. deren genaue formale Gestalt unbestimmt gelassen wird, 
gelegentlich auch als (metalogische) Abkiirzungen. So bezeichnen wir mit 


W,%,C€, ... irgendeinen Zeichenkomplex, der eine ,,Formel‘‘ darstell 
speziell mit W(x), U(z, y),... irgendwelche Formeln, die die freie V 
riable z enthalten. a,b,c, ... stehen fiir irgendwelche Zeichenkomplexe, 


die Dinge aus dem Grundbereich bezeichnen, z. B. fiir ¢,(2 = z). Di 
genaue Festlegung der Zeichenkomplexe, die durch die groBen und kleinen 
deutschen Buchstaben vertreten werden, erfolgt im nachsten Paragraphen. 
Ausdriicke der Form W(z), U(x, y) nennen wir Aussagenfunktionen 
mit einem Argument bzw. mit zwei Argumenten. Die den Aussager 
funktionen entsprechenden Mengen bzw. Relationen werden in der iiblichen 
Weise durch # U(x) bzw. & ¥ U(x, y) bezeichnet. Die Zeichen 7, 7 ¥ usw 
sind aber bei uns keine Grundzeichen, sondern werden mit Hilfe des 
Hilbertschen ¢ definiert. Nicht alle Ausdriicke der Form Uz, % ¥ A(z, y) 
sind Mengen bzw. Relationen, da nicht jeder Aussagenfunktion eine Menge 
oder eine Relation entspricht. Z. B. entspricht der Aussagenfunktion mit 
zwei Argumenten, (z) (zz <> zy), fiir die wir spiter die Abkiirzung z = y 
einfiihren, keine Relation. Die fiir eine Menge * Uz charakteristische 
Eigenschaft (y)({@ U(zx)} (y) <> U(y)) kommt nur gewissen * Ua zu. 


§ 3. 
Streng formale Grundlegung. 

Wir geben zunichst die Definition der Begriffe ,,.Formel‘ und 
, Gegenstandszeichen“. — Heuristisch bemerken wir, da8 unter den 
Formeln die Aussagen und Aussagenfunktionen des Kalkiils zu verstehen 
sind, unter Gegenstandszeichen solche Zeichenkomplexe, die Dinge aus 
dem Grundbereich bezeichnen. Als metalogische Zeichen verwenden wir 
fiir die Formeln und Gegenstandszeichen, wie schon oben bemerkt, groSe 
bzw. kleine deutsche Buchstaben. 
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Die Definition geschieht fiir beide Begriffe gleichzeitig durch simultane 
Rekursion. Einige Bemerkungen miissen wir vorausschicken. Wir nehmen 
fiber die Gestalt der in unserem Kalkiil zu bildenden Ausdriicke so viel 
vorweg, da8 darin unter Umstinden Variable (d.h. kleine lateinische 
Buchstaber) und die Zeichen (z), (Ez), &, (bzw. dieselben Zeichen mit 
anderen Variablen gebildet) vorkommen kénnen. Wir sagen, die Variable z 
ist innerhalb eines Ausdrucks gebunden, wenn der Ausdruck das Zeichen (z) 
oder (Ez) oder ¢, enthalt. Im anderen Falle heiBt die Variable z 
innerhalb des betreffenden Ausdrucks eine freie Variable. Entsprechendes 
gilt fir andere Variable y, z usw. 

Unter ,,Formel“ und ,,Gegenstandszeichen‘‘ verstehen wir nun das 
und nur das, was sich dutch endliche Anwendung der folgenden Regeln 
als solche legitimiert. Diese Regeln sind: 

1. Kleine lateinische und kleine griechische Buchstaben sind Gegenstands- 
zeichen. (Die ersteren werden auch als Variable bezeichnet.) 

2. Sind a und b Gegenstandszeichen von der Art, daB nicht die 
gleiche Variable in eimem der beiden Gebilde gebunden und in dem anderen 
frei auftritt, so ist {a} (b) eine Formel. 

3. Ist & eine Formel, so ist auch % eine Formel. 

4.% und 8 seien Formeln von der Art, daB nicht die gleiche 
Variable in einer Formel gebunden und in der anderen frei auftritt. Dann 
sind auch A&B, AVS, A+B, A<«+ B Formeln. 

5. U(x) bedeute eine Formel, die (evtl. neben anderen freien und 
gebundenen Variablen) die freie Variable z enthalt. Es sind dann (x) &(z), 
(Zz) U(x) ebenfalls Formeln. Ferner ist ¢,%(z) ein Gegenstandszeichen. 
Dasselbe gilt entsprechend fiir andere Variable. 

Aus der Menge der Formeln greifen wir nun gewisse heraus, die wir 
als Axiome bezeichnen. Wir geben nicht eine endliche Anzahl von Axiomen, 
sondern zum Teil Regeln zur Bildung von Axiomen, sogenannte Axiomen- 
schemata. Das erweist sich deswegen als nétig, weil wir keine Aussagen- 
variable und keine Variable fiir Aussagenfunktionen verwenden. Bei den im 
folgenden als Axiome eingefiihrten Zeichenkombinationen ist der Axiomen- 
charakter, ohne daB wir das des weiteren ausdriicklich erwahnen, immer 
an die Bedingung gebunden, daB es sich um ,,Formeln“ im Sinne unserer 
Aufbauvorschriften 1. bis 5. handelt. 


I. Axiomenschemata fiir den Aussagenkalkiil. 


U, B, €, seien Formeln. Dann sind 
(I, 1) U— (B > Y). 
(A (B + €)) + (A> B) + (A+ ©). 





a A sian Ar 
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(I, 3) (4 + B) + (B > Y). 

(I. 4) (U <> B) + (WU B). 

(I, 5) (U <> B) +(B > Y). 

(I, 6) (U + B) + ((B + A) + (U «> B)). 
(I, 7) (UV B) <> (A> B). 

(1,8) (A&B) «+ Tv B. 
Axiome. 


II. Axiomenschemata fiir ,,alle“ und ,,es gibt“ und 
das Hilbertsche e. 
W(z) sei eine Formel, die die freie Variable z enthalt und in der 
die Variable y weder in freier, noch in gebundener Form vorkommt. 8% (z) 
sei eine andere Formel mit der freien Variablen z. U(y) sei die Formel, 
die aus U(x) dadurch hervorgeht, da8 man iiberall in U(x) die Variable z 
durch die Variable y ersetzt. Es sind dann 


(II, 1) (xz) M(x) + A (y). 

(II, 2) U(y) > (Ez) A(z). 

(II, 3) (E x) U(x) > A(e, A(z). 

(II, 4) (z) (U(x) «> B(z)) > e, A(z) = e, B(z). 
Axiome. 


III. Axiome der Mengenbildung. 


Damit die Gestalt der folgenden Axiome nicht unnétig kompliziert 
wird, fiihren wir schon jetzt einige explizite Definitionen zur Ab- 
kiirzung in den Kalkiil ein. Handelt es sich um Abkiirzung von Aussagen- 
funktioren, so werden die Abkiirzung und ihre Bedeutung durch <«— 
aneinandergereiht. Bei Abkiirzung von Gegenstandszeichen werden beide 
durch das (in der ersten Definition erklirte) Zeichen = verbunden. Diese 
expliziten Definitionen werden bei der Ableitung ganz wie Axiome behandelt. 
Sie diirfen in beliebiger endlicher Zahl zu dem Kalkiil hinzugefiigt werden. 
Jede Definition gibt auch zu einer entsprechenden Erweiterung des Formel- 
begriffs Veranlassung. Zu den expliziten Definitionen kénnen wir auch 
die letzten beiden Axiome der Gruppe I rechnen, die dann die Zeichen \/ 
und & definieren wiirden. Ebenso hatten wir fiir die Axiome der Gruppe II 
eine Form wahlen kénnen, bei der nur fiir die e-Funktion eigentliche 
Axiome vorkommen, wiahrend (z) und (Ez) explizit definiert werden. Wir 
hatten dann als Axiome der Gruppe II 


U(y) +> Ale, U (z)), 
(z) (U(x) <> B(z)) + e, U(x) = €, B(z) 
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und als Definitionen 
(E x) U(x) <> Ale, U(z)) 


(x) U(x) > (E x) U(x) 
Diese Form der Axiome II, die beim Hilbertschen Aufbau der Mathematik 
wiederholt benutzt wurde, ist unter Umstiinden bei Widerspruchsfreiheits- 
beweisen von Vorteil. Es werden dann von den untenstehenden Regeln 
zur Ableitung neuer Formeln 4. und 5. iiberfliissig. Wir haben hier aber 
fiir die Einfiihrung von ,,alle“ und ,,es gibt’ die tibliche Form gewihlt. 
Wir definieren nun zunachst in bekannter Weise die Identitit. 


Definition l. (z= y) <— (2) (zz <— zy). 
Weiter definieren wir ZU(z) mit Hilfe der e-Funktion. 
Definition 2. FU (x) = &,(y) (xy <—~ UA(y)). 
Definition 3. Ma <> y(xy)=z. 


M z ist zu lesen ,,z ist eine Menge‘. Wir bemerken zur Aufstellung dieser 
Definition folgendes. Jedes Ding z unseres Grundbereiches gibt zur 
Bildung einer Menge Veranlassung, nimlich der Menge y (zy) derjenigen 
Dinge, die Elemente von z sind. Das gilt unabhaingig davon, ob z eine 
Menge ist oder nicht. Aber nur fiir die Mengen ist die neugebildete Menge 
y (xy) als mit z identisch anzusehen. Ist z keine Menge, gibt es also 
keine Elemente von z, so wiirde y (x y) die Nullmenge bedeuten. In diesem 
Falle hatten wir also keine Identitét von y (zy) und x Demnach kann 
y (zy) x als adiquater Ausdruck der Aussagenfunktion ,,Menge sein“ 
angesehen werden. 

Weiter erweist es sich als bequem, wenn wir wie iiblich fir die 
Beziehung des ,,Teilmengeseins“‘ ein besonderes Zeichen einfiihren. 


Definition 4. (rc y) <> (z)(zz> yz) &Mek& My. 


Aziome und Axiomenschemata der Mengenbildung. 


(IIT, 1) MZU (zx) > ({F A(x)} (y) —> A(y)) 

(III, 2) MZ (zx = y V t= 2) (Axiom der Paarung) 
(III 3) M & (Ez) (za & yz) (Axiom der Vereinigung). 
(IIT, 4) MZ(xcy) (Axiom der Potenzmenge). 


(III,5) (az) habe dieselbe Bedeutung wie bei II. Dann ist jede Formel 
der Gestalt 

M Z(U(z) & yz) 
ein Axiom. (Axiom der Aussonderung.) 
(III, 6.) W(x, y) sei eine Formel, die die freien Variablen z und y, nicht 
aber die Variablen z und u in freier oder gebundener Form enthilt. 
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Dann ist 
((x)(y)(z)((U (x, y) & U (zw, z)) > y=z)& (x)(E y) U(z,y)) > M Z(E y)(U(y, x) &uy) 


Axiom. [Axiom der Ersetzung *)]. 


Definition der beweisbaren Formel. 

Eine Formel hei8t eine beweisbare Formel, wenn sie sich durch 
endliche Anwendung der folgenden Regeln als solche ergibt. 

1. Alle Axiome sind beweisbare Formeln. 

2. Sind WM und UW -— B beweisbare Formeln, so ist auch 8 eine 
beweisbare Formel. 

3. Ist & eine beweisbare Formel, die eine freie Variable enthilt, so 
entsteht wieder eine beweisbare Formel, wenn man in & die betreffende 
Variable iiberall, wo sie vorkommt, durch ein anderes Gegenstandszeichen 
ersetzt, vorausgesetzt, daB durch diese Ersetzung iiberhaupt wieder eine 
Forme! entsteht und daB das eingesetzte Gegenstandszeichen keine Variable 
enthalt, die innerhalb & als gebundene Variable vorkommt. 

4. Ist B(x) eine Formel, die die freie Variable x enthilt, 2% eine 
Formel ohne die freie Variable x und ist U—- B(z) eine beweishare 
Formel, so soll auch & — (x) B(x) eine beweisbare «‘ormel heiSen. 

5. Haben % und B(x) dieselbe Bedeutung wie unter 4. und ist 
B(x) — U eine beweisbare Formel, so auch (Ez) B(x) > U. 

6. Habe ich eine beweisbare Formel YU, so entsteht wieder eine be- 
weisbare Formel, wenn man eine gebundene Variable aus Y iiberall, wo 
sie vorkommt, durch eine andere Variable ersetzt, vorausgesetzt, daB diese 
in & weder als freie, noch als gebundene Variable auftritt. 


§ 4. 


Herleitungen aus dem Axiomensystem. 
Da unser System die Axiome und SchluBregeln des gewdhnlichen 
Priadikatenkalkiils enthalt, so kénnen wir die Ableitung der dahin gehérigen 
Formeln und Regeln als bekannt voraussetzen. 


®) LaBt man in der Forme! (III, 6) die Voraussetzung (x) (Z y) U (x, y) fort, so 
erhalt man die Formel 
(x) (y) (=) ((M (x, y) & U (a, 2)) > y = z) > M2(Ey)(U(y,z)&uy), 
die sich aus (III, 5) und (III, 6) beweisen 14Bt. Nimmt man andererseits diese Formel 
als Axiom, so werden, wie leicht einzusehen, (III, 5) und (III, 6) tiberfliissig. Auf 
diese mégliche Vereinfachung des Axiomensystems hat mich Herr Bernays auf- 
merksam gemacht. 
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Wir miissen aber zeigen, daB fiir die Identitdt, die wir durch explizite 
Definition einfiihrten, sich die Formeln ableiten lassen, die gewdhnlich 
als Axiome genommen werden. Es sind dies die folgenden Formeln: 


(1) z= @, 
(2) t= y—> (U(x) <> Aly), 
(3) z= y—> (a(z) = a(y)). 


Dabei sind, wie schon mebrfach, &(z) und a(z) Formeln bzw. 
Gegenstandszeichen, die die freie Variable x enthalten. U(y) und a(y) 
entstehen daraus, indem die Variable z iiberall durch y ersetzt wird. 

Wir beweisen zunichst eine Hilfsformel: 

(4) z= y > (4z +> y2). 
Beweis: Wir bezeichnen 27(z =z \V z= y) zur Abkiirzung mit 
$(z, y). Aus der Definition von z = y ergibt sich dann 
(z = y) > ({@(uz& (Bia, y)} (w)| (x) > [@(uz& (Bq, y)} (u))} (y)). 
Nach der Axiomenregel (III,1) und (III,5) hat man weiter 
(x = y) + ((z2& (P(z, y)} (z)) > (yz& (B(z, y)} (y))). 
Da {$(z, y)} (x) und {PB (z, y)}(y) gemaB (ITI,1) und (III,2) beweisbar 
sind, ergibt sich (4). 

Nun der Beweis von (1) bis (3). (1) ergibt sich sofort aus der 
Definition der Identitét. Der Beweis von (2) und (3) geschieht durch 
Induktion nach dem zu Eingang des vorigen Paragraphen gegebenen Auf- 
bau der Formeln und Gegenstandszeichen. Danach geniigt es offenbar, 
folgende Formeln bzw. Formelschemata zu beweisen. 


(a) t=yorrz=y, 

(b) (7 =y & u =v) + (su<— yr), 

(c) (U <-+ B) + (A «> 8}, 

(d) ((U + B) & (C++ D)) > (UL & C)++(B & D)), 


((U ++ B) & (C++ D)) > (UM V C)++(B v D)), 
(4 ++ B) & (C++ D)) > (A + C)<++(B — D)), 
((U <> B) & (C++ D)) > ((A« > C€)<+> (B <-> D)), 


(e) (x) (U(x) <> B(x)) + ((B xz) A(z) «+ (Ez) B(z)), 
(f) (x) (U(z) + B(x) + ((x) U(x) > (2) B (2), 
(g) (x) (U(x) «+ B(z)) + 2, U(x) = e, B(z). 


Der Beweis von (a), (c) bis (f) ist klar. (g) ist Axiom. Es bleibt also nur (b) 
zu beweisen. Nun ist 

u=v—>(zu<> Zv) 
eine Folgerung von Definition 1. (b) ergibt sich dann aus (4). Die Definition 
der Identitaét geniigt also den Anforderungen. 
(5) (x) (U (a) > B (2) + FU(z) = 2B(z2). 
Diese Formel beweist sich jetzt leicht aus Definition 2 und (II, 4). 
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In unserer Axiomengruppe III fehlten die Axiome der Bestimmtheit 
und das Auswahlaziom in seiner gewohnlichen Form. Diese sind bei uns 
ableitbare Formeln. 

(6) (scy&yc2+r=y. 

Beweis: Ersetzt man zc y und Mz durch die Ausdriicke, durch die 
sie nach Definition 3 und 4 eingefiihrt wurden, so lautet (6) nach geringer 
Umformung 

((z) (az <> yz) &2(uz) = c&Z(yz) = y) > 2 =y. 
Diese Formel ergibt sich aus der Formel 
(2)(az<+—> yz) > Z(xz) = 7Z(y2),. 
die einen speziellen Fall von (5) darstellt. 
Die zu einer Menge z gehérige Auswahlmenge wird gegeben durch 
B(Ey)(yz& cy &z = e (yu)). 
Die Existenz dieser Menge, d. h. die M-Kigenschaft, ergibt sich leicht aus 
(III, 3) und (III, 5). 


§ 5. 
Die Relationen. 
Fiir die Einfiihrung der Relationen ist grundlegend die Definition des 
geordneten Paares. 
Definition 5. [z, y) = 2(2 =U(u=— 2) Vz2=—@(u—2Vu=y)). 
Soweit es sich bei den Relationen um die Formeln handelt, die den 
Formeln des gewéhnlichen Pridikatenkalkiils entsprechen, ist allerdings 
diese Definition ohne Belang, da diese Formeln ohne Benutzung von 
Definition 5 bewiesen werden kénnen. Es handelt sich aber darum, zu 
zeigen, daB sich auch héhere Relationen bilden lassen, in entsprechender 
Weise, wie es durch die Axiomengruppe III fiir die Mengen postuliert 
wurde. Neue Axiome sind dazu in keiner Weise erforderlich. 
(7) [z,y]=[uxo]) >c = uk&y =». 
Beweis: {[z, y]} (Z(z = z)) (nach Definition 5 und (III, 1); (III, 2)) 
(x, y] = [u, vo) > {[u, v]} (2(z = 2)), 
{{u, v]} (w) + wu (nach Definition 5, (III, 1); (III, 2)), 
[z, y) _ [u, v) = {(Z(z _ x) } (u), 
(Z(z = z)}(u)<+ 2 =u (nach (III, 1); (III, 2)), 
[z, y]) = [u,v] > c= wu. 
Weiter beweist sich leicht 


Bz2=2Very)—Fe=—2Vz=v > y=. 
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Durch zweimalige Anwendung dieser Formel erhalt man 

{z, y] = [z, x] > y =v. 
In Verbindung mit der oben abgeleiteten Formel 

(zy yJ= [ux] > c= 
erhalt man die Behauptung. 
Definition 6. zy U(x, y) 2( Eu) (Ev) (z fu, v] & UA(u, v)). 
Definition 7. Ru< > y2z(xy2) 2. 
R x ist zu lesen ,,x ist eine (zweistellige) Relation‘. Die Definition von Ra 
entspricht genau der Definition von Mz. Die Berechtigung, Ra gerade 
in dieser Weise zu definieren, ergibt sich daraus, daB die folgende Formel, 


die wir iibrigens ebensogut zur Definition von Raz hiatten gebrauchen 
kénnen, ableitbar ist. 


(8) Ra<«++> Mz &(y)(zy + (Eu) (Ev) (y = [u, v))). 
Man kann namlich fiir yZ(zyz) gemiB Definition 6 


w(E u)(E v)(w = [u,v] & cur), 
oder auch 

w(zw & (Eu) (Ev) (w = [u, v))) 
setzen. 


w (cw & (Eu) (Fv) (w = [u, v])) x 
erweist sich als aquivalent mit 
w(xw) = & (y) (zy (Eu) (Ev) (y = [u, v))), 
d. h. mit 


/(III, 1); Definition 3 
\(III, 5); (5) )» 
Mz & (y)(x y > (Eu) (£0) (y = [u, v))). 

(9) MZ yA (x, y) > REYU(z, y). 
Ergibt sich sofart aus Definition 6 und (8) nebst (III, 1). 
(10) (x) (y) (U(x, y) + Bla, y)) > FYA(z, y) = FyB (z, y). 


Diese Formel ergibt sich unter Beriicksichtigung von Definition 6 aus (5). 


(11) RZyA (zx, y) > ({ZyY¥A(z, y)} [u, v] —> A(u, v)). 
Beweis aus Definition 6, (8), (III, 1); (7), (1), (2). 
(12) RZy(U(z, y) &zzy). 


Diese Formel stellt das Analogon zu (III, 5), zu dem Axiom der Aus- 
sonderung dar. Nach Definition 6 hat man 
@ 9 (U(x, y) & zzy) = t(Eu) (Ev) (¢ = [u, vo] &zuv&A(u, v)) 
t (Eu) (Ev) (t = [u, vo] & zuv & U(u, v)) 
t(zt & (Eu) (Ev) (t = [u, v] & A(u, »)). 
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Die Mengeneigenschaft ergibt sich aus (III, 5) und die R-Eigenschaft dann 
nach (9). 
(13) RZy(ux & vy). 

Beweis: Bezeichnen wir 


2(z < p(p c @(uq V v9))) 
zur Abkiirzung mit a(u,v), so laBt sich mittels (III, 2, 3, 4, 1) und 
Definition 5 zeigen: 
uxz&vy— |a(u, v)} [z, y). 
Demnach ist nach Formel (10) 
Zy(uc&vy) = Zy(urk vy & {a(u, v)} [z, y)). 
(13) ergibt sich dann aug (12). 


(14) RZy(U(z, y) K ux & vy). 

Ist eine Folge von (13) und (12). 

Definition 8. Fe (x, z) <> (Ey) (xyz) V (Ey) (xz y). 
Fe (x, z) ist zu lesen: ,,z gehért zum Felde von 2x“. 

(15) M7 Fe (z, z) 


Der Beweis ergibt sich daraus, daB gemaiS Definition 5 
2((E y) (xyz) V (By) (xzy)) = 2(Ev) (Ew) (cw & wo & v2). 
M2Zz(Ev) (Ew) (cw & we & v2) 
ergibt sich durch zweimalige Awendung von III, 3). 
(16) Rxryzyz. 
Beweis mit Hilfe von (14) und (15). 
Wir erwahnen noch einige Formeln, die die Bildung von Mengen aus 


Relationen, entsprechend der Bildung von einstelligen aus zweistelligen 
Pridikaten, betreffen. 


(17) M z(zxy2), 
(18) M y (Ez) (xyz), 
(19) M7 (x yy). 


Diese Formeln beweisen sich leicht mit Hilfe von (15) und (III, 5). 

Die Behandlung der mebrstelligen Reiationen ist ganz entsprechend. 
Z. B. haben wir fiir dreistellige Relationen die folgenden Definitionen : 
Definition 9. [z, y,z]) = 7(z=U(u= 2) Vzr=—(u=r\u=y) Vz 

=W#(u=rz\Vu=y\u= 2), 

Definition 10. @¥?U(z, y,z) = t(Ez)(E y)(£z)(t = [z, y,z] & U(a, y, z)), 
Definition ll. R®u <~ &@y?(uzyz) = u. 

Aus diesen Definitionen lassen sich alle in Frage kommenden For- 
meln beweisen. 
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§ 6. 


Anwendung der Logik auf die Theorie axiomatisch fundierter Gegen- 
standsbereiche; Unendlichkeitsaxiome. 

Bei der axiomatischen Begriindung irgendeines Wissensgebietes wird 
ein System (oder auch mehrere Systeme) von Grunddingen eingefiihrt, 
ferner gewisse auf die Grunddinge bezogene Grundpriidikate. Durch die 
Axiome wird festgelegt, welche Beziehungen zwischen den Grunddingen 
und Grundpridikaten bestehen sollen. Handelt es sich nun darum, mit 
Hilfe unserer Logik die Folgerungen aus einem derartigen System zu 
ziehen, so fiihren wir zunichst fiir jedes System von Grunddingen und 
jedes Grundpridikat ein individuelles Mengenzeichen, d. bh. einen kleinen 
griechischen Buchstaben, ein. Wir fiigen dann die symbolische Formu- 
lierung der Axiome zu unseren in § 3 aufgestellten Axiomen hinzu, aufer- 
dem Formeln, welche ausdriicken, da8 die mit den kleinen griechischen 
Buchstaben bezeichneten Dinge Mengen sind. 

Wir erlautern das durch ein Beispiel. In Hilberts ,,Grundlagen der 
Geometrie“ ist von drei Systemen von Grunddingen die Rede, den 
Punkten, Geraden und Ebenen. Wir bezeichnen die Menge der Punkte 
mit a, die Menge der Geraden mit f, und die Menge der Ebenen mit y 
und haben demnach zu unseren logischen Axiomen zunichst die folgenden 
Formeln hinzuzufiigen: 

Ma; MB; My. 
Ferner kommen in dem System verschiedene Grundpriidikate vor. Fiir 
die Axiomengruppe I (Axiome der Verkniipfung) hat man z.B. das 
Grundpridikat ,,zusammengehéren“. Wir fiihren hierfiir das Zeichen A 
ein und haben dann als weiteres Axiom 
RA. 

Des weiteren braucht dann nur noch die symbolische Formulierung der 
Axiome hinzugefiigt werden. Z. B. lautet das Axiom (I, 6) (in der Zahlung 
der 7. Auflage) 

(atr&ay&Pzk&yukdArz& dyz& Acu & Ayu) > (v) (Avz > Aou). 
Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene « liegen, so 
liegt jeder Punkt von a in der Ebene «. 

Wir wollen die vorstehenden Uberlegungen benutzen, um einige Be- 
merkungen iiber das letzte mengentheoretische Axiom zu machen, das 
wir bisher noch nicht erwahnt hatten, durch das aber unser bisheriges 
Axiomensystem noch ergiinzt werden muB. Fs ist das Unendlichkeits- 
axiom. Wir wihlen dafiir die folgende Fassung: 


IV. (Ez) ({x} (Gy + y) & (2) (xz > {2} (@(euvu =2))))). 
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Dieses Axiom IV postuliert die Existenz einer Menge mit unendlich 
vielen Elementen. Dabei ist zu bemerken, daB die Existenz von unend- 
lich vielen Mengen schon ohne dieses Axiom gesichert ist. IV sagt aber 
aus, da’ man unter Umstiinden aus einer unendlichen Zahl von Mengen 
wieder eine neue Menge bilden darf. 

Infolge des Axioms der Ersetzung ist es, wie hier nicht weiter aus- 
gefiihrt werden soll, prinzipiell gleichgiiltig, ob man die Existenz einer 
Menge mit den besonderen in IV ausgedriickten Eigenschaften oder “die 
Existenz irgendeiner anderen Menge mit unendlich vielen Elementen ver- 
langt. Wir kénnen nun zeigen, daB man zu einer derartigen Menge, von 
den Axiomen III ausgehend, gewissermaBen auf natiirlichem Wege ge- 
langen kann. Um Mibverstindnisse auszuschlieBen, bemerken wir aber 
gleich, daB der folgende Gedankengang nichts mit logischer Ableitbarkeit 
eines Axioms der Gestalt IV zu tun hat. 

Wir kniipfen an die Uberlegungen zu Eingang dieses Paragraphen 
an. Zu der Art von axiomatischen Theorien, die wir dort erwahnten 
und auf die wir unsere Logik anwenden kénnen, gehért auch die axioma- 
tische Mengenlehre selbst. Es ist hier von einem System von Grund- 
dingen, namlich den ,,Mengen“ die Rede. Ferner haben wir ein indivi- 
duelles Grundpridikat, die Elementenbeziehung. Wir kénnen also, genau 
wie bei jeder anderen axiomatisch begriindeten Theorie, die Axiome der 
Mengenlehre zu unseren logischen Axiomen hinzufiigen. Selbstverstandlich 
darf dabei aber die in den hinzugefiigten Axiomen auftretende Elementen- 
beziehung nicht mit {z}(y) identifiziert werden, sondern wir miissen ge- 
nau so vorgehen wie bei der Behandlung irgendeines anderen Bereichs. 

Wir fihren demnach zunichst ein individuelles Mengenzeichen » ein, 
das die Menge der Grunddinge bezeichnet, ferner ein Zeichen 7 fiir die 
zweistellige Relation der Elementenbeziehung. Als Axiome haben wir 
dann zunachst hinzuzufiigen 


Mp; Rn. 
Dazu kommen dann die mengentheoretischen Axiome. Wir wollen diese 


hier nicht einzeln aufzihlen, sondern erwaihnen nur folgendes. Unter 
diesen Axiomen bzw. unter den abgeleiteten Formeln kommt vor: 


(Ex) (ux & (y)(qzy)) (Existenz der Nullmenge), 


ua > (By) (uy & (z)(uz + (nyz «+ 2 = 2))) 
(Existenz der Einheitsklasse). 


Bezeichnen wir zm Abkiirzung e,(uz & (y)(7Zy)) mit a, definieren wir 
ferner » durch die Gleichung 


vy = £9 ((2)(nyz > 2 = 2) & we & py), 











16 W. Ackermann. 


so laBt sich, wenn wir beriicksichtigen, daB Rv nach Formel (14) richtig 
ist, unter Heranziehung der iibrigen Axiome beweisen: 


Ha, 
uak& voy > wy, 
pea, 
(uc & uy&se+ yk vruk& vyv) > u+v 
(vay & vZz) > y = 2, 
ua — (By) (vcvy). 
Diese Formeln iiber uv, die ja die Form der zahlentheoretischen Axiome 
haben, kommen der Hinzunahme eines Unendlichkeitsaxiomes gleich. 

Der ProzeB der Erweiterung des Axiomensystems durch Unendlich- 
keitsaxiome kann auch noch weiter fortgesetzt werden, wobei man immer 
wieder auch durch geeignete Wahl von Unendlichkeitsaxiomen eine unend- 
liche Anzahl von Erweiterungsschritten in ein einziges Axiom zusammen- 
ziehen kann. Wir wollen hier aber nicht weiter darauf eingehen, da ja 
diese Erweiterung praktisch kaum von Belang ist und nur hinsichtlich 
der von Goedel gezeigten Unvollstandigkeit jedes logischen oder mengen- 
theoretischen Axiomensystems Beachtung verdient. Uberdies sind derar- 
tige Gedanken von E. Zermelo"’) ausfiihrlich dargelegt worden. 


§ 7. 
Die Abstraktionen. 


Hinsichtlich der Abstraktionen interessiert uns hier besonders die 
Einfiihrung der Kardinal- und Ordinalzahien. Das im folgenden ange- 
wandte Verfahren kann aber auch sinngeméS zur EKinfiihrung anderer 
Abstraktionen benutzt werden. Bei der Einfiihrung der Kardinalzahlen 
wird einer jeden Menge ein gewisses Ding, eben ihre Kardinalzahl, zuge- 
ordnet, wobei die Zuordnung an die Bedingung gekniipft ist, daB aquiva- 
lenten Mengen die gleiche Kardinalzahl entspricht und da bei nicht- 
iquivalenten Mengen auch die zugehérigen Kardinalzablen verschieden 
sind. In dieser Zuordnung von Menge und Kardinalzahl liegt eine 
gewisse Unbestimmtheit, da nicht erklart wird, was eigentlich unter der 
Kardinalzahl einer Menge zu verstehen ist. Um diese Unbestimmtheit 
zu beheben, hat man verschiedene Wege eingeschlagen. So erklart 
Russell die Kardinalzahl einer Menge als die Menge aller Mengen, die 
den gleichen Typ haben wie die gegebene Menge und mit dieser aquivalent 
sind. Dieser Weg ist fiir uns nicht gangbar, weniger deshalb, weil keine 


10) E. Zermelo, Grenzzahlen und Mengenbereiche, Fund. Math. 16 (1930). 





Mengenth tische Begriindung der Logik. 17 


Typentheorie vorhanden ist, sondern weil die Russellsche Definition als 
zu eng erscheint. Es wiirde sich nach dieser Definition fiir aquivalente 
Mengen von verschiedenem Typ nicht die gleiche Kardinalzahl ergeben. 
Es ist auch nicht méglich, die Russellsche Definition so zu erweitern, 
da8 unter einer Kardinalzahl einfach eine Menge aller Mengen zu ver- 
stehen ist, die einer gegebenen Menge dquivalent ist. Denn die betreffende 
Menge, die offenbar zu den verdichtigen gehért, l48t sich in unserem 
Formalismus nicht bilden. 

Die andere Méglichkeit ist die, daS8 man unter der Kardinalzahl 
einer Menge eine bestimmte, zu der gegebenen Menge dquivalente Menge 
versteht, wobei natiirlich diese Zuordnung den oben angegebenen Bedin- 
gungen geniigen muB. Dieser Weg ist auch bei uns méglich. Er wird 
im nachsten Paragraphen beim Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir die Abstrak- 
tionsaxiome besprochen werden. Der Vorteil ist dann, da8 man keine 
besonderen Abstraktionsaxiome braucht, sondern die betreffenden Formeln 
beweisbar werden. 


Wir sehen aber von der Beschreitung dieses Weges vorliufig aus den 
folgenden Griinden ab. Vom Standpunkt der Axiomatik aus ist die 
erwaihnte Unbestimmtheit nicht stérend, da sich alle EKigenschaften der 
Kardinalzahlen auch so ableiten lassen. Ferner scheint mir der Begriff 
der Kardinalzah! an und fiir sich mit dieser Unbestimmtheit behaftet zu 
sein. (Die obigen Bemerkungen beziehen sich iibrigens entsprechend auf 
alle anderen Abstraktionen.) 

Nun zu unserer Einfiihrung. Zur bequemeren Schreibweise der fol- 
genden Axiome stellen wir zunichst die folgenden expliziten Definitionen 
zusammen. 

Definition 12. Fu(z)<—> Ra & (y) (z)(u) ((cyz& cyu) +z = u). 

Fu(z) ist zu lesen: ,,x ist eine Funktion“. 

Definition 13. z= ¥2 (xz y). 

Z ist zu lesen: ,,die zu z konverse Relation“. 

Definition 14. Abb(z,y,z) <> Fu(z)&Fu(z)&(u)(zu— (Ev)(zuv& yv)) 
& (u) (yu > (Ev) (zvu & xv). 

Abb(z,y,z) ist zu lesen: ,a und y werden durch z eineindeutig auf- 

einander abgebildet‘. 

Definition 15. Aeq (a, y) «> (Ez) Abb(z, y, z) 

Jetzt kénnen wir das Abstraktionsaxiom fiir Kardinalzahlen formulieren. 

Wir fihren das Zeichen |z|, zu lesen ,,die Kardinalzahl von z‘‘, ein. Das 

Axiom lautet 


(V,1) Mz& My +(Aeq(z, y) «-+|z| = |y)). 
Mathematische Zeitschrift. 115. 
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Wir haben zu beachten, daB wir mit Einfiihrung dieses Axioms den 
iiblichen Rahmen der axiomatischen Mengenlebre iiberschreiten. Der Ver- 
dacht, der entstehen kénnte, daB dieses Axiom vielleicht zu Widerspriichen 
AnlaB gibt, die im System der Mengenlehre an und fiir sich nicht vor- 
handen sind, wird im nachsten Paragraphen entkriiftet werden. Das 
Axiom (V, 1) leistet nun alles, was wir billigerweise von ihm verlangen kénaen. 
Definition 16. 0 = |Z (xz + 2)|. 

(20) Mz (Ey)(z = |y| & zy). 

Diese Formel ist eine Anwendung des Axioms der Ersetzung. 
Definition 17. Nay<«++(Ez)(\z| = c&y = |u(zu Vy u = 2))). 
Definition 18. €= #((y)((yO &(u)(v) (yuk Nuv— yv)) > yz). 


+ 


¢ stellt die Menge der natiirlichen Zahlen (induktiven Kardinalzahlen) dar. 


(21) Me. 
Der Beweis ergibt sich aus [V; (20); (III, 5). 
Definitior 19. v= 2y(Nay &lr &Cy). 


vy stellt die Nachfolgerrelation im Bereiche der natiirlichen Zahlen dar. 
Die Peanoschen Axiome fiir die natiirlichen Zahlen ergeben sich dann in 
bekannter Weise als beweisbare Formeln. Man erhilt also 

C0, 

(Cr& vay)—+Cy, 

vx0, 

(ycryk&vuvk&y =v) >t = 4, 

(vry&vrzz)>y = 8, 

Ca — (Ey)(vxy), 

(20 & (y) (2) (ty & Cy & vyz) > wz)) > (u)Cu > wu). 

Die Einfiihrung der Ordinalzahlen entspricht der Einfiihrung der 


Kardinalzahlen. Um auch die Ordnungstypen zu erfassen, legen wir den 
Russellschen Begriff der Relationszahl zugrunde. 


Definition 19. Is(z, y) «+ (Ez) (Abb(z,y,z) &(u)(v)(r)(s) 
((zur &zvs) + (cxuv —> yrs))). 


Wir fiihren jetzt das Zeichen (z), zu lesen ,,die Relationszah] von 2x“, ein. 
Das betreffende Abstraktionsaxiom lautet 


(V, 2) Rzr& Ry > (Is (x,y) <— z) = (y)). 
Definition 20. Oxr<— Ra &(y)(xyy) & (y) (z) (u) (Z¥ZV Z2uVxcyu) 
& (y) (z) ((Fe(z, y) & Fe (z, z)) > ZyzVazyVy= z). 
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Oz hat die Bedeutung ,,z ist eine ordnende Relation“. 
Definition 21. Wx <-> Ox & (y) ((y C7? Fe(z,2)) 


+> (Eu) (yu & (v) (yo + uv VY u = v))). 
W x hat die Bedeutung ,,z ist eine wohlordnende Relation“. 


Definition 22. Ot (z) «— (Ey) (x = (y) & Oy). 
Ot (z) ist zu lesen ,,2 ist ein Ordnungstyp“. 
Definition 23. Oz (x) <> (Ey) (x = (y) & Wy). 


Oz(z) ist zu lesen ,,2 ist eine Ordinalzahl“. 

Die Menge der Ordnungstypen oder auch Ordinalzahlen li8t sich 
natiirlich nicht bilden. Alle Satze iiber Kardinalzahlen und Ordinalzahlen 
lassen sich genau so ableiten, wie es in der naiven Mengenlehre geschieht. 
Der einzige Unterschied ist der, daB fiir die in Frage kommenden Mengen 
jedesmal die M-Eigenschaft zu beweisen ist. Das geschieht mit Hilfe 
der Axiome III, wobei die in § 5 abgeleiteten Formeln besonders 
niitzlich sind. 

§ 8. 
Bemerkungen zur Widerspruchsfreiheit des vorliegenden Systems. 

Das Axiomensystem fiir unseren Kalkiil besteht aus 

I. den Axiomen (bzw. Axiomenschemata) des Aussagenkalkiils (I, 1) 

bis (I, 8); 

II. den Axiomen fiir ,,alle“ und ,,es gibt“, (II, 1) bis (II, 4); 

III. den Axiomen erster Art iiber Mengenbildung, (III, 1) bis (III, 6); 
IV. dem Unendlichkeitsaxiom (IV); 

V. den Abstraktionsaxiomen (V, 1) und (V, 2). 

Die letzte Gruppe stellt nur zwei wichtige Fille der Abstraktionen 
dar, die ja auch sonst vielfach gebraucht werden, z. B. bei Einfiihrung 
der negativen Zahlen und der rationalen Zahlen. Das allgemeine Prinzip 
fiir die Aufstellung derartiger Axiome ist das folgende. Es lasse sich mit 
den Mitteln des Kalkiils eine zweistellige Aussagenfunktion U(z, y) de- 
finieren, fiir die die Formeln 


(z) U(x, x); (x) (y) (z)(U(z, y) V Aly, z) V A(z, z)); 
(2) (y)(U(z, y) + Uy, 2)) 
beweisbar sind, ferner eine gewisse einstellige Aussagenfunktion 8 (z). 
Man kann dann ein Abstraktionsaxiom der folgenden Form aufsteilen: 
B(x) & Bly) + (A(z, y) + Or = Gy). 
Die Oz, ®y usw. werden hierdurch als neue Dinge in den Kalkiil ein- 
gefiihrt. Im Falle (V,1) stehen fiir B(z), U(x, y), Ox die Formeln Mz, 
Aeq (xz, y), |zj, bei (V, 2) Ra, Is(z, y), (2). 





Q* 
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Da die Abstraktionsaxiome den Punkt darstellen, in dem unsere 
Axiomatik tiber die iibliche Axiomatik der Mengenlehre hinausgeht, wollen 
wir uns zunichst mit ihrer Widerspruchsfreiheit befassen. Wir wollen 
zeigen, da8 das System der Axiome I bis V widerspruchsfrei ist, falls 
das fir I bis IV gilt, da8 also die Hinzufiigung der Axiome (V, 1) 
und (V, 2) als solche nicht zu Widerspriichen Anla8 gibt. 

Der Beweis wird dadurch gefiihrt, daB wir zeigen, daB bei geeigneter 
Definition von |z| und (z) die Axiome (V,1) und (V,2) zu Formeln 
werden, die aus den Axiomen I bis IV beweisbar sind. Wir wollen 
diesen Beweis gleich fiir die oben angegebene allgemeinste Form der 
Abstraktionsaxiome 

Br & By > (Ul(z, y) ++ Oc = Dy) 
fiihren. Es werde ®z definiert durch 

Oz = e,U(z, z). 
Der hinter dem --Zeichen stehende Teil der vorstehenden Formel geht 
dann iiber in 
UA (z, y) <> €,U(z, z) = €,U (y, 2). 

Diese Forme! ist aber beweisbar aus (II, 4), wenn wir die Symmetrie und 
Transitivitét von W(z, y) beriicksichtigen. Bei (V, 1) ware |z| durch 
e, Aeq (x, z) zu ersetzen, bei (V, 2) entsprechend (x) durch ¢,Js(z,z). Wir 
hatten |z| und (z) auch gleich in dieser Weise durch explizite Definition 
einfiihren kénnen und dann keine besonderen Axiome nétig gehabt. 

Von den iibrigen Axiomen bilden die Axiome I bis III eine ge- 
schlossene Gruppe, mit der man in den meisten Fallen (wenigstens soweit 
es sich darum handelt, aus gegebenen Voraussetzungen die Folgerungen 
zu ziehen) auskommt und in der iibrigens alle SchluBweisen der Russell- 
schen Stufenlogik auszufiihren sind. Den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir 
diese Gruppe hatte ich im wesentlichen schon, d. h. bei anderem For- 
malismus, in der in Anmerkung °) erwahnten Arbeit gegeben. Dieser 
Widerspruchsfreiheitsbeweis, der auf der Konstruktion eines zahlentheore- 
tischen Modells beruhte, lat sich nicht direkt auf das vorliegende System 
tibertragen. Im wesentlichen liegt das an dem Axiom (III, 1), mit dem 
man die Existenz von Nichtmengen beweisen kann. Z.B. laBt sich 
MZ(zz) ableiten, unter Benutzung des Gedankenganges, der zu der 
Russellschen Paradoxie fiibrt. 


Doch 148t sich auch in diesem Falle leicht ein zahlentheoretisches 
Modell angeben. Jede von 0 verschiedene positive ganze Zahl a lat 
sich eindeutig in der Form 


a= ppt... pen 
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darstellen, wobei p,, p,,-.., Pn die ersten m Primzahlen sind und 0, + 0, 
falls m von 1 verschieden ist. a soll nun eine ausgezeichnete Zahl heiBen, 
falls entweder n = 1 oder im Falle n > 1 die Beziehungen 


<0. ++) Sen 
gelten. Wir definieren ferner ein zahlentheoretisches Pridikat €I(a, 5), 
das dann und nur dann richtig ist, wenn erstens a eine ausgezeichnete 
Zah] ist und zweitens 6 gleich einem der @,, 0,,..-, Q, ist. Dieses 
Pridikat €1(a, 6) 1a6t sich im Rahmen der reinen Zahlentheorie rekursiv 
definieren"*). Wir kénnen nun der Zahlentheorie folgendes System von 
Axiomen zugrundelegen: 
1. die Axiome (I, 1) bis (I, 8); 
2. die Axiome (II, 1) bis (II, 4), die noch ergiinzt werden durch 
a < eA (z) + H(2), 
(x) U(x) > ¢, Ua = 5; 
3. die zahlentheoretischen Axiome, die noch durch eine endliche 
Anzahl von Axiomen fiir Rekursionsfunktionen erginzt werden"). 

Wir denken bei 3. uns insbesondere die Rekursionen aufgeschrieben, 
die zur Definition von €l(a, 6) erforderlich sind. Die Ableitungsregeln 
1. bis 5. bleiben bestehen. Die Definition von Formel und Gegenstands- 
zeichen ist entsprechend abzuindern. 

Wir kénnen nun jeder Formel, die in unserem Kalkiil aus den 
Axiomen I bis III ableitbar ist, eine bestimmte zahlentheoretische Formel 
zuordnen, die dadurch entsteht, daB {2} (y) iiberall durch G€[(z, y) er- 
setzt wird. Um die Widerspruchsfreiheit von I, III zu zeigen, geniigt es 
nachzuweisen, da8 die den Axiomen III entsprechenden zahlentheoretischen 
Formeln sich beweisen lassen. Wir geben hier nur den Grundgedanken 
des Beweises an. Die streng formale Durchfiihrung im Rahmen der 
reinen Zahlentheorie geschieht in der Weise, wie ich es in der in An- 
merkung °) erwahnten Arbeit an Hand meines friiheren Widerspruchs- 
freiheitsbeweises auseinandergesetzt habe, und ist auf Grund der folgenden 
Angaben leicht auszufiihren. 


Da in den Axiomen III von den durch Definition 1 bis Definition 4 
eingefiihrten Abkiirzungen Gebrauch gemacht wird, wollen wir zunichst 


11) Man findet alles dazu Notwendige zusammengestellt in Hilbert-Bernays, 
Grundlagen der Mathematik, § 7 (insbesondere Seite 319 f.). 

12) Es sei bemerkt, daB die Widerspruchsfreiheit des angegebenen zahlen- 
theoretischen Axiomensystems sich nicht allein auf die Widerspruchsfreiheit der 
reinen Zahlentheorie, die von G. Gentzen [Math. Annalen 112 (1936)] gezeigt wurde, 
griindet, sondern auch die Eliminierbarkeit der e-Regeln zur Voraussetzung hat 
(vgl. dariiber Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, § 8). 
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die zablentheoretische Interpretation der definierten Ausdriicke angeben. 
(z) (El (z, z) <> El(z, y)) erweist sich als fquivalent mit der zahlen- 
theoretischen Identitéit ZU (z) hat jetzt, unter Beriicksichtigung der 
fiir das « noch hinzugefiigten Axiome, folgende Bedeutung. Falls & (z) 
fiir endlich viele Zahlen o,, 0,,.-., Qn, die der GréBe nach geordnet 
seien, zutrifft, so ist TUr = pepe... pen. Trifft U(x) auf keine Zahl 
zu, so ist ZU(xz) = 0. Trifft W(x) auf unendlich viele Zahlen zu, so ist 
zU(z)=5. Maz hat die Bedeutung: z ist eine ausgezeichnete Zahl 
oder gleich 0. zc y bedeutet, falls x und y ausgezeichnete Zahlen sind, 
daB die zu x gehdrigen 0,, 0,,..., v, alle auch unter den zu y ge- 
hérigen 0), 02, ---, @m Vvorkommen, oder daB z=0O und y eine aus- 
gezeichnete Zahl ist, oder aber daB x und y beide 0 sind. 

Der Beweis der (III, 1) entsprechenden zahlentheoretischen Formel 
ergibt sich dann sofort aus der Bedeutung, die A(z) und Mz jetzt 
haben. Die (III, 2) bis (III, 6) entsprechenden Formeln, die alle die Form 
MZ%Uz haben, ergeben sich daraus, daB das betreffende U(x) jedesmal 
nur fiir endlich viele x oder fiir kein x zutrifft. 


(Eingegangen am 23. 4. 1937.) 
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Einleitung zu Teil I und II: 


(vgl. ein Referat in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung 47 (1937), 8. 161—176: Neuere Untersuchungen iiber automorphe 
Formen komplexer Dimension). 


Die bisher in zwei Arbeiten") *) niedergelegte Theorie der automorphen 
Formen reeller Dimension diente wesentlich der Aufgabe, fiir die einer Grenz- 
kreisgruppe in gewisser Weise zugeordneten Funktionen einer Veranderlichen — 
eben die dort definierten automorphen Formen reeller Dimension — explizite 
analytische Darstellungen zu erhalten. Obwohl zur Lésung dieser Aufgabe 
hiufig allgemeine, an die Definition der automorphen Formen ankniipfende 
Betrachtungen, sowie algebraisch-gruppentheoretische Uberlegungen, die 
Faktorensysteme o(M,S) und die Multiplikatorsysteme v(M) betreffend, 
erforderlich waren, lag doch das Hauptgewicht der Untersuchung auf be- 
stimmten analytischen Ausdriicken, den damals eingefiihrten Poincaréschen 
Reihen neuer Art. In der Tat besagen die gegen Ende der Entwicklung 
(B, §5; E, § 1) gewonnenen Satze, daB die genannten Reihen nicht nur in den 
vorgelegten Funktionenklassen enthalten sind, sondern diese sogar vdllig 
ausschépfen. Es handelt sich also in jener Theorie vornehmlich um ein Bei- 
spiel fiir die Methoden, die man anzuwenden, und die Ergebnisse, die man zu 
erwarten hat, wenn man festzustellen sucht, inwieweit ein expliziter analytischer 
Mechanismus der Struktur einer durch innere Eigenschaften definierten, 
ziemlich umfassenden Funktionenklasse angepaBt zu werden vermag. 


Versteht man unter (J, —r,v} die Gesamtheit (Klasse) der auto- 
morphen Formen, welche zur Grenzkreisgruppe 7’, zur Dimension —r und 
zum Multiplikatorsystem v gehéren, so lassen sich die damals bewiesenen 
und verwendeten Struktursiitze der Klasse {J, —r,v} folgendermaSfen 
charakterisieren: Zuniachst die schon erwihnten allgemeinen und elementaren 
Aussagen iiber die Beziehungen zwischen den algebraischen Eigenschaften 
der Faktorensysteme o (M, S) und der Multiplikatorsysteme v (M) einerseits 
und dem Verhalten der automorphen Formen in den elliptischen Ecken 
und parabolischen Spitzen andererseits; diese beruhen wesentlich auf einer 
Transformationstheorie der Multiplikatorsysteme und der Formen. Die beim 
Beweis des Darstellungssatzes ferner benutzten Existenzaussagen iiber 
Formen mit vorgeschriebenen Polen ergaben sich durch den Ansatz der 
Poincaréschen Reihen neuer Art von selbst. Als einziger tieferer Struktur- 


1) Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension und ihre 
DarsteHung durch eine neue Art Poincaréscher Reihen, Math. Annalen 103 (1930), 
8. 369—436, im folgenden zitiert mit B. 

2) Ein Fundamentalsatz aus der Theorie der ganzen automorphen Formen, 
Math. Annalen 106 (1932), S. 343—-368, im folgenden zitiert mit E. 
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satz muBte schlieBlick der Rittersche Satz iiber die Minimalzahl der wirklichen, 
frei beweglichen Pole der automorphen Formen einer festen Formenklasse 
herangezogen, und dieser Satz muBte aus der Ritterschen Theorie der multi- 
plikativen Formen auf algebraischen Gebilden*) in die Sprache der auto- 
morphen Formen iibertragen werden. 

Der liickenlose Aufbau der damals niedergelegten Untersuchungen iiber 
die automorphen Formen reeller und zum Teil auch komplexer Dimension 
ist durch das Erfordernis einer strengen und vollstandigen Begriindung dieser 
Theorie der multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden schwer be- 
lastet. Obwohl ich in der ersten Arbeit B einen Ansatz zur Durchfiihrung 
dieses Programms mitteilen konnte, der gleichzeitig die exakte Grundlage 
fiir die zahlreichen alteren funktionentheoretischen Arbeiten gibt, in denen 
homogene Funktionen von zwei Variabeln an die Stelle der analytischen 
Funktionen einer Variabeln treten, so bedarf diese Durchfiihrung, wenn sie 
auch keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet, insgesamt doch recht miih- 
samer und umfangreicher Erérterungen. 

Inzwischen haben eingehende Untersuchungen, deren ersten Teil ich 
hiermit vorlege, gezeigt, daB ein solcher liickenloser Aufbau der Theorie der 
automorphen Formen komplexer Dimension, der alle vorhandenen mit diesen 
Begriffen verkniipften Struktursitze umfa8t, bereits im Rahmen der Theorie 
der automorphen Formen selbst vollzogen werden kann, so daB das schwer- 
fallige Instrument der multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden 
vollig entbehrlich wird. Die Theorie liefert im iibrigen auch abschlieBende 
Ergebnisse bei einigen in B und E ungelésten Problemen. Von diesen beiden 
Arbeiten werden dabei die dort bewiesenen Existenzsiitze benutzt; ‘die in 
den Aufbau auBerdem zu iibernehmenden Stiicke werden ausdriicklich an- 
gegeben. 

Im Vergleich zu den Ritterschen Arbeiten und zu dem Lehrbuch von 
Klein-Fricke iiber automorphe Funktionen ]a8t die vorliegende Untersuchung 
erkennen, da§ man fast zwangliufig zu einer exakten Begriindung der Theorie 
der Grenzkreisgruppen und der automorphen Formen von relativ geringem 
Umfang gelangt, wenn man von den angemessenen topologischen, analytischen 
und gruppentheoretischen Methoden den richtigen Gebrauch macht. Die 
genannten Arbeiten sowie auch das Lehrbuch von Klein-Fricke lassen trotz 
der erheblichen Breite der Darstellung in vielen entscheidenden Punkten die 
erforderliche Exaktheit vermissen. 


5) E. Ritter, Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte Null usw., 
Math. Annalen 41; ferner E. Ritter, Die multiplikativen Formen auf algebraischem 
Gebilde beliebigen Geschlechtes mit Anwendung auf die Theorie der automorphen 
Formen, Math. Annalen 44. Vgl. auch: Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie 
der automorphen Funktionen, Bd 2, Leipzig 1912. 
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Die Entwicklung verlauft folgenderma%en: Zunichst (§ 1) wird die einer 
Grenzkreisgruppe durch Identifizieren faquivalenter Punkte zugeordnete 
Riemannsche Flache konstruiert; die Konstruktion liegt, beginnend mit der 
Definition einer Grenzkreisgruppe, in § 21 des bekannten Buches von Herrn 
H. Weyl*) bis auf eine hier hinzuzufiigende Untersuchung iiber die Einbettung 
der parabolischen Fixpunkte in extenso durchgefiihrt vor. Die fiir die 
Divisorentheorie erforderliche strenge Begriindung der fundamentalen Zu- 
sammenhange zwischen den multiplikativen Differentialen auf dieser Riemann- 
schen Flache und den multiplikativen automorphen Formen von der Dimension 
— 2 in der zugehérigen Grenzkreisuniformisierung wird durch eine gegeniiber 
der in W §9 gegebenen neuartige Definition der analytischen Differentiale 
auf einer Riemannschen Flache erméglicht. 

In § 2 wird eingangs das System der ganzen Zahlen w (M, S) betrachtet, 
durch welches die Umsetzung der Funktionen log (m, t + m,), wo m,, m, 
reell + 0,0 vorausgesetzt und {m,, m,} als zweite Zeile einer zweireihigen 
quadratischen Matrix M mit reellen Elementen und der Determinante 1 


aufgefaBt wird, bei Anwendung einer linearen Transformation S = (¢ i) 


mit reellen a,b,c,d und ad —be 1 auf tr(3mt>0) bestimmt: ist. 
Diese w (M, S) bilden ein ,,additives Faktorensystem“ und hingen mit den 
in B eingefiihrten o(M, S) durch die Gleichung 


o”) (M 8) aus et zirw (Mm, 8) 
> 


zusammen. Durch die Berechnung der w(M,S) und Herausstellung ihrer 
wesentlichen Eigenschaften ergeben sich die Werte der o(M, 8S) fiir alle 
M, S der bezeichneten Art und alle komplexen r, sowie die fiir ihre Anwendung 
notwendigen Rechenregeln. Eine kurze Theorie der elliptischen Fixpunkte 
liefert einerseits die genaue Ejinsicht in die Beziehungen zwischen dem Ver- 
halten einer automorphen Form bei Anwendung der zugehérigen elliptischen 
Substitutionen der Grenzkreisgruppe sowie die Multiplikatorwerte fiir diese 
Substitutionen, andererseits die explizite Gestalt der Gleichungen, denen die 
Multiplikatorwerte fiir die elliptischen Erzeugenden geniigen miissen (vgl. B, 
Gleichung (38)). Damit sind bei beliebigen Grenzkreisgruppen (mit oder 
ohne endlichem Erzeugendensystem) die Definitionsgleichungen zwischen den 
Multiplikatorwerten fiir die Erzeugenden der Grenzkreisgruppe explizit auf- 
gestellt — mit der einzigen Ausnahme derjenigen Gleichung, welche der nur 
bei den Gruppen mit endlichem Erzeugendensystem auftretenden ,,Umlaufs- 
relation im GroBen“ (vgl. B, Gleichung (34)) entspricht; ihre explizite Gestalt 
wird im folgenden Paragraphen bestimmt. 


*) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, B. G. Teubner 1913; zweite 
Auflage, Teubner 1923; im folgenden zitiert mit W. 


an et fon fF set eee ld 


Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. I. 27 


Dieser § 3 enthalt die Begriindung der Divisorentheorie der automorphen 
Formen komplexer Dimension; hierbei werden ebenso wie bei den voraus- 
gehenden Uberlegungen zur Konstruktion eines besonderen Fundamental- 
bereichs und Erzeugendensystems der Grenzkreisgruppe die Entwicklungen 
des Weylschen Buches, insbesondere des dem anastatischen Neudruck bei- 
gefiigten Anhangs, ferner diejenigen von Herrn P. Koebe zur Uniformisierungs- 
theorie®) *) entscheidend benutzt. Und in der Tat fiihrt nun der hier auf 
Grund der Darlegungen des § 1 gewonnene Satz von der Gesamtordnung des 
vollstandigen Divisors einer automorphen Form komplexer Dimension zu 
der expliziten Gestalt der genannten letzten Definitionsgleichung zwischen 
den Multiplikatorwerten fiir die Erzeugenden einer Grenzkreisgruppe mit 
parabolischen Substitutionen (vgl. B, Gleichung (39)). 

Im §4 schlieBlich werden die im Bereich der automorphen Formen 
komplexer Dimension giiltigen Siatze bewiesen, welche als Verallgemeine- 
rungen des Riemann-Rochschen Satzes, des Brill-Noetherschen Reziprozitits- 
satzes und des Ritterschen Satzes iiber die Minimalzahl der wirklichen und 
frei beweglichen Pole der automorphen Formen innerhalb einer Formenklasse 
aufzufassen sind. 

Uber die Beweisfiihrung ist, abgesehen davon, daB die einzelnen Schritte 
in weit geringerem Mae auf Rechnung beruhen, als bei den Beweisen in B 
und E, vom prinzipiellen Standpunkt folgendes zu sagen: Entsorechend den 
Inhalten der Behauptungen und den verwendeten Beweismitteln lassen sich 
drei Typen von Beweisen unterscheiden. Zum ersten Typus I ziahle ich die- 
jenigen Beweise, in denen die automorphen Formen selbst noch nicht auf- 
treten. Sie haben die folgenden vier Quellen: 

a) Algebraisch-gruppentheoretische Hilfssiitze und Uberlegungen. 

b) Neben a) die elementar-arithmetischen Schliisse, die sich aus der Dar- 
stellung einer Gruppe durch zweireihige quadratische reelle Matrizen von der 
Determinante 1 mit der Nebenbedingung ergeben, da8 keine infinitesimalen 
Substitutionen auftreten diirfen. 

c) Die Topologie der Riemannschen Flichen und der durch die Funda- 
mentalbereiche einer Grenzkreisgruppe in einem ihrer maximalen Dis- 
kontinuitatsbereiche aufgespaunten Netze. 

d) Die Umsetzungseigenschaften gewisser elementarer Funktionen einer 
komplexen Verinderlichen, wenn diese Variable einer linear-gebrochenen 
Transformation unterworfen wird (z.B. log(m,7-+m,) bei Anwendung 
von §). 


5) P. Koebe, Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven I, Math. 
Annalen 67 (1909), S. 145—224. 

6) P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. I: Das 
allgemeine Uniformisierungsprinzip, Crelles Journal f. Math. 188 (1910), S. 192—253. 
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Der zweite Typus II der verwendeten Beweise zieht auBerdem die 
Existenz von automorphen Formen heran, jedoch mit der folgenden Ein- 
schrinkung: Entweder 

a) wird nur die Existenz derjenigen automorphen Form vorausgesetzt 
und benutzt, iiber die die Behauptung etwas aussagt; eine solche Aussage hat 
demnach den folgenden logischen Charakter: ,,Wenn eine automorphe Form 
(mit diesen oder jenen Eigenschaften) vorgelegt ist, dann gilt fiir sie der 
folgende Satz:‘* — oder 

b) es wird nur bzw. auBerdem die Existenz von solchen automorphen 
Formen benutzt, die sich, wie die durch explizite analytische Ausdriicke 
dargestellten Formen, mit den Mitteln der Grenzkreisgruppen allein kon- 
struieren lassen. 

Die Beweise des dritten Typus III schlieBlich machen — abgesehen von 
den unter I, II genannten Grundlagen und Methoden — uneingeschrankt 
von den Existenzsitzen und den anderen Ergebnissen der Uniformisierungs- 
theorie und der Theorie der héheren Transzendenten auf algebraischen Ge- 
bilden Gebrauch. 

Die Forderung nach der Reinheit der Methode la8t sich in der Theorie 
der automorphen Formen komplexer Dimension mit wechselndem Erfolge 
verwirklichen. Einerseits gelingt die Bestimmung der Werte w(M,S) und 
ihrer Verallgemeinerungen zum Teil durch Zuriickgehen auf die Definition 
und vollstandig durch Anwendung’ der sachgemiBen Methoden Id). Auch 
die zahlreichen Aussagen iiber die Multiplikatorsysteme, die aus der voraus- 
gesetzten Existenz und den mannigfachen Eigenschaften der automorphen 
Formen nach dem SchluBschema II a) deduziert werden, lassen sich, wie die 
Ausfiihrungen in B und die vorliegende Untersuchung zeigen, mit den an- 
gemessenen Hilfsmitteln Ia) und Ib) aus der Kompositionsrelation (B (9)) 
und den Normierungsvorschriften fiir die Multiplikatorsysteme v allein er- 
schlieBen. Die Methoden I zusammen lieferten in B ferner die im Prinzip 
vollstandige Ubersicht iiber die simtlichen Multiplikatorsysteme aller Grenz- 
kreisgruppen, und die vorliegende Theorie zeigt, daB die durch die Existenz 
einer automorphen Form vermége II a) bedingten expliziten Beziehungen 
zwischen den Multiplikatorwerten fiir die elliptischen Elemente der Grenz- 
kreisgruppe auch mit den Hilfsmitteln I a) b)d) allein aufgestellt werden 
kénnen. Alle diese Tatsachen sind mithin von der Existenz einer auto- 
morphen Form unabhingig und daher als Satze iiber bestimmte Darstellungen 
unendlicher Gruppen aufzufassen. Endlich ergeben die Methoden II b) 
durch den Ansatz der Poincaréschen Reihen neuer Art-wertvolle Existenzsitze 
iiber automorphe Formen reeller, ja sogar zum Teil komplexer Dimension. 

Zur weiteren Entwicklung der Theorie aber mu$, sowohl in B und E 
als auch in der vorliegenden Untersuchung, neben ausgiebiger Benutzung 
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der Beweismittel I und II das schwere Geschiitz der unter III genannten 
Theorie aufgefahren werden. Die allgemein bekannten auBerordentlichen 
Schwierigkeiten, die der direkten Konstruktion der Abelschen und multi- 
plikativen Differentiale in ihrem automorphen Gewande als Formen von der 
Dimension — 2 entgegenstehen, machen die Uniformisierungstheorie fiirs 
erste unentbehrlich. Von diesen Schwierigkeiten vermégen etwa sowohl die 
von Herrn Myrberg als auch die von mir an speziellen Fallen durchgefiihrten 
Untersuchungen einen Begriff zu vermitteln. 

Auf der anderen Seite erhebt sich die Frage, ob man wenigstens den fiir 
die vorliegende Theorie zentralen Satz von der Gesamtordnung des voll- 
stindigen Divisors einer automorphen Form komplexer Dimension ohne 
Heranziehung der Theorie III, d. h. mit den Methoden I und II allein be- 
griinden kann. Dies erweist sich in der Tat als méglich. In einem dritten 
Teil dieser Untersuchungen werde ich — in umgekehrter Reihenfolge als hier — 
zunichst die explizite Gestalt der aus der ,,Umlaufsrelation im GroBen“ 
folgenden Gleichung zwischen den Multiplikatorwerten fiir die Gruppen- 
erzeugenden mit Hilfe der Beweise vom Typus Ic) d) herleiten und auf 
dieser Grundlage und mit den Methoden II a) den genannten Satz beweisen, 
d. h. also ohne iiber automorphe Formen etwas anderes vorauszusetzen, als 
die Existenz derjenigen Form, iiber die etwas ausgesagt wird Dieser neue 
Beweis hat trotz gréBerer Lange den wesentlichen Vorzug, da8 er die Einsicht 
in die elementare Natur des in der genannten Definitionsgleichung auftreten- 
den verallgemeinerten w-Symbols eréffnet. Die Berechnung dieses Symbols, 
dessen Kenntnis einen vollstindigen Uberblick iiber simtliche Multiplikator- 
systeme aller komplexen Dimensionen erméglicht, griindet sich auf einfache 
Uberlegungen aus der hyperbolischen Geometrie; im iibrigen liefert der neue 
Beweis den Satz von der Gesamtordnung des Divisors einer automorphen 
Form auch bei denjenigen Grenzkreisgruppen (mit endlichem Erzeugenden- 
system), die keine parabolischen Substitutionen enthalten, bei denen die im 
vorliegenden ersten Teil dargelegte Methode versagt. Er liefert dadurch 
ferner, wie die Untersuchung zeigt, die notwendige und hinreichende Be- 
dingung, der eine komplexe Zahl r geniigen mu8, damit zu vorgelegter Grenz- 
kreisgruppe (mit endlichem Erzeugendensystem) eine nicht identisch ver- 
schwindende automorphe Form der Dimension — r existiere. 

In diesem dritten Teil soll auch eine eingehende Theorie derjenigen 
speziellen Multiplikatorsysteme reeller Dimension Platz finden, welche bei 
nicht-ganzem r den Multiplikatorsystemen der in der Kleinschen Theorie 
sogenannten Wurzelformen entsprechen. Ferner (Teil IV) eréffnen die auf 
den verallgemeinerten Riemann-Rochschen Satz gegriindeten Existenzsitze 
fiir ganze automorphe Formen reeller Dimension — r mit kleinem positivem r 
einen Einblick in die Bedingungen, unter denen ein in einer Grenzkreis- 
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uniformisierung mit parabolischen Fixpunkten vorliegendes algebraisches 
Gebilde Funktionen enthalt, welche — im iiblichen Sinne der Anzahlbestim- 
mung als Summe der Multiplizitaten — jeden Wert relativ selten annehmen, 
und diese allgemeinen Bedingungen vermégen auch die besondere Rolle, die die 
ganzen automorphen Formen der Dimension — 4 zu unverzweigten Multi- 
plikatorsystemen spielen, aufzuhellen. Von hier aus gelingt eine Charakteri- 
sierung der #-Nullwerte, die bekanntlich in der spezielleren Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen bei den wichtigsten Anlaissen als deus ex 
machina erscheinen. Unter den weiteren Ergebnissen sei noch die Konstruktion 
von automorphen Primformen hervorgehoben, die, ebenso wie die Bestimmung 
ihrer Definitionseigenschaften, durch die vorliegende Theorie — sehr im Gegen- 
satz zu den Ritterschen Darlegungen — vollig exakt und miihelos gelingt. 
Zum Schlu8 des vierten Teils werde ich zeigen, daB sich das Bildungsgesetz 
der Poincaréschen Reihen neuer Art sinngem&B auf einen ebenso allgemeinen 
Typus von analogen Reihen iibertragen léBt, welche zu den Systemen von 
aquivalenten Paaren hyperbolischer Fixpunkte der Gruppe in einer ahnlichen 
Beziehung stehen, wie die bereits vorliegenden Poincaréschen Reihen neuer 
Art zu den Systemen aquivalenter parabolischer Fixpunkte; diesen neuen 
Reihen diirfte bei den Grenzkreisgruppen ohne parabolische Substitutionen, 
insbesondere den ,,fixpunktfreien“ Grenzkreisgruppen, wie sie in der unver- 
zweigten Uniformisierung algebraischer Gebilde vom Geschlecht p > 1 auf- 
treten, eine erhéhte Bedeutung zukommen. 


Bezeichnungen: Eine Matrix S = (? 4) mit komplexen Elementen 


wird unimodular genannt, wenn ihre Determinante ad — bc = 1 ist; sie 
wird reell genannt, wenn ihre Elemente reelle Zahlen sind. Die weitaus meisten 
der spiter auftretenden Matrizen sind reell unimodular. Bei beliebigem S 


wird S = {c,d} gesetzt. Im iibrigen werden die Bezeichnungen des Matrizen- 
kalkiils verwendet. rt ist eine komplexe Variable mit positivem Imaginarteil 
Im T, St e338 


crag we von S erzeugte linear gebrochene Substitution 
+ 


in t. Als Grenzkreisgruppe J’ wird — abgesehen von den an das Weylsche 
Buch ankniipfenden Betrachtungen zu Anfang des §1 — stets eine Gruppe 
von unimodularen reellen Matrizen mit gewissen Eigenschaften definiert. Die 
Gruppe der linear-gebrochenen Substitutionen in der Variablen 1, die durch 
die Matrizen der Grenzkreisgruppe J” erzeugt werden, tragt die Bezeichnung I’. 
Zwei komplexe Zahlen t und 1’ heiBen aquivalent nach J’, in Zeichen 


t~t(l), 


wenn es eine Matrix ZL aus J’ (in Zeichen Lc I’) gibt, fiir die r* = Lr 
zutrifft. 
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Die Matrix ( , ‘) mit reellem # wird als symbolische Potenz U’ ge- 


01 
A 0 
schrieben, D, (A + 0 reell) bedeute die Diagonalmatrix ( 4); ich setze 
A 
ae | 8 ae = (by) | aa _(—1 0 
seat =(9;)=9 = D, = (9) -I=D,=(% oe 


Eine komplexe Zahl ist Fixpunkt der Matrix S, wenn sie Fixpunkt der 
durch S erzeugten linearen Substitution ist. Durch dieselbe Beziehung werden 
die hyperbolischen, parabolischen, elliptischen unter den unimodularen 
reellen Matrizen bestimmt. Ein (hyperbolischer, parabolischer, elliptischer) 
Fixpunkt von J" ist Fixpunkt einer gleichbezeichneten Matrix von I. Jeder 
Fixpunkt einer nicht-parabolischen Matrix S hei8t zu dem anderen Fixpunkt 
von S konjugiert. Aus geometrischen Griinden heiBen die parabolischen 
Fixpunkte (parabolische) Spitzen, die elliptischen Fixpunkte (elliptische) 
Ecken. Ist s eine Spitze von [, As = , A unimodular und reell, so gibt 
es ein minimales N > 0 mit 


P=A'U*.AcT oder —Pc I. 


Wenn — PCI, P dagegen nicht, so wird —J zu J’ , adjungiert“. P heibt 
die (normierte) erzeugende Matrix der zyklischen oder mit zwei Basis- 
elementen versehenen Abelschen Gruppe 3, der parabolischen Matrizen 
von /’ mit dem Fixpunkt s. Die inhomogene Ordnung eines elliptischen 
Fixpunktes w von J” ist die Ordnung der zyklischen Gruppe 3.,, derjenigen 
Substitutionen von J’, die von den Matrizen aus J” mit dem Fixpunkt w 
erzeugt werden; die Gesamtheit dieser Matrizen bildet eine endliche zyklische 
Gruppe 3,,. Mit § = §, wird das Gebiet 3m t > 0 der komplexen 1t-Ebene, 


mit € = €, das Gebiet |z| < 1 der komplexen z-Ebene bezeichnet. sgn c hat 


fiir reelles c + 0 die iibliche Bedeutung SI 
| 


§ 1. 

1. Grenzkreisgruppen und Riemannsche Flichen. 

Zum Aufbau der Theorie der Grenzkrejsgruppen bedient man sich zu- 
nichst der Saitze von H. Weyl iiber nichteuklidische Bewegungsgruppen des 
Einheitskreisinneren € — €, aus seinem unter *) zitierten Buche, § 21 bis 
8. 162. Hier wird bewiesen, daS eine solche Gruppe 7* dann und nur dann 
in € eigentlich diskontinuierlich ist, wenn sie keine infinitesimalen Sub- 
stitutionen enthalt. Ferner wird unter dieser Voraussetzung gezeigt, daB sich 
die elliptischen Fixpunkte in € nicht haufen, und daraus ergeben sich folgende 
Tatsachen: Es sei |z)| <1 und z, nicht Fixpunkt von J; dann ist es un- 
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méglich, daB zwei Punktfolgen z,, 2,, » = 1,2,3,...,ad inf., in € mit 
Z, + 25, %, ~2z, (I) gegen z konvergieren. Ist 2, elliptischer Fixpunkt 
von J, so kann der als unméglich bezeichnete Sachverhalt hier nur so vor- 
liegen, daB die Aquivalenz fiir alle n oberhalb einer gewissen Grenze durch 
eine der endlich vielen elliptischen Substitutionen mit dem Fixpunkt 2 
vermittelt wird. 

Diese Sitze fiihren nach Ausiibung einer geeigneten linearen Substitution 
zu den gewiinschten Aussagen iiber Grenzkreisgruppen mit reellen Sub- 
stitutionskoeffizienten, die in der vorliegenden Arbeit untersucht und nun 
definiert werden sollen; der engere Gegenstand der Untersuchung, die Theorie 
der automorphen Formen nicht-ganzer Dimension macht eine Unterscheidung 
zwischen den Matrizen, die die gleiche Substitution erzeugen, erforderlich. 
Ich setze voraus: 


(A) Es sei J’ eine Gruppe von unimodularen reellen Matrizen. Es gebe 
keine Folge von untereinander verschiedenen Matrizen in J’, die element- 
weise gegen + J oder —/J konvergiert. 


Dann ist zunachst die Gruppe [ der Lt mit L CTI in § eigentlich dis- 
kontinuierlich; ist tg C §, t) nicht Fixpunkt von J’, so gibt es einen nicht- 
euklidischen Kreis um t, als Mittelpunkt, in dessen Innerem keine zwei zu- 
einander nach J” aquivalente Punkte liegen. Ist dagegen t, C §, Tp elliptischer 
Fixpunkt von J’, so gibt es einen nichteuklidischen Kreis um tT, als Mittel- 
punkt, in dessen Innerem zwei Punkte nur dann nach J" dquivalent sein 
kénnen, wenn sie auseinander durch eine der endlich vielen elliptischen 
Substitutionen aus J’ mit dem Fixpunkt 1, hervorgehen. Ich definiere: 


(B) J° hei8t Grenzkreisgruppe, wenn es zu jedem reellen u und auBerdem 
zum Punkt t = o eine Folge komplexer Zahlen 1, und eine Folge von 


untereinander verschiedenen Matrizen x, aus J, n = 1, 2,3,..., ad inf., 
derart gibt, daB 

lim t, = lim Zt, = u bzw. = o. 

n-> co a-> @ 


Hiernach kann man versuchen, aus § mit Hilfe von J” eine Riemannsche 
Fliche $ zu konstruieren, als deren simtliche verschiedenen Punkte p die 
simtlichen verschiedenen vollstindigen Systeme von zueinander nach J" 
aquivalenten Punkten rt C § figurieren. Die Méglichkeit dieser Konstruktion 
erfordert wesentlich die Realisierung eines Umgebungsbegriffs, der den 
iiblichen Vorschriften gehorcht, und steht fest, wenn J keine parabolischen 
Matrizen enthalt. Im folgenden werden iiberwiegend Grenzkreisgruppen be- 
trachtet, welche mindestens eine parabolische Matrix enthalten. Zur Durch- 


fiibrung der genannten Konstruktion beweisen wir in diesem Abschnitt einige 
Satze. 
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Satz 1. Ist s (reelle Zahl oder ~) parabolischer Fixpunkt von I’, so ist s 
nicht hyperbolischer Fixpunkt von I’. 

Beweis (indirekt): Es sei h der zu s konjugierte hyperbolische Fixpunkt. 
Nach Transformation von J” mit moat beiee nehme man h = 0, s = © 


an. Fiir geeignete reelle &, 4 mit € > 0, |A| >1 und alle ganzen n liegen 
die Matrizen U*, D, und 


D? U* Dr" = ye *€ 
" ,2n ,2” 
in J. Es gilt U4 “*++4+1I/, U* *§*++1, wenn n> — o. 
Zusatz. Ist © parabolischer Fixpunkt von I, so ist die allgemeinste 
Matriz L = “ aus I’ mit y = 0 von der Form + U*, wo & reell. 


Beweis (indirekt): Sei|«| +1. Lr =a*t +a hat die Fixpunkte o 
x 
x fo ? 
Damit ist die geometrische Betrachtung in B 8. 389 durch einen strengen 
Beweis ersetzt. 
Im folgenden wird durchweg vorausgesetzt, daB o parabolischer Fix- 
punkt von J" ist, wenn J’ iiberhaupt einen parabolischen Fixpunkt besitzt. 
Satz 2. Es sei A unimodular und reell, A’ ~ =s8 parabolischer Fiz- 


punkt von I’. Dann besitzt die Menge der |m,| mit M = sy — CAT, m, +0, 


m, My, 


und — 





Widerspruch. 


eine positive untere Grenze 0, (A). 

Beweis (indirekt): Es sei P = A~' U* A Erzeugende von 3,, U™ Er- 
zeugende von 3.,N>0,N’ >0. MittS = AL, L cl, liegen fiir beliebige 
ganze k,1 die Matrizen 


U*su'* = AP LU 
in A J’. Ist der Satz falsch, so gibt es eine Folge von Matrizen S,, = ( A a ), 
* = 1,2,3,...,adinf., in AI mit 
a> S G25 < Ce lim c, = 0. 
In der Gleichung 
st = ums ye™ — r bs) a. wie bp . 
Cy dy Cr d, +1, N’c, 


wihle man die ganzen Zahlen k,, 1, so, daB 


N es 
lan — 1] S 5%, la.—1] 5 > Gs 
dann gilt 
N | Pm FP 
Slsogtet+ yz % 


Mathematische Annalen. 116. 
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Es sei 6 ein Haufungspunkt der Folge der 6°. Aus der Folge der S? laBt sich 


b 
eine Teilfolge, die wieder mit S,, = he a) nm = 1, 2,3,..., ad inf., bezeichnet 


werde, derart aussondern, daB 


a>6 Gs: <&, lim co, = 0; 


a,=l+e, d=1+%, |als =z on \8,.| S>¢,; lim 6, = b. 
Die Matrix 
s-'s =(" + #,) (1 + €,) — b,c, b, — 6, + 0,6, — 0,5, ) 
oe — ¢,(1 + &) + ¢,(1 + &) — nb, + (1 + &) (1 + 8,) 
_ (4n.0 np 
= ™ p d,, ’), 
in der p eine natiirliche Zahl > n bedeute, liegt in J’ und erfiillt die Limes- 
beziehungen 
lim a, , = 1, lm d,, = 1, lm 6, = 0. 
Hier sei ¢, - y fiir n > m,, und es werde zu jedem n > n, die natiirliche 


Zahl p so bestimmt, dab 

l 
6 
Dann gilt 


— 
wo 


‘ l 
— Cy p > On > rt ay > Zo >; 


die Existenz dieser Matrizenfolge S;'S, widerspricht mithin der Forde- 
rung (A). 

Zusatz. Man setze 09 = 0, (1); zwei Punkte t und t, mit Im t > z 
0 
und Jm 1, > = sind nur dann nach I’ équivalent, wenn t, = Lr, L = + U'*’ 


0 


~ 


mit ganzem 


Beweis: Es sei Jmt > é v¥=Lr L= (* yer mit y + 0. 
0 ? 
Dann ist 
3m t 3m tr 1 1 
% is —, 
said lyr+of a] of Smt a 
s . 
Die Behauptung folgt hieraus und aus dem Zusatz 1 iiber die Elemente L 
von J* mit y = 0. — 

Im iibrigen bleibt der Satz 2 nicht allgemein giiltig, wenn man die Be- 
dingung, daB A-' o parabolischer Fixpunkt von J" sein soll, fallen laBt. 
Wahlt man als J’ die Modulgruppe, so besagt die Forderung, daB A-! © nicht 
parabolische Spitze der Modulgruppe sein darf, iiber A = {a,, a,} genau, 











daf 


zue 


str 
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daB a, + 0 und auBerdem — “3 irrational ist. Die Menge der m, stimmt 


1 
mit der Menge der reellen Zahlen a,p + aq iiberein, wo p und q beliebige 
zueinander teilerfremde ganze rationale Zahlen bedeuten. 


Die bewiesenen Sitze ermédglichen offenbar die obengenannte Kon- 
struktion einer Riemannschen Fliche 8 aus § mit Hilfe von J. § ist uni- 
verselle (regulire) Uberlagerungsfliche von % mit vorgegebener Ver- 
zweigung. Verzweigungspunkte sind die durch die elliptischen und para- 
bolischen Fixpunkte entstehenden Flachenpunkte; die um 1 vermehrte 
Verzweigungsordnung (im iiblichen Sinne) ist genau gleich der Ordnung 
| > 1 bzw. © einer Substitution aus J’, welche die zyklische Untergruppe der 
Substitutionen aus J” mit dem betreffenden Fixpunkt erzeugt. 8 ist zugleich 
eine invariante und die einfachste Realisierung eines Fundamentalbereichs 
von I" in §. 

Die (in 8 enthaltenen) Umgebungen der Punkte p, von 8 lassen sich 
offenbar folgendermaBen durch die Reprisentanten t+ der vollstandigen 
Systeme von untereinander nach J" aquivalenten Punkten in § darstellen: 
Ist p, nicht Verzweigungspunkt, t, ein Reprisentant von py in §, 80 
reprasentiert jede geniigend enge nichteuklidische Umgebung von 1, in § 
eine Umgebung U von p, auf 8. Ist p, Verzweigungspunkt der endlichen 
Ordnung |! —1(=1), so reprisentiert der Bereich in §, den ein einseitig 


offener Winkelraum von der Offnung = zwischen zwei nichteuklidischen 


Graden durch t, aus einer mit einer gewissen Drehsymmetrie versehenen 
nichteuklidischen Umgebung von t,. in § ausschneidet, eine Umgebung U 


von p, auf B. Dieser Bereich wird durch die Funktion ¢ = (=z) auf 
eine schlichte volle Umgebung von ¢ = 0 in der t-Ebene abgebildet. Ist 
schlieBlich py Verzweigungspunkt der Ordnung ©, s ein (reeller) Re- 
prisentant von p, am Rande von §, so reprisentiert ein Bereich, den der 
einseitig offene Zwischenraum in § zwischen zwei geeigneten nicht- 
euklidischen Geraden durch s aus einem geeigneten einfach zusammen- 
hangenden abgeschlossenen Bereich ausschneidet, nach Fortlassung des 
Bereichrandes eine Umgebung U von p, auf 8. Der genannte abgeschlossene 
Bereich liegt bis auf den Punkt s, den er enthalt, ganz in §; sein Rand beriihrt 
die reelle Achse in s, und er muB eine gewisse Symmetrieeigenschaft gegen- 
iiber den nichteuklidischen Translationen aus J” mit dem Fixpunkt s auf- 


weisen. Der entstehende Zwischenraum wird durch eine Exponentialfunktion 
At 


22i— 
von der Form t = e " wo A unimodular und reell, As = ©, N >0O, 
auf eine schlichte volle Umgebung: von t = 0 in der t-Ebene abgebildet. 
Man beachte, daB N nicht nur von J’ und s, sondern auch von A abhingt. 


3* 
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Die Einbeziehung der parabolischen Fixpunkte in die Riemannsche 
Flache %, durch welche die simtlichen iniquivalenten Fixpunkte zu inneren 
Punkten von 8 gemacht werden, ist ein fiir das Studium der durch die zu 
einer Grenzkreisgruppe gehérigen automorphen Funktionen konstituierten 
analytischen Gebilde entscheidender Schritt, wie bereits das Studium der 
Grenzkreisgruppen /" mit endlichem Erzeugendensystem erkennen laBt. Diese 
Einbeziehung beruht auf der Giiltigkeit von Satz 2 und dem Zusatz, welcher 
im Falle der Spitze s © zeigt, daB die Substitutionen von J’ mit Ausnahme 
der zu o gehérigen parabolischen Substitutionen einen iiber einem gewissen 
Niveau gelegenen Punkt nicht iiber diesem Niveau zu halten vermégen. 
Neben diesen (den parabolischen Fixpunkten) ,,auBerwesentlichen Rand- 
punkten“ kénnen noch ,,wesentliche Randpunkte“ auftreten, als deren 
einfachste Beispiele die Haufungsstellen von parabolischen oder elliptischen 
Fixpunkten des Fundamentalbereichs anzusehen sind. Das Grenzkreis- 
theorem gibt auf dem Umwege iiber die Blaitterzusammenheftung einer 
Riemannschen Fliche eine entfernte Vorstellung von der méglichen Be- 
schaffenheit des Randes. Eine anschauliche Darstellung der einfachsten 
Verhiltnisse bei den Fundamentalbereichen der Grenzkreisgruppen ohne 
endliches Erzeugendensystem vermitteln die Figuren in einigen der neueren 
Arbeiten von Herrn P. J. Myrberg *). 

Die Existenz von Funktionen auf 8%, welche sich iiberall in den oben- 
genannten Ortsvariablen rational verhalten, wird durch den urspriinglichen 
Ansatz der Poincaréschen Reihen erhalten. 

2. Multiplikative Differentiale. 

Es sei § eine beliebige Riemannsche Flache, © ein Gebiet auf §. Ist 
p ein Punkt von G, ¢ eine ortsuniformisierende Variable zu p, welche eine 
in © enthaltene Umgebung U von p eineindeutig und umkehrbar gebiets- 
stetig auf einen euklidischen Kreis |t| < 9 (o > 0) abbildet, wobei p in den 
Punkt ¢ = 0 iibergeht, so sei ein Zahlwert (dz), , erklart. dz heiBt ein 
allgemeines Differential in 6, wenn fiir eine andere Ortsvariable u, die zum 
gleichen Punkt p und ebenfalls zu einer in © enthaltenen Umgebung von p 
gehort, 


(*) (dz) u = (d2)p,e-(5<)_, 


gilt. Es sei @’ ein Gebiet auf %, und © entstehe durch Fortlassen einer 
Menge M von isolierten Punkten aus 6’. Ist py ein beliebiger Punkt von 6’, 





7) P. J. Myrberg, Uber die analytische Darsteliung der automorphen Funktionen 
durch bedingt konvergente Reihen und Produkte, Acta Mathematica 59, S. 329—372; 
Uber die Bestimmung des Typus einer Riemannschen Flache, Annales Acad. Scien- 
tiarum Fenn. (A) 45 (1935); Analytische Darstellung der automorphen Funktionen 
bei gewissen *fuchsoiden Gruppen, ibidem 48 (1936). 
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so wird die Ortsvariable ¢ von py, als erlaubte Ortsvariable bezeichnet, wenn 
die ¢ zugeordnete Umgebung U von py ganz in ©’ liegt und von M héchstens 
den einen Punkt p, enthilt, falls dieser in M liegt. Es sei also ¢ eine erlaubte 
Ortsvariable, welche U auf einen Kreis |t| < 0 in der genannten Art abbildet, 
p, CU, py, + Po, t, der p, entsprechende ¢-Wert. Dann ist ¢ —t, fiir 
t—t,| <0 —|t,| baw., falls po C M, fiir |t —t,| < min (|t,|, o —|¢,|) 
eine erlaubte Ortsvariable zu p,. Ein in 6 erklartes allgemeines Differential 
dx wird in U, bzw., falls pp CM, in WU — py dadurch zu einer eindeutigen 
Funktion F,(p,) = f;, (t,) des Ortes p,, daB in jedem Punkte p, von U 
bzw. von Ul --p, die durch ¢ induzierte Ortsvariable ¢t —t, zu p, in das 
Differential eingesetzt wird. dz heifit ein analytisches Differential auf 6’, 
wenn fiir jedes py von ©’ und jede zu p, erlaubte Ortsvariable ¢ die soeben 
in der zu ¢ gehérigen Umgebung U bzw. in Uf — py erklarte Funktion 
F,(p,) = fe (t,) = (dx)p 1 t 

eine fiir |t,;| < 0, bzw., falls pp CM, fiir 0 < |t,| < o@ regulir-analytische 
Funktion von ¢, ist. 

Zur Rechtfertigung dieser Definition hat man zu zeigen: Sind U und UW’ 
zwei Umgebungen zu den erlaubten Ortsvariablen t und wu fiir denselben 
Punkt p, oder fiir zwei verschiedene Punkte p,, Po von 6’, so besagen dit 
beiden mit Hilfe von U und UW’ an dz gestellten Forderungen im Durch- 
schnitt D von U und U’ das gleiche. Ist nimlich p ein nicht in M enthaltener 
Punkt von D, p, in der Nahe von p ” gelegen, sind ¢{, t, die t-Werte, u\®, u, 
die u-Werte jin po, p,, so gilt fiir die durch ¢ und wu in p, induzierten Orts- 
variablen ¢ —t, und u — wu, 


[fe- t) mu) a(t, —t) 
o=u, 


d (u — u,) “u—u =o ‘> du 


dd (u, — uly’ 

und der rechts bei variablem p, zu bildende Differentialquotient stellt cn 
in der Nahe von p? regulire und von Null verschiedene Funktion von p, 
dar. Der elementare Satz von der Invarianz der Ordnung eines analytischen 
Differentials gegeniiber Parametertransformationen in irgendeinem Punikkte py 
von ©’ wird durch diese Uberlegungen mitbewiesen; er besteht auch fiir 
wesentlich singulire Stellen. Den Satz von der Invarianz des Residuums 
beweist man auf dem bekannten Wege. Im folgenden werden nur analvtische 
Differentiale betrachtet. 

Es bezeichne § die universelle regulire Uberlagerungsfliche von §, 
die iiber vorgegebenen isolierten Punkten von § in vorgegebener endlicher 
oder unendlicher Ordnung verzweigt ist, dz ein von wesentlichen Singularitiiten 
freies Differential auf %, dessen Polmenge so liegt, daB sich ibre Spurpunl t- 
menge auf § nicht gegen die Verzweigungspunkte unendlicher Ordnung 
hauft. Ist S eine Decktransformation vor. § beziiglich §, p nicht Verzweigungs- 
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punkt auf §, dz in § und Sp regular, ¢ eine Ortsvariable zu dem Spurpunkt p 
auf § von p, so wird von einem multiplikativen Differential dz (auf § be- 
ziiglich %) verlangt, daB es stets der Gleichung 
(dz),5 , = #(S)(dz);, (u(S) beliebig komplex) 

geniige. Befindet sich p, in geeigneter Umgebung eines Punktes r auf §, 
iiber dem kein Verzweigungspunkt unendlicher Ordnung von § liegt, so gilt 
dann fiir jede (beziiglich einer Menge I auf %, die die Spurpunkte der Ver- 
zweigungspunkte unendlicher Ordnung enthilt) erlaubte Ortsvariable ¢ zu r, 
deren Wert fiir p, gleich é, ist, die Beziehung 


(22),5 »_,, = #(S)- (dz) 


Po t—ty ° 

und diese zeigt, da8 das analytische Verhalten von dz nur von dem Spur- 

punkt p, auf § von , abhingt, da8 mithin dz einen Divisor auf § besitzt. 
Ist andererseits § iiber r in der Ordnung © verzweigt, so figuriert 

w = w(p) = log? als ,,Ortsvariable“ zu dem iiber r gelegenen Randpunkt rt 


von %. Fiir einen Punkt j in geniigender Nahe von p, erweist sich 
w (Pp) —w(p,) = logt —logt, als Ortsvariable der t-Ebene zum Punkte 
t = ¢, und daher 


f (w,) = (d 5, log t — log t, 
als eine eindeutige analytische Funktion von w». Bezeichnet X die Deck- 
transformation mit 

w(X p) = w(p) + 2 x4, 


so ergibt die Definition 
{(w, + 22%) = (dz) = «(X)d 2)5 = 4(X)f(w), 


x By log t — log ty ” log t — log by 
und somit eine Darstellung 
log u(X) 


= ¢ 388 “OM (t,), 





(1) f (w,) -_ (dz); 


o, wp) — w (p,) 
WO Wy = wp), €° =t, OS Smlogu(X) <2 und Mit) eine fiir 
.0 <|t)| <0, bei gewissem o, >0 konvergente Laurentreihe darstellt. 
Bei Parametertransformation ¢ = ¢* $ (t*) auf §%¥ — § (¢*) ist bei * = 0 
regulir und von Null verschieden — erhalt man fiir die neue ,,Ortsvariable“ 
w* = logt* zu ¢ bei geniigend kleinem |w* — w* | = | w* (p) — w* (Bq)|: 
d(w — wp) 

= * ole * _—_—_ = * (9?) 4* 

w=w +Q(t Yee | 1 + Q' (é)-t 
mit bei ** = 0 regulirem Q (f*), und daraus lat sich die Invarianz der 
Ordnungszahl von dz bei ¢ gegeniiber Parametertransformationen auf § 
unmittelbar entnehmen. Das Abbrechen von Qt(f)) in der Richtung der 
negativen Exponenten folgt aus den bereits gestellten Forderungen nicht, 
sondern mu8 vorausgesetzt werden, was hiermit geschehe. 
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Ist schlieBlich § im Punkte ¢ iiber r in der endlichen Ordnung | — 1 


= 
verzweigt, t wieder erlaubte Ortsvariable zu r auf %, so werde w = ¥ ¢ als 
Ortsvariable zu ¢ auf § gewahlt. Y bezeichne die Decktransformation der 
Ordnung / mit dem Fixpunkt f, welche w (p) in 


w(Yp) =e! w(p) = f,w(p) 
iiberfiihrt. Liegt py in der w-Umgebung von f, p in geniigender Nahe von py, 
so ist 


f (w,) = (d )s,. w (p) —w (By) 


eine eindeutige analytische Funktion von w, = w (p,), falls 0 < |wo| < o 
mit geeignetem 0, > 0. Hier gilt auf Grund der geforderten Eigenschaften 
von dz 


f(£:m,) = (a2) = “(Y¥) (2); 


Y Bo» w(¥ p) — w(¥ By) 
—1 
= #(Y)C, fF (w) 


Aus der Eindeutigkeit von dz auf ¥ folgt. u (Y)' = 1; setzt man u (Y) = 2, 
0-5 6 <!—1, so resultiert eine Entwicklung 


or St (w (p) — w ®,)) 


(2) f (w,) = wo. * M(t.) 


in der M(t) eine Potenzreihe in ¢, mit endlich vielen negativen Exponenten 
bedeutet. Bei Parametertransformation hat man, da die Verzweigung von dz 


eS 
beziiglich § untersucht wird, die neue Ortsvariable in der Form w* = Vi 
mit ¢ = ¢* $(t*) anzusetzen, wo  (t*) eine bei ¢* = 0 regulire und von 
Null verschiedene Potenzreihe angibt. Hat man in §, (f*) eine geeignete 


_———— 
YP (¢*) ausgesucht, so erhalt man — die Wurzelwerte w und w* sind ein- 
deutig aufeinander bezogen — 


w = Vie = wr, 0), [-S—"3] 


d(w* a wo) 


= B, (6) +10 B; (C0), 


w* - wh =0 


und daraus folgt die Invarianz der Ordnungszahl von Mt (t)) bei Parameter- 
transformationen auf: §. 

Durch diese Uberlegungen ist gezeigt, daB dem multiplikativen Dif- 
ferential dz ein Divisor } auf § zukommt, welcher in der iiblichen Weise eine 
Aussage iiber das Verhalten von dz auf § iiber jedem Punkt von § formuliert. 
Die Ordnungszahl von dz in einem Verzweigungspunkt r von § ist dabei 
konsequentermaBen in der Ortsvariablen ¢ der Fliche § zu messen. Sie muB 
insbesondere fiir die in einer Umgebung von r auf § eindeutig erklirten 
Differentiale, bei denen also 4 (X) = 4 (Y) = 1 ausfallt, mit der gewdhn- 
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lichen Ordnungszahl auf § iibereinstimmen. Man definiert die Ordnungszahl 
eines multiplikativen Differentials dz im Punkte r von § und in der zu r 
auf § gehérigen Ortsvariablen t, indem man in einem r benachbarten Punkte 
Po = t die dort durch ¢ induzierte Ortsvariable ¢ —t¢, einfiihrt, die sowohl 
auf *% als auch auf % als Ortsvariable fungiert, und das oben bestimmte 
analytische Verhalten der so wie urspriinglich aus dem Differential gewonnenen 
analytischen Funktion von ¢, in der Nahe von ¢, = 0 in Rechnung stellt. 
Die gesuchten Ordnungszahlen ergeben sich also durch Eintragen von (1) 
und (2) in die Gleichungen 


(dz); oe, @ (dz); _—-@ §( = o) 
(3) : 
(dz), ,_, (d V5, jis “~" (1 endlich). 
0” 0 4 0 


Bezeichnet g den niedrigsten Exponenten von ¢, in den beiden Potenzreihen 
M (t,) der Gleichungen (1) und (2), so erkliren wir demnach den Beitrag des 
Punktes r zum Divisor d von dz durch 


1 " b 
peri EMO TO~* Fie 1 = oo, ro" fiir endliches 1. 

Durch die Grenzkreisuniformisierung wird eine auch in den Randpunkten 
eineindeutige und in den Ortsvariablen umkehrbar regular-analytische Ab- 
bildung von auf § = §, vollzogen, die wir durch das Substitutionszeichen 
s=Q4p, pc F ausdriicken. Ist dz in p regular, p kein Verzweigungspunkt, 
so werde, wenn t* in geniigender Nahe von r liegt, r, r* durch t = U p, 
t* = p* gegeben sind, 

(4) G(t;#) = (d2)y-1, #_, = (425 a 5*_ a5 

gesetzt. Bekanntlich ist die in § durch analytische Fortsetzung entstehende 
Funktion G (rt; «) eine eindeutige automorphe Form von der Dimension —2 
zu der in § durch die Gruppe © der Decktransformationen von § beziiglich § 
induzierten Grenzkreisgruppe [= 4G ' mit dem Multiplikatorsystem 
v(L) = « (8), SoG, L=USN' cl. Der im Rahmen der vorliegenden 
Begriffsbestimmungen zu erbringende Beweis sei hier aus Griinden der Voll- 
stindigkeit kurz reproduziert. 

—_ , a B\ . t*—r 

Fiir reelles unimodulares L = (— 5) ist Lr* —Lr= oe ee 

? ? 
ersichtlich Ortsvariable zu dem Nichtfixpunkt t in § mit dem Differential- 
quotienten (y t + 6)-* nach r* —r. Da der r* entsprechende Nachbar- 
punkt p* von p auf 5 bei der Parametertransformation, die von t* —t 





zu 
fiir 
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zu L+* —Lr fihrt, in den Punkt S p* = &' L c* tibergeht, so kommt 
fir L+ cl’, r* wie in (4), 
G(Lt;“) = (dz), 0-1, 5 .e~ 1, = V(D(d2Dg-1, 5 _ 1s 
(5) 
G(Lrt3u) =v(L) (yt + bP? G(r; ws). 


Die parabolischen Fixpunkte s von J” entsprechen bei & den Verzweigungs- 





punkten rt der Ordnung © von % iiber . Ist s = 4~' © mit unimodularem 
a, a, 22i-— 
reellem A = | . 7 d.h. s = —® oder co, so hat man int=e * 
a, 4, a 
fiir geeignetes N > 0 eine Ortsvariable zu dem Spurpunkt r auf § von r, 
9 4 
daher w = w (rt) — At, w* = w(t*) und nach (1) und (4) 
¥ ; 2 By 4 i 2 
G (t; H) — (d Z)y be e*—¢ = (d Zy—1 t, w*—w ay) ’ 
(6) At At 
Qxit _9 22ing — . 221 — 
G(r; nw) =“ ar+a)y te ™ * me" F) 
._ - , 1 —1 77N , get”), ¢ 
mit P=AXWM “=A U" A, p(X) = o(P), 4, =-G 0< Rey, <1. 


Zu dem as ena n Fixpunkt w = Ut von der acini Ordnung I 


7=—@®@ 


ist ¢ = t(r) (—— 2) Ortsvariable auf %. Man setzt w = w(t) = 
w* — w(t*) und findet nach (2) und (4) 


7——@ 


=? 
™t— wo 


o—@® 


* (c— r 





G(t; uw) = (d2)y-1, #_, = qs, 


(7) vite 
G(r; w) =(o— 0) (tay (E=2) (EB) 


t— @/ 


b 
mit E=% YM", w(¥)=v(BE)=e ',0<b<1-1. 

Aus jeder bis auf Pole in den Ortsvariablen reguliren automorphen 
Form @(t; “) — die Ordnungen in den Fixpunkten werden mit Hilfe der 
niedrigsten Exponenten in den Reihen M(t) bestimmt —, welche zur Sub- 
stitutionsgruppe I’, zur Dimension — 2 und zum Multiplikatorsystem » (L) 
gehort, entsteht durch die Gleichung (4) eim multiplikatives Differential dz 
auf §. Denn es wird dz in allen Punkten von %, von isolierten Ausnahmen 
abgesehen, fiir gewisse Ortsvariable definiert. Gleichung (*) gibt die De- 
finition fiir alle Ortsvariablen in diesen Punkten, und zwar nach der Be- 
deutung der Gleichung (5) im Einklang mit den Invarianzeigenschaften 
der automorphen Form @ (rt; ). Die Darstellungen (6) und (7) liefern 
schlieBlich fiir spezielle Ortsvariable zu den Verzweigungspunkten die Ent- 
wicklungen, aus denen das analytische Verhalten des Differentials zu ersehen 
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ist. Der Ubergang zu allgemeinen Ortsvariablen wird in der Nachbarschaft, 
also in Nichtverzweigungspunkten, gem&B der dort giiltigen allgemeinen 
Definition (*), also gema8 der in der Umgebung der Gleichungen (1) und (2) 
angestellten Uberlegungen iiber die Invarianz der Ordnungszahl eines multi- 
plikativen Differentials in den Verzweigungspunkten vollzogen. 

Zur Formulierung dieser und spiterer Ergebnisse bedienen wir uns 
zweier Divisorenschreibweisen. Mit dem Index § bzw. 8 kennzeichnen wir 
den Divisor einer multiplikativen Funktion oder, wie hier, eines multiplikativen 
Differentials auf % bzw. $, so daB z. B. d; den oben bestimmten Divisor 
von dz auf § angeben mége. Mit dem Buchstaben & eines spiter aus B 
zu konstruierenden Fundamentalbereichs von J’ in § als Index versehen 
wir den in & gebildeten Divisor einer automorphen Form reeller oder kom- 
plexer Dimension zu beliebigem Multiplikatorsystem. In dem expliziten 
Ausdruck eines solchen Dg werden die Punkte in Klammern gesetzt. Ist 
in diesem Sinne Dg der Divisor der dem multiplikativen Differential dz zu- 
geordneten automorphen Form G (rt; 1), so gilt, wenn entsprechende Punkte 
hier in der Bezeichnung nicht unterschieden werden, 


Satz 3. de =dy-3, 3 =e) Mw) § 
Das erste Produkt ist tiber alle nach I’ indquivalenten parabolischen Spitzen, 
das zweite tiber alle nach I’ inéquivalenten elliptischen Ecken (je von der in- 
homogenen Ordnung |) des Fundamentalbereichs & zu erstrecken. 3 heiBt der 
Verzweigungsdwvisor von I’. 


§ 2. 
1. Die Werte der Funktion w(M, 8) und ihrer Verallgemeinerungen. 
Es sei ¢ reell, + 0, uw reell oder komplex. Ich definiere die analytische 
Funktion log (ec r —c ) im Bereiche t — » nicht =O durch 
nt 


log (c r—e “) = log (t — #) + log |c| + 5 (sgne — 1) 


log (tx — #) = log|t — w| + targ (t — p), 
log |c|, log|t —| reell und 0 <arg(t —u) <2. Es sei rcC§H und 
der reelle Vektor m = {m,, m,} + {0,0}. Ich definiere die analytische 
Funktion log (m, t + m,) im Einklang mit (8) durch 


(8) 


log (m,t +m.) = log |m,1-+m,| + ¢ arg (m,t+m,), log |m,t+m,| reell, 


arg (m,t + m,) = arg (x + =) fir m, > 0, 





arg (m, T+ m,) = x-_— 32 fir m, = 0. 


(9) arg (m, t+ m,) = arg (r+ aa —ax fir m, < 0, 
\ 1 
| 2 
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Es ist stets |arg(m,t + m,)|< 2; die erste und zweite Gleichung (9) 
kann nach (8) in 


arg (m, tT + m,) = arg (x + ma + - (sgn m, — 1) fiir m, + 0 
\ 1 2 


; " b 
zusammengefaBt werden. fFiir reelles unimodulares S = (" a) und 
m = {m,, m,} = mS besteht eine Formel 
(10) log(m,Sr+mzg) log(m,t-+m,) — log (er+d) + 22iw(m,S) 
mit ganzem w(m,S), welches in der Gestalt 
(11) wi{m.S) = ! farg (m.Sr4 .. s { 1 d)) 

o(m, 5) = 5 (arg (m, Sr + Ms) — arg (m,tT-+m,) + arg (ct +d)) 


geschrieben werden kann, also der Ungleichung 


|w(m, S)| = 


s Ah. |w(m,S)| <1 


geniigt, also nur die drei Werte 0, —1, + 1 annehmen kann. Fiir die An- 
wendungen ist es zweckmaBig, den Vektor m = {m,, m,} zu der unimodu- 


. M. Me \ es aA) . 
laren reellen Matrix M = as zu ergénzen und w(m,S) = w(M, S) 
wry 2’ 
zu setzen. 
Zur Berechnung von w(M, 8) bieten sich mehrere Methoden dar, deren 
ich wegen der Bedeutung dieser und dhnlicher Zahlensysteme zwei angebe. 
Beide benutzen die fiir m, cm, + 0 giiltige Darstellung 


ia P - ( ™,\ ms a) 
(12) 22%w(M,8) = arg (St + =) - arg (7 mt) + ang (t+ =| 
ao > (sgn m, — 1) — $ (sgn m, —1)+ > (sgn c — 1). 


Die erste Methode setze ich am Beispiel m, cm, > 0 auseinander. In diesem 


: : ; e m + 
Fall ist ™+, > 0, und ich wahle r > — —,t+—-> ™: | Dann er- 
cm, mM, c cm, 
gibt sich 
peut oie teh ee 
~e(er+d) ~cm, c m,’ c c(er+d) m,’ 
m, d 
so daB Str+™>0, <+—>0, +r+—>0, 
m, m c 


1 


w(M, 8S) = } {sgn m, + sgne —sgnm, — 1}. 


Die zweite Methode ist wesentlich einfacher. Sei zunichst m,cm, + 0. 
Man halte in (12) Ret fest und lasse Jmr—- + o streben. Dann geht 


Se D> Bh, ang(8e +) ~~ § (en mem) —), 
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so daB 
w (M.S) } {sgn m, + sgne — sgn m, sgn (m, ¢ m,)}. 
Da diese Zahl + 1 oder 0 ist, ist sie stets 0, wenn nicht alle vier Sum- 


manden das gleiche Vorzeichen haben. Sei weiter c + 0, m, + 0, m, = 0. 
Man hat 


, m ' 7 
m, = cm,, arg m, = (sgn m, lj=s (sgn (m,¢) + 1), 
9 ’ ’ Mas 4 d 
22w(M,S) = arg|St + —) — argm, + arg(t + 
m, c 
a m4 
+ > (sgn m, 1) + 5 (sgne — 1), 
d a m, ‘ 
und hieraus, wenn t senkrecht von oben gegen —— geht, wegen — =9: 
c c m, 
w(M,S) = } |\sgn m, + sgne —sgn(m,c) 1} ~— }(1 —sgnm,) (1 —sgne). 
Wenn c = 0, m, 0, m, = 0, so gewinnt man w(M,S) aus der Formel 
* : Ms a 
22w(M,S) = arg m, arg(t + —) + arg(t+ —)+ 
my 





t 
ro] 8 


(sgn (mc) — 1) (sgn ¢ — 1), 


9 
- 


indem man rt senkrecht nach oben gegen oo streben laBt. Es ergibt sich 


w(M,S) =} sgnm, + 1 + sgn c — sgn (m,c)} }(1 —sgn mg.) (1 + sgne). 
Fir c = 0, m, + 0+ m, wird ad = 1, St = a*?t+<ab, also 
y , mes ms 
22uw(M,.S) = arg(St- ~2) — arg(tT+—)— ~ (sgn a — 1) 
m, . m1 “< 
mf 7T 
+ = (sgn m, — 1) 3 (sgn (m, a) — 1), 
w(M,S) =} sgna + sgn m, —sgn(m,a) +1} = }(1 +sgnm,)(1 —sgna). 
Fiir c = m, Mm 0 hat man direkt 
w(M,S) = } |—sgnm, + sgn (ma) —sgna + 1} } (1 —sgn_m,) (1 —sgna). 


Zusammenfassend findet man daher 
Satz 4. a) c + 0. 


l. my +O+m, w(M,S) = } |\sgnm,+sgne—sgnm,—sgn(m,cm))| 
| +1 fiir m, >0, ¢ >0, m, <0 
w (M, S) | -1 fiir m, <0, ¢ <0, m, >0 


0 sonst | 


Fi 


in 
be 


fil 
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2.m,=0+m, w(M,S) = }(1 —sgnm,) (1 + sgne) 
i ~<G@e>6¢ 
w (M, 8) = {1 ad ms ¢ 
| 0 sonst | 
3.m,+0=m, w(M,8) = —}(1 —sgnm,) (1 —sgne) 
{—1 fir m, <0,¢<0 | 
| 0 sonst | 


w(M, 8S) = 


l. m, +0 = m, w (M, 8S) = } (1 + sgn m,) (1 sgn a) 


: ] fiir m O,.a<QV | 
Ww v1) S = 1 
w.%) 10 sonst | 


th 


. Mm, 0 =m, w(M,S)=}(1 —sgnm,) (1 —sgna) 
{1 fir my<0,a <0) 
| 0 sonst 


w (M, S) = 

Aus dieser Tabelle folgt eine Reihe von allgemeinen und speziellen 
Formeln, die bei der Untersuchung von automorphen Formen reeller und 
komplexer Dimension immer wieder angewendet werden. Die nachstehend 
in den Argumenten von w auftretenden groBen lateinischen Buchstaben 
bedeuten simtlich unimodulare reelle Matrizen. Man sieht unmittelbar oder 
findet durch elementare Rechnung: 
w(M,S)=1 und 0 fiir m, > 0 und fiir m, = 0 
w(M,S) = —1 und 0 fiir m, < 0, 


(14) w (M,,M,M,) + w(M,, M;,) = w(M, M,, Mz) + w(M,, M,) 
(Assoziativgesetz, vgl. B (11), (12)). 


(13) 


(15) w (U®M, S) = w(M, SU") =w(M,S), &, 7 beliebig reell. 


(15) besagt genau, daB w(M,S) nur von der zweiten Zeile von M und der 
ersten Spalte von S, also insgesamt nur von m,, m,, a, ¢ abhiingt. 


(16) w(M, eU* D,) =w(M, cD, U*) = 


| 1 fir m, >0, ¢ = —1 | 
= ( 1 fiir m, = 0, m, <0, ¢ 1’, & beliebig reell, 2 > 0. 
0 sonst | 


(Es gilt D,U' D>! = U*S) 
(17) w(eU*D,, 8S) =w(sD,U*,S) = 
[tes h rs -] 
=] firc=—0,a< 0, « 1 }, & beliebig reell, A > 0. 
0 sonst 
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In (16) und (17) ist e = +1. Ersetzt man 
Aiva =3 \ 
4 
S durch D,SD; =| _ , und M durch D, M D,, 
Se yd 
\ A Ad j 
wo A, 4’, u, uw‘ samtlich > 0, Ayu’ = 1, 80 ergibt sich 
(18) w(D,MD,,, D,SD,,.) = w(M, 8). 


Ferner gilt 
fl fir ec =0,a<0}) 


) (iS ‘ S — 
(19) 7" | 0 sonst 


w (8, S*’). 

Neben diese einfachen Regeln treten in der genannten Theorie noch Aussagen 
iiber die Anderung, die w(M, 8) erfahrt, wenn M in K = MU‘ oder S in 
US,  reell, itibergefiihrt wird. Man hat w(M,U*S) = w(MU*,S) = w(K,S). 
Tragt man in die Formeln unter Beibehaltung von m, = k,, a,c die neuen 
GréBen k, = m, + m,&, kj = m, +m,cé an Stelle von m,, m, ein, so 
andert sich ersichtlich nichts, wenn m, = 0 und auch nichts, wenn c = 0: 


(20,) w(M, 8S) = w(M U-, 8S) fiir m, = 0 und fiir c = 0. 


Im weiteren kann daher m, + 0 +c vorausgesetzt werden; es kann auch 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m, + 0 angenommen werden, wenn 
der Fall k, = 0 einbezogen wird, und zwar wegen der Symmetrie der Frage- 
stellung in bezug auf M und K. Man findet dann aus Satz 4 zunichst 


(20,) w(M,S) = w(MU*,S) = 0 fiir m, + 0 +c, sgn m, + sgne. 


(20,) gilt noch fiir ganz beliebige m,, k,, die auch verschwinden diirfen. 
In den nachstehenden Formeln kommt es wesentlich darauf an, ob beim 
Ubergang von m, zu k, das Vorzeichen gewechselt wird oder nicht. Es 
ergibt sich 
(20,) w(MU*, S) = w(M, 8) =1 fiir m, > 0,c > 0, m, <0, << — =, 
1 
(20,) w(MU*, S) = w(M, S) — 1 = Ofiirm, >0,¢>0,m,<0,s>-—™, 
1 
(20,) w(MU*, S) = w(M,S)=—1 firm, <0,c<0,m,>0,g>—™, 
1 
(20,) w(MU*, S) = w(M, S) + 1 = O firm, <0,¢<0,m>0,E<—™, 
1 
und diese Gleichungen (20,) bis (20,) vermitteln eine vollstindige Lésung 
der gestellten Aufgabe, wenn noch die schon erwahnte Symmetrie in Rechnung 
gestellt wird. Aus ihnen la8t sich auch der Wert w (S, S-! US), der bei dem 


AS 
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Verhalten der automorphen Formen in den parabolischen Spitzen eine Rolle 
spielt, nach der Umformung 


(20,) w (S, S-1U* S) =-w (S, S-1) — w (S~}, U*S) 

= w (S-1, S) — w (S-! U*, 8) 
unmittelbar ablesen. (¢ = 0: (20,), c+ 0: m, = —c, (20,)). Man erhilt 
(20,) w (S,S-1U*S)=0 (vgl. B (41), S. 404). 


Die in B untersuchte Funktion 
o (M, 8) =o” (M,8), r reell oder komplex, 
hingt mit w(M,S) durch die Beziehung 
ao” (M, S) fad GG ttrue, s) 
zusammen. 


Die Verallgemeinerungen der Funktion w (M, S), welche entsprechenden 
Zwecken dienen, wie diese, werden rekursiv definiert. 


Man setze mit uni- 
modularen reellen M,, M,,..., My, My43,... 


w,(M,) = 0, w,(M,, M,) = w(M,, M,), 
w,(M,, M,, M;) = w,(M, M,, M,) +, (M,, M,) 
= w,(M,, M, M,) + w,(M,, M,), 
und allgemein fiir natiirliches n > 3 
(21) w.4:(M,, My, ..-. Mn, Maz.) = 
= w,(M,, M,, ..., M,) + w,(M,-M,-...-My, My+ ;). 


Dann iiberzeugt man sich nach dem Vorgehen in B, 8. 394, von der Richtig- 
keit der drei folgenden Formeln (22), (23), (24): 
(22) w, (M,, M,, oo” M,-1, M,) _ 
— w,(M,, M,, oo 0g M,) i Un—p(M,+;, M, Bo ee My. 1» M,) m4 
+ w,(M,-M,:...- My, Mp41-Mp40°-..*>Mn—1-Mn) 
fiir alle natiirlichen n, p, wenn 1 = p< — 1. Es sei v eine natiirliche Zahl, 


zu jedem i mit 1 =i <=» sei m, eine natiirliche Zahl, zu jedem solchen ¢ 


und jedem ganzen j mit 1 = j = m, sei M;’ unimodular und reell; man setze 
ferner 


T, = MYM... My, Wm, (MM) = wm (Mi, My’, .... MR), 
te, +... dame, 
M, = My? fir l1<k<m, 
Mo +m.+...+m,,+k = MP fir i>1, 1SksS m,. 
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Dann gilt 
w,(M,, M,, ....M,_;, M,) = 
(23) = Wm, (M™’) + Wm (M™) +... + Wm 
0 ae ees eee 


Es seien B,, B,, ..., B, unimodular und reell, es sei S = B, B, ... B 
Dann gilt 


(M“ 0) 4 wm, (mM) As 


' 1 


(24) ¥ w(B,, By) = w(S, S~')+,(B,, By, ..., B—1, B) 4 
ei a OY 


Es seien die unimodularen reellen Matrizen S,, S.. ..., S,_1, Sp (m 


IV 


vorgelegt, und es werde 


Si = S; S; A gcce S,—,8, (1 = i k 


n) 


IA 
IA 


gesetzt. Fiir den Ausdruck if (m, tT + mg), tT C H, m,, my Teell, + 0,0, bestehe, 
wenn man Tt in St abindert, die Transformationsformel (10), d. h. es gelte, 
wie fiir die Funktionen — i log (m, tT + mg.) und arg (m, t + mg), in gleichen 
Bezeichnungen und in der gleichen Allgemeinheit wie bisher 

(25) {(m,St+m,) = f(m,t + m,) — f(et +d) + 22w(M, 8). 


Dann gilt mit 


_ (a 4, ,  _ (Gi, x O6e —— sae : 
S, = os a Si.= Bes d, ,) (lsixk<n; i,k ganz): 
f (ec, Ss» t-+ d,) ny f(e, 83,7 + d,) T I (e; Sint ™ d,) T eee 
(25,) oe +h (Cn 2Sa—i,nT - dy, -2) +f(en—,S,7 4 dy, i)+f(c,t +4,) = 


=2 iW, (S,, Ss, tery S,, 1» S,) r f (e,, attr d,, n)- 
(Gleichung ©, = ©, (t)). 
Beweis (durch vollstandige Induktion): ©, ist mit (25) identisch. Es 
sei G, (t) fiir alle t in § bewiesen. Man ersetze hierin rt durch S 
beachte, daB 


,7 und 


nv 


f (Ci, 2 S, 41tt+ dy, ») = 


= 22wW, (S:, 2 Sp + 1) x 4 f (e,, n+17 + ds» + 1) = f(y +17 + d, + 1)- 


Durch Eintragen dieser Darstellung in G, (S,., 1), Heriiberbringen von 
/(en.,7t +4,..,) auf die linke Seite und Benutzung von (21) entsteht die 
Formel 6,,,, (7). - 


Aus (25,) ergibt sich die (11) analoge Darstellung fiir 


W, (S;, S., se 6 S, 1> S,,) 


a 


anf 


"| 


" 
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und aus dieser die Méglichkeit, dieses allgemeine Symbol explizit zu berechnen, 
d.h. seinen Wert durch die Elemente der Matrizen S,, S,,..., 8,_,, S, 
auszudriicken. Diese Darstellung lautet 
(26) 22, (S,, Ss», ee ey 8,_,, 8) = 


n—1 
= & arg (6,8; +1, 07 + d,) + arg(c, t + d,) — arg (c,,,t + dy, »). 


Sind etwa alle c;, 1 = in, von Null verschieden, so findet man zunichst 
22, (S,, S,, ee ey | ow S,) — arg (¢;,» t+ d;, ») = 
n 1 
a] d d,, 
_ >) arg(S, , iat+ =} arg(r +2 —xh_, 


i=1 
n 


wo h_= "1. Weiter werde angenommen, daB c,,_, fiir kein ¢ mit 


¢. < 
1s? sn —?2 verschwindet. LaBt man dann 1 senkrecht von oben 





d d i 
gegen — — S>' o streben, so ist arg (x a =) => & strebt 
‘n n 
P d, 1 nm - . . 
arg (S,x + “—) + 5, und fir lSisn—2 
‘n— 1 
: ; a d ee 
Bee at — ~ Braces: ow wo ett! 4 SS oe tl. + 6 
‘ ’ c , c c c.c 
i “ft i+1i,n—1 i éu"e+i,2n -1 


Daher folgt aus den genannten Voraussetzungen 


(27) 2w, (S,, Sg,...,Sa—1, S,) + - lim arg(¢,,,7+d,,,) = 1—h_+j_, 


Cn 


c 
° ° ° ¢ ~u—l ° 
wo j_ die Anzahl der negativen unter den Zahlen 7 mit 
cit+i,n—t 


1st» —2 bezeichnet. Im Falle c, , = 0 wird 





1 , 1 —sgnd 
(28) = lim arg (¢,, 17+), ») = —s 
mos of 
n 
im Falle c, , + 0 hat man 
d d ae 
~8m $4 Stee, 
n iyn n “1,” 
also 
1 . egnec, ,—1 sgnz+ l sgnz + sgne, ,, 
x lime arg (Ci, _T pr d, n) ee 9 die ? —_ 9 
to —— + OF 
on 


Diese Formeln werden im dritten Teil dieser Untersuchungen zur Aufstellung 
derjenigen unter den Definitionsgleichungen fiir die Multiplikatorwerte der 
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Erzeugenden von /" herangezogen werden, welche im Falle der Existenz 
eines endlichen Erzeugendéensystems der Umkreisung des Aufpunktes der 
kanonischen Zerschneidung der Riemannschen Fliche $ entspricht. Im 
folgenden sollen die automorphen Formen eingefiihrt, und es soll der EinfluB, 
welchen die elliptischen Matrizen von J" auf die Multiplikatorsysteme und 
die automorphen Formen ausiiben, im einzelnen festgestellt werden. 


2. Die elliptischen Matrizen in I’. 


Die folgende Theorie der automorphen Formen reeller und komplexer 
Dimension soll unter der Voraussetzung, daB die Matrix — J in der Grenzkreis- 
gruppe J liegt, entwickelt werden (vgl. B, S. 375). Danach wird die Abelsche 
Gruppe 3, der parabolischen Matrizen von /’ mit dem Fixpunkt s a @ 
(A unimodular reell) durch die Matrizen —I und P = A‘ U* A mit ge- 

At 


22i 


eignetem N > 0 erzeugt. Als Ortsvariable zu s auf 8 kann t = e N 
gewahlt werden. 

Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe im Sinne der Forderungen (A) und (B), 
§ 1, 1; r eine reelle oder komplexe Zahl, 


(29) ao (M,S8) _ o” (M, 8) -_ e2 tirw(M, 8) 


fiir beliebige unimodulare reelle M,S; v = v(Z) ein Multiphkatorsystem 
fiir die Matrizen Z aus J’ von der Dimension — r, d. h. eine (Zahl-) Funktion 
auf I’ mit v(— I) =e **’, welche der Funktionalgleichung 


(30) v (L,L,) = 0 (L,, L,) v (Ly) v (£4) 


fiir alle L,, L, aus ]' geniigt. Unter einer automorphen Form zur Gruppe J’, 
von der Dimension —r und zu dem Multiplikatorsystem » verstehen wir — 
indem wir alle Aussagen iiber das analytische Verhalten in §, auch in den 
elliptischen Fixpunkten, zunachst auf die Variable + beziehen und nicht auf 
die Ortsuniformisierende der Flache 8 — eine in § eindeutige, bis auf isolierte 
Pole regulire analytische Funktion f(r), welche die folgenden drei Eigen- 
schaften aufweist: 


1. Es besteht fiir jedes L = * A aus J" in allen Punkten rt von §, fiir 


die f(r) und / (Zr) regular sind, die Funktionalgleichung 
(31) { (Lt) = v (ZL) (yt + 6) f (2). 


2. Bestimmt man nach §1,1 zu einer parabolischen Spitze s von I” 
eine Umgebung U, von s auf $ in der Gestalt eines Teiles des Zwischen- 
raums zwischen zwei nichteuklidischen Geraden durch s, so haufen 
sich die Pole von / (rt) innerhalb U, nicht gegen s. 
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GemaB B, S. 375, 376 steht damit die Existenz einer gewissen Ent- 
At 


22 


wicklung von f(z) nach der zu s auf 8 gehérigen Ortsvariablen ¢ = e “' 
fest. Diese Entwicklung hat die Form 


\ 


At At 

(32) f(t) = (a,7 + a,)"e” *' Ble” N), mits = 4 'o,A= \ay, Ge}, 
wo e°*** —v(P), P=A-'UN A, N> 0, 0X Rex<1 und P(t) eine 
Laurentreihe darstellt, welche fiir 0 <|t} < o bei gewissem 0 > 0 kon- 
vergiert. Hiernach wird als dritte Eigenschaft von /(r) postuliert: 

3. Fiir jede parabolische Spitze s von /" enthalt die der automorphen 
Form /(t) zugeordnete Laurentreihe } (t) héchstens endlich viele 
Potenzen von ¢ mit negativen Exponenten. 

Die Gesamtheit dieser Funktionen / (rt) bei festen /,r,v wird als eine 
Formenklasse und mit dem Symbol |/', —r, |, die einzelne Funktion f (1) 
als (automorphe) Form {/’, —r,v}| bezeichnet. Ist /(t)=0 die einzige 
automorphe Form |/°, —r, v}, so setze ich 


{I', —r, v} {0}. 


Die spater haufig anzutreffende Voraussetzung, daB tiberhaupt eine Form 
‘J’, —r, v} existiere, soll besagen, daB eine nicht identisch verschwindende 
Form {J°, —r, v} existiert. Uber die Formenklassen |/°, — r, v} sei folgen- 
des bemerkt. Zwei Klassen {J', —1r,, v,} und {J°, —ro, vg} enthalten nur 
dann ein gemeinsames Element, wenn sie identisch sind. Denn der Quotient 
einer Form {J°, —r,, v,} durch eine Form {/°, —7rg, v,} erfiillt (31) mit 
r=1;—,, v= = Im Falle der Existenz eines beiden Klassen gemein- 
samen Elements gilt v (L) (yt + 4)” = 1 identisch in rt fiir alle LZ aus J, 
a B , 
: ( ), y + 0, vorkommt. 
y 6/ 


/ 


unter denen mindestens eines von der Gestalt L 


Daher ist r = 0 und v(Z) = 1 fiir alle Z aus I. 

Die in B entwickelte Theorie der automorphen Formen und der Multipli- 
katorsysteme reeller und komplexer Dimension bedarf zunichst einer wesent- 
lichen Erganzung, die durch die Untersuchung des Einflusses der elliptischen 
Matrizen von J° auf die genannten Gegenstiinde gewonnen wird. 


Von einer nicht-parabolischen Matrix L = (“ 4 von /'werde im Einklang 


/ 


mit den Bestimmungen des § 1 vorausgesetzt, daB y + 0 ist. Sei allgemein L 
unimodular, reell, nicht-parabolisch, y + 0. Die Fixpunkte w und w’ von L 
lassen sich in der Form 


om ow 884 BESS a ~ St Bae 


~ ay in °° ~ 3, 2iy| 











4* 








52 H. Petersson. 


darstellen, wo | (« + 6)* — 4 und damit # — ’ positiv oder positiv-imaginar 
angenommen wird. Die allgemeinste unimodulare Matrix K mit Kw = 0, 
Kw’ = @& hat die Gestalt 


l 1 —@ 
| mee. a 
D,V, V moot ~ wy komplex, 





mit 
mt 
Vo—ow' >0 odere * Vw—ow' > 0. 

Man findet durch elementare Rechnung 


7 p=-s yo +4 0 4 , l — 
VLY = ( 0 Pore (y w’ + 4) (yw + 6) = 1, 


L= VD, wiv = K~" Dyw .aK, A beliebig komplex. 


Wird vw, = yo +46, wy, = yo’ + 6 gesetzt, so ist demnach 


(33,) 


’ ' ae | 
HM, = 1,41 = ep =P, 
(34) Mi, a, = Mn, Mi,» Wenn Leo =a, Leo’ = of, i = 1,2, 


i, veell, |“, | + 1 fiir hyperbolische L, |u,| = 1 fiir elliptische L. 


Wir untersuchen im folgenden die elliptischen Z aus J’, also diejenigen L 
aus J", bei denen |« + 6! < 2, Imw > 0, mw’ = @ zutrifft. Die Gesamtheit 
3,, der L aus J’ mit dem nicht-reellen Fixpunktepaar w, @ definiert in den 0, 

° ’ 27: ° ° ° ° 
mit vw, =e **"L einen reellen Modul. Man zeigt leicht, daB alle ),, rational 
sind, daB sie sich nirgends hiufen, da8 sie simtlich Multipla des kleinsten 

_ . . , l . , l 
positiven unter ihnen sind, daS dieses daher = teilt und also die Form 51 
mit ganzem | >2 hat. Es gibt mithin in der zugehérigen Matrix LZ ein 
© ée . ’ . s] . ; Y 
E= ( *) in J* mit E' I, welches die zyklische Gruppe 3,, von der 
€, Cy! 
Ordnung 2/ erzeugt; 1, die inhomogene Ordnung von @ in J’, bewirkt 


7 — I i l 
ty = (+ &) = wp = (4 0+e) = —1. 
Mit E=V''D«z:V hat E" die im letzten Satz genannte Eigenschaft 
ay 
gemein; fiir — E und — E” trifft dies nur bei geradem / zu. Die Elemente 
+ jee e 
BY =({ 4 =H, OSkS 2-1, 
er e = 
liefern 
‘ I 
, o=, 2 wie * * maak 
Hy. = w+ eF € » bp = ew+e—e ‘ 
, 7T<—@¢@ . 7 - 
so daB Vr = —— bei Anwendung von E&* nur fiir k = 1 (mod 1) den Faktor 
7g 


227i 


*,=e' aufnimmt. £* = E hat f€oa+e =eot+e =e', also 
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ef = e, <0, und die Forderung e} <0 verbietet k = 21 —1 undk =1 +1. 
Die normierte Erzeugende E von 3,, kann also 
at 
entweder durch e,@-+ e, = e' oder durch e,w + e, = e 
ani 
oder durch VEr = ¢,Vrt, (, =e ' zusammen mit e, <0 


ai 
t 


(34,) 


charakterisiert werden. Diese Bestimmung in ihrer letzten Fassung ent- 
spricht genau der fiir die normierten parabolischen Erzeugenden von 3,, 
namlich fiir die Matrizen P = A~'U" A getroffenen Festsetzung (s + ©). 
Denn P und E ,,erzeugen“ 3, bzw. 3,, (genauer: P und E erzeugen die Sub- 
stitutionsgruppen 3, bzw. 3,,), beide Substitutionen P und £ ,,drehen“, 
vom Fixpunkt aus gesehen, § im positiven Umlaufssinn um den minimalen 
in J” méglichen Betrag, und das erste Element in der zweiten Zeile der beiden 
Matrizen P und E ist negativ (bei P namlich — a? N <0). 

Um die Werte von arg (e} t + 3) fiir t = @ und t =~ zu berechnen, 
beachte man, daB 


3m (e @ - e.) = — Im (er wo + e) 
. k( <0 fir 1 << k < 21; (e > 0) 
= sin 7 - * 
> 0 firO< k<l; (e < 0) 
Daher wird nach (8) und fiir komplexes r 
arg(e@ +e) = 25, (*a+e)’ =e! l<=k<2l; 
k * 
* r air -— 0 
arg(e,w +.) = n(2—-), (e’w+er)’ =e Q-7z)] (4 = 9 
(35) ’ 
arg (e?@ + e%) = x5, (fa+e)’ =e! 0<k<l; 
kK * 
* * *r - 26° = =< 0). 
arg(e,w +e.) = —x-7, (e,w+e,) =e "es «, =") 


Bezeichnet « einen elliptischen Fixpunkt von J’, | seine inhomogene 
Ordnung, £ die normierte Erzeugende von 3,,, f(t) eine automorphe Form 
‘I’, —r,v} mit komplexem r und beliebigem Multiplikatorsystem, so ist 


f (Et) = v (E) (e, t + es)" f (7), 
und aus dieser Gleichung folgen alle Beziehungen, die das Invarianzver- 


halten von f(t) bei 3,, ausdriicken. Andererseits gehorcht die Funktion 
y(t} = (ct —@)’ der Transformationsformel 





—\r ( —@) 4 
(396) (Bt) = (Br — Bay = (Gara) 


gy (t) 
(e, t + es)" (e,@ + €)"” 





= y,(B) 
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wo (e, @ + é,)’ den Wert der Funktion (e, r + e,)’ fiir r = @ angibt. Aus (35) 
und (36) erhalt man fiir r = » 

y, (EB) = (e,@ + e,) (ce; o +e)’ = 1. 


Daher geniigt g(t) = f(t) w (rt) der Gleichung 


g(Er)=e 'v(E)g(z), 
und diese zeigt einerseits 


(37) v(B/ =e", v(k)= e | t (0<a=<1-—1,a ganz), 


andererseits gemaB g(E rt) = 5fq(r) die Existenz einer Entwicklung 
sv I 
. °/(T @ ™—© 
\ =- t Dt —__—_— } 
(38) I(r) =(r—@) “(—2) p((—=)), 


in der Y(t) eine Potenzreihe mit héchstens endlich vielen negativen Ex- 
ponenten bezeichnet. Benutzt man bei dieser Deduktion E* = E* (k + 0 (I)) 
statt FE, so findet sich 


k 


(39) Q(B’) = tT (RB) 9 (2) 
und fiir k = 1+ 1 nach (16) 
22ir sir! 3 ni 
g(Et) =e ' v(— E)g(t) = v(B)e ' g(t). 


Die weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts dienen der Aufgabe, 
gewisse auf die Faktorensysteme o und auf die Multiplikatoren v beziigliche 
Tatsachen, die durch die Existenz einer automorphen Form / c {J’, —r, v} 
und die vorangehende Deduktion gegeben sind, auf algebraischem Wege, 
also ohne Benutzung eines funktionentheoretischen Existenzsatzes iiber die 
Formenklasse {/°, —r,v} zu erkennen. Wahrend die Ubereinstimmung 
der Ordnungszahlen einer automorphen Form / in nach J’ dquivalenten 
Punkten eine nur funktionentheoretisch definierte und entscheidbare Aussage 
darstellt, hingt z. B. die Erhaltung der Restklasse a mod! beim Ubergang 
von » zu einer nach J" dquivalenten Ecke y= Lw, LCI’, wie gezeigt 
werden soll, ausschlieSlich an den Eigenschaften des Multiplikatorsystems. 
Es sei hervorgehoben, da8 der letztere Sachverhalt aus der Gleichheit der 
Ordnungszahlen von f in » und y unmittelbar zu erschlieBen ist. Im iibrigen 
bietet es aber in den Fallen, in denen die Existenz von automorphen Formen 
\', —r, v} nur mit den tieferen Hilfsmitteln der Funktionentheorie auf 
Riemannschen Flaichen und nur fiir Grenzkreisgruppen mit endlichem 
Erzeugendensystem begriindet werden kann, ein selbstindiges Interesse, 
festzustellen, ob und wie diejenigen algebraischen Tatsachen, die beim Um- 
gang mit automorphen Formen benétigt und bewiesen werden, auch algebraisch 
aus der Definition der o und v hergeleitet werden kénnen. In den nachstehen- 
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den Entwicklungen erhailt man also, wie erwaihnt, rein algebraische Aussagen 
iiber die Darstellung gewisser unendlicher Gruppen durch zweireihige uni- 
modulare Matrizen und méglicherweise auch ein einfachstes Beispiel fiir die 
Art, wie man beim Studium Riemannscher Formenscharen komplexer Di- 
mension vorzugehen haben wird. 
Sei also y= Lo, L= (* 4 cI; 3, besteht aus den Matrizen 
* .* > 
F* — (*-) =LED'=LEL'=F O©sks2l—-1) 
1 fe 


. p_ (lols . : , 
mit F = (I *) als einer Erzeugenden, 2/ als Ordnung. F' = —I zeigt | 
1/2 
als inhomogene Ordnung von y. Der Ausdruck 
2 dy af 
f, =e, 0 + (€) — eg) y 0 — egy 


ist bei variablen y, 6 eine quadratische Form in y, 6 mit der Diskriminante 


(€y —€q)* + 4e, €3 = (€ + €2)? —4 < 0; 
zusammen mit e, <0 gibt dies /, <0. Das fiir y im Punkte r’ = Lr ge- 
bildete Analogon von V £ r ist 


Fr y LEr Law Er—wyot+o . T—-oyvyat+d ae 
Fr = LEr L@ ; Er o vat ry) ~ eg Ovatod ; wey 


/ 


y 
_ y , 
Diese Gleichung erweist F als normierte Erzeugende von 3,,, so daB nun auch 
fiir jedes komplexe r und alle k mit O< k= 2/1 —1 


r 


(35,) (ft y fs)" = (e; @ - e>) P 


(fi y +f)’ = (eto +e)’. 


Weiter wird 


v(F) = v(LEL~) = o (LE, L~)o(L, BE), 





o(L, L 1) 
v(F) _ o(LB,L~)a(L, L~*LB) _ o(LE,L~") 
v (B) o(L, L~") o(L—', LE)’ 
und mit LE = \y’, o'}, L~* = {y4, 0,) auBerdem 
(y’ L~'r +6)’ =o (LE, L~') het fh) 
(V7, T 6,)’ 
r (ey + e,)" 
(vy, LEr+ 4) o(L~*, LE). 
(yt +o)’ 
Setzt man in der ersten Gleichung t = Lm = y, in der zweiten t = , 


so ergibt sich 
(yw +6)" =o (LE, L“') (hv the)" 
(V1 ae ,)’ 
(y, yr 6,)’ a o(L . L BE) (e, +2) . 
(y' w+ 0 y’ 
so daB nach (35,) insgesamt o (L E, L~') =o (L~', LE), v(F) = v(B), q. e. d. 
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Die Definitionsgleichungen der Multiplikatorwerte fiir die elliptischen 
Erzeugenden von J" lauten in der zuletzt benutzten Bezeichnung 
(40) 0, (BE, B, .. .. B)(v (EB) = 0(—D) = e-*"; 
hier durchlauft Z die normierten Erzevgenden der 3,, fiir ein vollstindiges 
System von nach /' indquivalenten Ecken w. Die explizite Gestalt dieser 
Gleichungen wird durch Berechnung der a, (Z, Z£, . .., #) gewonnen und muB, 
wenn eine automorphe Form {/°, —r, v} existiert, mit (37) iibereinstimmen. 
Wir setzen fiir natiirliches n >2 und beliebiges unimodulares reelles M 

o, (M, M,...,M) (n mal M) =a, (M) 
und berechnen die o, (Z*) =, (E*) fiir beliebiges komplexes r und alle 
ganzen k mit 0< k= 2/—1. Man findet nach (21) 
a, (M) = a(M, M)a (M, M*) 

und durch vollstandige Induktion 


n—1 


(41) o,(M) = |] o(M, M4, 
H 
ferner mit E* = {ety 3}, & ganz, durch Umformung von 


(e? E* w+ es)" = (ef w + ef): 


* %\r,.% * 
1+ &) (¢, ;%+ ¢ ,)” 


o(E’, E*) ad (e 





(P5419 + 4, 543)" 
Hieraus folgt unmittelbar unter Benutzung von (35), wenn m durch 
kn = m (mod 21), 0 m < 21, bestimmt wird: 


(er wot or 


(42) o,(E*) = - 


« 








(en €2, n) 
or = 
Fate fir OS k<105m<!I 
2 gt tate firO< k<l, lom<2l 
—_ kn—m™ 
go att teeter fiir li k<2losmacl 
ca—® . sstia—1)r 
gt tee 1 fir To kc 2*hlsm<2l 








Die Exponenten auf der rechten Seite sind, wie es sein soll, Vielfache von 
2air. Aus (42) ergibt sich fiir n = / 
e~*irk oder e— *# +) fir OS k <i, 
| je nachdem ob k = 0 oder 1 (2) | 
| e—*irk+2nilr oder e—*irk+1)+2n1lr fiir | < k< 21, | 
je nachdem ob k = 0 oder 1 (2) 


(43) o,(B") = 


> -- ee eee Clk ee 
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Falls eine automorphe Form {/°', —r, v} existiert, und k von 0 und / 
verschieden ist, gewinnt man aus (39) und der Gleichung E*' = (—I *: 


(v (E*))! etirisguel +Wt—xirk (v(E*))- = Lal 
so dab v((— 1) 
° — sien + sere} 

(44) o(E)=e z+ v((— J)'). 
Die Identitat von (43) und (44) folgt aus (35) und der Gleichungv (—J) = e~ 7°" 

Die Darlegungen dieses zweiten Abschnitts des §2 geben einen voll- 
stindigen Uberblick iiber die Wirkungen, welche die einzelne zyklische 
Gruppe 3,, endlicher Ordnung innerhalb J" auf die Faktorensysteme, Multi- 
plikatorsysteme und automorphen Formen beliebiger komplexer Dimension 
ausiibt. So lat sich etwa die in B, 8S. 388 gefundene notwendige Bedingung 
dafiir, daB eine automorphe Form {/",—r, v} existiere, welche im Punkte tr = w, 
gemessen in der Variablen tr — m, einen Pol der Ordnung g aufweist, in die 
vorliegende Theorie miihelos einordnen. In der Tat ist a = —g(mod/) in 
den Bezeichnungen bei Gleichung (38) eine solche notwendige Bedingung, 
und diese besagt nach (35) und (37) genau 





ni—-+2ai— s¢<—l l 


v(E)=e ! [=e tC = ———_—___, 
“) (¢, @ + @)"— 79 


Die zweite dieser Gleichungen stellt die genannte notwendige Bedingung 
aus B dar. Die vorliegende Theorie vermag also aufzukliren, daB diese Be- 
dingung nur eine algebraische Fassung der selbstverstandlichen Forderung 

= —g(mod l) ist. Die Bedeutung der Entwicklungen von B liegt natiirlich 
darin, daB diese notwendige Bedingung, wenn r > 2, |v(Z)| = 1 fiir alle L 
aus J", als hinreichend erkannt wird. 


v(EB)(e,-+ e)'~*? = 1. 


3. Der kanonische Fundamentalbereich von I’. 


Die Gesamtheit aller Grenzkreisgruppen — einschlieBlich derjenigen ohne 
parabolische Matrizen — zerfallt in zwei Arten, gem&B der folgenden Unter- 
scheidung: Eine vorgegebene Grenzkreisgruppe gehért zur ersten oder 
zweiten Art, je nachdem sie ein endliches Erzeugendensystem besitzt oder 
nicht. Ich beweise zunichst den Satz, daB eine Grenzkreisgruppe dann und 
nur dann zur ersten Art gehért, wenn die durch sie bestimmte Riemannsche 
Flache 8 (nach Einbeziehung aller Verzweigungspunkte von § iiber %) 
geschlossen, und § iiber héchstens endlich vielen Punkten von $ ver- 
zweigt ist. 

Beweis: 1. Sei I’ von erster Art, f das Normalpolygon von J’ in §*). 
Ist $ ein endlich vielseitiges Polygon, so ist offenbar B® eine geschlossene 


8) W, §20; dies ist die einzige Stelle der vorliegenden Theorie, an der das 
Normalpolygon verwendet wird. 








58 H. Petersson. 


Riemannsche Flache und § iiber endlich vielen Punkten von 8 verzweigt. 
Man nehme daher an, daB $ ein unendlich vielseitiges Polygon sei. Als Kanten- 
substitutionen von J” bezeichne ich diejenigen je einer Kante f von $B zu- 
geordneten Substitutionen Z von J’, welche bewirken, daB ® mit LP die 
ganze Kante f und nur diese gemein hat. Diese Kantensubstitutionen L 
erzeugen J”, und zwischen ihnen bestehen — etwa nach den Uberlegungen 
von B, 8. 398—400 die unabhiangigen (definierenden) Relationen, welche 
aus den Umlaufen um die Ecken von $ hergeleitet werden kénnen. Driickt 
man die in der Voraussetzung implizit genannten Erzeugenden S,, S,, .. ., S, 
von J’ durch die Kantensubstitutionen aus, so erkennt man, daB bereits 
endlich viele Kantensubstitutionen L die gesamte Gruppe I" erzeugen. Ich 
nenne diese Kantensubstitutionen L,, L,, ..., L,, betrachte die Abelschen 
Charaktere von J” (d. h. die Charaktere der Abelschen Faktor-Kommutator- 
Gruppe von J”) und wende die genannten Uberlegungen aus B, 8. 398—400 
auf das Elementarstreckennetz € an, das auf 8 durch das System der simt- 
lichen Kanten und Ecken von $8 eingezeichnet ist. Nach den Annahmen ware 
jeder Abelsche Charakter y von J’ durch die Werte 7 (L,), 7 (Z,), ..., 7 (Z,) 
eindeutig bestimmt. Das ist aber unzutreffend; denn die den definierenden 
Relationen zwischen den Kantensubstitutionen, also die den Umlaufen um die 
Ecken von $ entsprechenden Gleichungen zwischen den simtlichen 7 (L) 
(Z durchlauft alle Kantensubstitutionen) gestatten bei gegebenen méglichen 
Werten von x fiir ein Teilsystem von endlich oder auch unendlich vielen L 
wenn nur im zweiten Falle das Restnetz unendlich viele Ecken enthalt, von 
denen mindestens drei Strecken und mindestens zwei nicht in Verzweigungs- 
punkten (blind) endigende Strecken ausgehen, sowie die Eigenschaften 1. 2. 3. 
von B, 8. 388 aufweist noch unendlich viele Lésungen, auch fiir die in B 
nicht explizit behandelten Gruppen J", deren Netz € nur endlich viele solche 
Ecken enthalt, von denen keine blind endende Strecke ausgeht. 

2. Ist die durch J’ in § bestimmte Riemannsche Flache $8 geschlossen 
und § iiber héchstens endlich vielen Punkten von 8 verzweigt, so werden 
wir zeigen, da8 J’ der ersten Art angehért. Mit 1. und diesem Nachweis ist 
der Satz als richtig erkannt. 

Es sei 8 eine geschlossene Riemannsche Fliche vom Geschlecht p, 
es sei § iiber 8 in endlich vielen Punkten verzweigt, und zwar iiber genau 
o Punkten von 8 in unendlicher, iiber e, Punkten von 8 in endlicher Ordnung. 
Ein System von Erzeugenden und definierenden Relationen entnimmt man 
der Zerschneidung von $ durch das kanonische Schnittsystem GS zu einer 
einfach zusammenhangenden, berandeten Flache 8’, wie dies Fig. 1 im Prinzip 
veranschaulicht. Bei der Konstruktion von S (W. §11, vgl. auch den An- 
hang der zweiten Auflage) kann durch Entlanglaufen an den Ufern der Ziigel 


_ 


sain atx 


sen 
den 


Ist 


P; 
nau 
ing. 
nan 
iner 
nzip 
An- 
iigel 
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der dort hergestellten Zerschneidung erreicht werden, da8 alle Kreuzungs- 
punkte der Riickkehrschnittpaare auf einen und denselben Punkt, den 
,Aufpunkt“ py von G, fallen. 


Von py aus sind die endlich vielen Verzweigungspunkte auf 8 durch 
einfache Elementarstreckenziige (Verzweigungsschnitte) zu erreichen; es 
kann selbstverstandlich dafiir gesorgt werden, daB irgend zwei Schnitte von GS, 
seien sie Riickkehrschnitte oder Verzweigungsschnitte, nur den Aufpunkt 
gemein haben, ferner, daB bei einem einfachen Umlauf um p, in einer Um- 
gebung .von py, die Verzweigungsschnitte in vorgegebener Reihenfolge der 
Verzweigungspunkte und auf einer vorgegebenen , Seite der Riickkehrschnitte 
getroffen werden, schlieBlich, daB jede der endlich vielen Elementarstrecken, 
aus denen GS besteht, bei Abbil- 
dung auf § durch die immer be- 
nutzten Ortsvariablen in eine 
nichteuklidisch geradlinige 
Strecke iibergeht. 

Die rt, 1 S750, ent- 
sprechen den _ parabolischen 
Spitzen eines vollen Systems 
inaquivalenter Spitzen, wobei 
etwa r, der Klasse der zu 





aquivalenten Spitzen zugeordnet o-$, e-% 
sei; die q, (l = k < e) ent- 
sprechen den elliptischen Ecken 
eines vollen Systems iniquivalenter Ecken; die Verzweigungsschnitte seien 
mit PT; (l<j <0) baw. 0.4, (lL ke) bezeichnet. Vermége 
dieser Zerschneidung von 8 durch S zu B’ laBt sich (auf Grund von W §9 
und Anhang) mit Hilfe der das Schnittsystem S nicht tiberschreitenden 
Wege auf 8’ ein einfach-zusammenhingender berandeter Fundamental- 
bereich R von J” aufbauen, den ich einen kanonischen Fundamentalbereich 
(der Grenzkreisgruppe J" von erster Art) nennen werde, und der nach Kon- 
struktion ersichtlich von endlich vielen nichteuklidisch geradlinigen Strecken 
begrenzt wird. Durch ,,relationenfreie“ sukzessive Anheftung von koinzi- 
dierenden Exemplaren von %’ an die freien bei diesem Proze8 entstehenden 
Rander wird $ als universelle regulire Uberlagerungsfliche mit den vor- 
gegebenen Verzweigungen iiber 8 gewonnen °). % besitzt als uniformisierende 
Variable und wird durch rt eineindeutig und umkehrbar regular-analytisch in 
den Ortsvariablen auf § abgebildet, wobei 8’ in & iibergeht, py in Tt, iibergehe. 


Fig. 1. 


%) Eine eingehende Darstellung dieses Prozesses findet sich bei Koebe, |. c. °), 
S. 194—205. 
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Nach bekannten Uberlegungen geben die geschlossenen Wege in § die 
simtlichen Relationen zwischen den Erzeugenden, aus denen sich die definieren- 
den Relationen dadurch herleiten lassen, daB man diese Wege auf $ re- 
prisentiert. Ist R ein bestimmter kanonischer Fundamentalbereich, so sollen 
seine (indquivalenten) Spitzen und Ecken mit 


s 8. 


oe ie, 7: Seer bzw. 4, Wg, .. +, We, ~~ +) We, 


bezeichnet werden. Wir benétigen zur Erzeugung von J" die friiher eingefiihrten 
normierten Erzeugenden P, der zyklischen oder Abelschen Gruppen 3s, 
(l1=j< 20) bew. E£, der zyklischen Gruppen 3,,. (1S k = e) von der in- 
homogenen Ordnung /,; wir verabreden, die Uberschreitung einer voll- 
stiindigen Kante von 8, die also einem einzelnen vollstindigen Ufer eines 
Riickkehr- oder Verzweigungsschnitts von S in § entspricht, mit dem Buch- 
staben einer der (héchstens zwei) Matrizen L von J" zu bezeichnen, durch die 
man von & nach L & gelangt, so daB mithin die Uberschreitung eines Ver- 
zweigungsschnittes p,r, (1 <j <0) oder p,q, (l= ke) von der vom 
Verzweigungspunkt aus gesehen rechten nach der linken Schnittseite bei der 
Abbildung von $ auf § als P, bzw. E, erscheint. Wir nennen in diesem Sinne 
die Uberschreitungen der beiden Kanten von &, die den zwei Schnitten des 
v-ten Riickkehrschnittpaares entsprechen, welche in der Reihenfolge des im 
Uhrzeigersinn auszufiihrenden und mit der Uberschreitung von p, ft, zu be- 
ginnenden Umlaufes um p, in einer Umgebung von p, angetroffen werden, 
G,,H,,l1<v<p. Dann hat man, wenn erforderlichenfalls —ZJ m I" 
,,adjungiert“ wird, in den Matrizen 


(45) ee es Ve a ae ee 
G,, Me, Go, Me, .- Gp. Hes «+1 Gp 


a P 


ein Erzeugendensystem von J" mit den definierenden Relationen 
(46) (-It=1, B= -10 Sk <4), 
P,P, ... Pa, Ey... 8 GEG * 8, "GEG * Ba" ... «>: 
eee ee G,H,G, *H,* = (— 1)" (eg = 0 oder 1), 


in denen lediglich das Vorzeichen auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
noch nicht bekannt ist; jedenfalls aber sind dadurch Erzeugende und de- 
finierende Relationen von J" vollstandig bestimmt. 

Wenn eine Grenzkreisgruppe /" von zweiter Art vorgelegt ist, so ist 6 
auch nach Einbeziehung der Punkte, iiber denen eine Verzweigung liegt, 
eine nichtgeschlossene (offene) Riemannsche Fliche. Wir bedienen uns der 
einfachen und schénen Uberlegungen, mit denen Herr P. Koebe die Auf- 
schneidung einer solchen offenen Riemannschen Flache zu einer einfach zu- 


=e a 


Pn ae ae ee eee ee ee ee, ee Oe Oe lr) 
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sammenhingenden Mannigfaltigkeit bewerkstelligt #°). Von seinen beiden 
hier zitierten Darstellungen dieses Prozesses wird die in der Preisschrift ge- 
gebene zweite Darstellung herangezogen. Das dort entwickelte Verfahren der 
Ausschépfung (Hauptdarstellung) einer offenen Riemannschen Flache durch 
eine wachsende Folge von Hauptniherungsbereichen hat eine Anordnung 
erhalten, die eine strenge topologische Begriindung des Prozesses fiir die in 
einer Triangulierung vorgelegten offenen Riemannschen Fliachen ohne nennens- 
werte Schwierigkeiten erméglicht. Der Begriff und die Eigenschaften des 
Querschnitts eines Polyeders im Sinne von W, §§ 9, 11 gestatten auch eine 
derartige Begriindung fiir die Existenz eines kanonischen Schnittsystems, 
wie es Herr Koebe konstruiert. AuBer diesen seinen Querschnitten hat man 
in dem n-ten aufgeschnittenen Hauptnaherungsbereich 8% noch gewisse 
einfache Elementarstreckenziige (Verzweigungsschnitte) von einem festen 
Punkte, dem Aufpunkt po, nach den in 85, nicht aber in 8f_, enthaltenen 
Verzweigungspunkten anzubringen. Die entstehende Flache mége %,, heiBen; 
alle auf ihr gezeichneten Figuren, Verzweigungsschnitte, Querschnitte und 
Randlinien sind aus endlich vielen Elementarstrecken der Triangulierung 
zusammengesetzt. Im tibrigen kann vorausgesetzt werden, daB p, dem Inneren 
des ersten Hauptnaherungsbereichs 8, angehért; es kann fiir vorgegebenes p, 
erreicht werden, daB die Querschnitte p, nicht treffen — dabei kommen 
nur die endlich vielen zum Teil in 8, verlaufenden Querschnitte in Betracht —, 
da8 kein Verzweigungspunkt auf dem Rande eines der yrspriinglichen Haupt- 
naherungsbereiche liegt und da8 auch die Querschnitte keinen der Ver- 
sweigungspunkte treffen; es mu8 vorausgesetzt werden, daB p, selbst kein 
Verzweigungspunkt ist. 

Nachdem durch die von Herrn Koebe getroffene Auswahl der Haupt- 
naherungsbereiche dafiir gesorgt ist, daB alle Querschnitte von $8 in S nicht 
enden, sondern siimtlich ,,in die (ideale) Berandung von % einmiinden“, 
kann die nachstehend beschriebene Konstruktion ausgefiihrt werden: 

Es bezeichne $8’ die aus 8 durch Einzeichnung des kanonischen Quer- 
schnittsystems und der Verzweigungsschnitte entstehende einfach zusammen- 
hangende Flache; das hier benutzte Schnittsystem heiffe S. Man mache py 
zu einem Eckpunkt einer lokal abgednderten Triangulierung von 8. Ein 
geniigend kleiner Kreis |t! < 9 (g@ > 0) um py in der euklidischen Darstellung 
des zu py, gehérigen Dreieckssterns, bei welcher p, als Ursprung t = 0 figuriert, 
bestimmt eine Umgebung U von py auf 8,; die damit definierte eineindeutige 
und umkehrbar gebietsstetige Abbildung von U auf diesen Kreis |t| < 9 
heiBe a. Dem n-ten Hauptniherungsbereich 8, werde der Sektor s,, ge- 





10) P. Koebe 1. c. *) S. 201—207; ferner: Allgemeine Theorie der Riemannschen 
Mannigfaltigkeiten (Konforme Abbildung und Uniformisierung) (Preisschrift), Acta 
Mathematica 50 (1927), S. 29—157; s. insbes. dritter Teil, Abschnitt 20, S. 94—98. 
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geben durch as argt < = des Kreises €,:0< |t)<= $ zugeordnet. 
Die in der nur durch das Querschnittsystem we S zerschnittenen Haupt- 
naherungsfliche 8* anzubringenden, von p, nach den nicht in 8, _ , enthaltenen 
Verzweigungspunkten verlaufenden Verzweigungsschnitte kénnen so gelegt 
werden, daB sie sich zu je zweien auf 8* — p, nicht treffen, daB jeder von 
ihnen in der Nahe von p, durch a in einen innerhalb s,, verlaufenden Radius- 


vektor v von f, iibergefiihrt wird und, abgesehen von dem v entsprechenden 


Stiick, auf $* zu am} a, fremd ist. 
2 

Weiter betrachte man die im Innern von 8,, neu hinzugefiigten Querschnitte 
Qi" (h = 1, 2,..., v,), welche also nicht bereits in 8,, (m <n) gezeichnete 
Querschnitte durch die an %,_, angesetzten Teilpolyeder von %,, hindurch 
fortsetzen. Ein einfacher Elementarstreckenzug auf 8,, der von einem 
Punkte von Q)” zu p, fiihrt, zerlegt B,, nicht und andert auch den Zusammen- 
hangsgrad von %,, nicht; er werde so gelegt, daB er wie die oben konstruierten 
Verzweigungsschnitte in der Nihe von p, durch a in einen innerhalb s,, ver- 
laufenden Radiusvektor vj" iibergeht, und daB er abgesehen von dem in 
a~* £, verlaufenden Stiick zu a~*f, fremd ist. Wird dieses Vorgehen 

2 2 
fiir jedes natiirliche m und alle zugehérigen h = 1, 2,..., », sukzessive ge- 
iibt, so kann erreicht#werden, daB alle iiberhaupt entstandenen und neu ent- 
stehenden Elementarstreckenziige miteinander héchstens den Punkt p, ge- 
mein haben. Die von den Querschnitten nach p, ausgesandten Streckenziige 
kénnen nun durch Entlanglaufen in der Nahe ihrer beiden Ufer und ent- 
sprechend geringfiigige Aufspaltung eines Radiusvektors in zwei benachbarte 
um beliebig wenig derart abgeindert werden, da8 man von einem Punkt p,, , 
von Q{” Jangs eines solchen Uferweges in den Punkt p, hineinlaufen kann, 
wobei das letzte Stiick in f, durch einen Radiusvektor in s,, dargestellt wird, 


2 

und von pp aus lings des anderen Uferweges zu einem auf der p,, , entgegen- 
gesetzten Seite des Streckenzuges gelegenen Punkt p, , von Q{” zuriicklaufen 
kann, wobei das erste Stiick in f, durch einen Radiusvektor in s, dargestellt 


wird. Tilgt man den Streckenzug auf Q{", der von p,, , nach p,, , fiihrt, aus Df” 
und ersetzt ihn durch die beschriebene Verbindung lings der Uferwege 
iiber py, so ist — zusammen mit den Verzweigungsschnitten — eine neue 


Zerschneidung S’ von % zu einer einfach zusammenhingenden Flaiche 8” 
hergestellt. 


S’ besteht aus einfachen Elementarstreckenziigen im zum Teil uneigent- 
lichen Sinne (d. h. solchen, die aus unendlich vielen Elementarstrecken zu- 
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sammengesetzt sind), und zwar Querschnitten und Verzweigungsschnitten. 
Alle Querschnitte fiihren iiber po, alle Verzweigungsschnitte gehen von py 
aus. Die Verzweigungsschnitte sind aus endlich vielen Elementarstrecken 
zusammengesetzt, die Querschnitte nicht, wohl aber der Bestandteil eines 
jeden Querschnitts in einem beliebigen (aus endlich vielen Dreiecken be- 
stehenden) Polyeder von %, insbesondere einer beliebigen Hauptniherungs- 
flache %,. Jeder Schnitt hat mit dem Bereich innerhalb U, der durch a 
auf den Kreis £, abgebildet wird, nur eine Elementarstrecke gemein, die 


2 
in f, als Radiusvektor erscheint; und die in der beschriebenen Weise durch 8,, 


allein bestimmten Schnitte von S erzeugen solche Quer- und Verzweigungs- 
schnitte von G’, deren Radienvektoren in den offenen Sektor s,, fallen. 
Durch relationenfreie Heftung™) von koinzidierenden Exemplaren 8” 
langs der Schnitte von GS’ wird die universelle (regulare) Uberlagerungs- 
fliche 8 mit den vorgegebenen Verzweigungen iiber B aufgebaut. Sie ist 
durch die uniformisierende Variable rt eineindeutig und umkehrbar regulir- 
analytisch in den Ortsvariablen auf § bezogen. Einem Exemplar 8) der 
durch GS’ zerschnittenen Fliche 8 entspricht dabei ein kanonischer Funda- 
mentalbereich R, dessen Seiten, soweit sie die SchlieBung von Verzweigungs- 
schnitten auf 8 bewirken, aus endlich vielen, sonst aus unendlich vielen 
nichteuklidisch geradlinigen Strecken bestehen. Das Parkett der Funda- 
mentalbereiche bringt mit der einzigen Ausnahme von p, jeden Punkt p 
auf 8 mit seinen vollen Umgebungen im Innern von § zur Darstellung. 

Erzeugende von J’ sind durch das Schnittsystem GS’ als diejenigen Sub- 
stitutionen definiert, welche aus den die Anheftung an die Ufer der Schnitte 
von GS’ auf 8; bewirkenden Decktransformationen bei der Abbildung durch rt 
hervorgehen. Die definierenden Relationen zwischen diesen Erzeugenden von 
I’ driicken die Tatsache aus, daB man durch Umlaufung der Verzweigungs- 
punkte endlicher Ordnung auf ® zum Ausgangspunkt zuriickgelangen kann. 
Bestimmt man also ein geeignetes volles System von nach J” inéquivalenten 
elliptischen Fixpunkten 


Wy, Wg, ..-, De, +--+, Me, (9 = 0, natiirliche Zahl oder o) 
von den inhomogenen Ordnungen I,, l,, ..., , ..., /,., so erhailt man die 
definierenden Relationen von J’ in Gestalt der Gleichungen 
(47) (— 1) =1, E* = —1I (k= 1,2,3,..., &), 
in denen E, die normierte Erzeugende von 3,,, bezeichnet. Im Falle ¢, = 0 
ist J’ eine freie Gruppe mit unendlich vielen Erzeugenden. 


11) P. Koebe 1. c. *) S. 201—207. 
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Ein Multiplikatorsystem » zur Grenzkreisgruppe J" (/° enthalt von hier 
ab stets die Matrix — J) und zur Dimension — r, r komplex, ist durch die 
Werte von »v fiir die Erzeugenden von J" vollstandig bestimmt und kann aus 
vorgegebenen Werten fiir diese Erzeugenden sofort konstruiert werden, wo- 
fern diese nur gewissen aus den definierenden Relationen folgenden Gleichungen 
geniigen (vgl. B, S.395—401). Diese Definitionsgleichungen der Multi- 
plikatoren lauten fiir eine Grenzkreisgruppe J von erster Art und deren 
Erzeugendensystem (45): 

v(—-D=e™", 0, (B)v(B)' =e” (Sk <4), 


(48) Gurentep (Pas Pes «+02 P,, E,, Be, ... By; 
‘8, & : i . OB. G&. Be «+0 Oct Ge cee 02 


x [Jo ][ es = o((— 1") =e **"™. 
k= 1 


j=l 
Hierzu werde bemerkt, daB die linken unteren Elemente in den gemaB ihrer 
Herkunft von dem kanonischen Schnittsystem hyperbolischen Matrizen 
G,, H,, falls o > 0, nach den Festsetzungen iiber / und Satz 1 ungleich Null 
ausfallen, daB nach (19) also 


o (G,,G,*) =o (H,, H,*)= 10s» p). 

Im Falle o = 0 kann © hyperbolischer Fixpunkt von J sein. Hierzu 
sei bemerkt, da wir im vierten Teil zu einer Normierung der hyperbolischen 
Matrizen gelangen werden, die in bestimmtem Sinne das Analogon zu der fiir 
die Erzeugenden P ynd E der Gruppen 3, bzw. 3,, vorgeschriebenen Nor- 
mierung darstellt. Diese Normierung verlangt, daB die Spur der hyperbolischen 
Matrix > 0, also > 2 ausfalle. Sie kann bei den G,, H,(1 <<» < p) durch 
einen Vorzeichenwechsel hergestellt werden; dabei andern sich die definieren- 
den Relationen von J’ nicht. Die Erzeugenden P und E haben im iibrigen 
nichtnegative Spur. Die Spur eines P = A-1U* 4 ist gleich der Spur von 
U*, also gleich 2; und die Spur der Matrix 


E=V"'DaiV 
e! 


ah 


ist 2 cos * => 0. Andererseits gilt fiir ein S = + a 


nach (19) 


) mit @ +d =a+—>0 


w (S-1, S) = w(S, S-1) = 0. 


Fiir eine Grenzkreisgruppe J" von zweiter Art und deren oben kon- 
struiertes Erzeugendensystem, dessen definierende Relationen in (47) erhalten 
wurden, bestehen als Definitionsgleichungen die Beziehungen 


(49) o(—T) =e" *", oy (BOB) =e” (lLSk Se). 


as A. & 4, 
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Nach den Entwicklungen des zweiten Abschnitts dieses § 2 sind wir im 
Besitze der folgenden Erkenntnis: 


Satz 5. Ist I’ eine Grenzkreisgruppe erster Art, d. h. besitzt I’ ein endliches 
Erzeugendensystem, und bestimmt man dieses in den Matrizen (45) durch das 
beschriebene Verfahren aus der kanonischen Zerschneidung von 8, so ent- 
springen, wenn ein beliebiges Multiplikatorsystem v zu I und der vorgegebenen 
komplexen Dimension —r vorgelegt ist, aus den definierenden Relationen (46) 
zwischen diesen Erzeugenden die 1+ e,+1 Definitionsgleichungen (48) 
zwischen den Multiplikatorwerten fiir die Erzeugenden. Von diesen Definitions- 
gleichungen sind alle bis auf die letzte explizit bekannt, indem 


oy, (Ex) =e ***", also (v (E,))" =e** (lok<e,). 


Ist I’ eine Grenzkreisgruppe zweiter Art, d. h. besitet I’ kein endliches 
Erzeugendensystem, so bestimme man ein beliebiges volles System von nach I’ indqui- 
valenten elliptischen Fixpunkten w}, ws, ...,@, ---,@-, (€g =0, natiirliche Zahl 
oder co) von den inhomogenen Ordnungen I}, 1}, ..., 17, ..., 1% mit den nor- 


mierten Erzeugenden E; der zyklischen Gruppen 3 ,(lak<e%). Es sei v 
ors —_ = 


ein beliebiges Multiplikatorsystem zu I’ und der vorgegebenen komplexen 
Dimension — 1. Die den bei (47) genannten Erzeugenden (unter denen die hier 
auftretenden E} nicht vorkommen miissen) zugeordneten Multiplikatorwerte 
geniigen gewissen aus den definierenden Relationen (47) hervorgehenden De- 
finitionsgleichungen; diese sind mit den Beziehungen 


v(— 1) = e-*"", o,9(Et) (v(t) =" 


wo Os ()=e**" (lskse), 
also mit 


v(—-N=e"", WEN ="" (lsk<e,) 
inhaltsglerch. 

Die Anordnung der in diesem Satz eingefiihrten w? (1 << k << ¢) kann 
durch mf ~w,(I°) festgelegt werden. Dann beruht die Tatsache, da8 man 
die Definitionsgleichungen zwischen den Multiplikatorwerten fiir die Erzeugen- 
den einer Grenzkreisgruppe J" von zweiter Art in den v (Ef) schreiben kann, 
auf dem folgenden 

Zusatz. Ist w, eine elliptische Ecke der Grenzkreisgruppe I" (von erster 
oder zweiter Art), l, thre inhomogene Ordnung, E, normierte Erzeugende von 
30, Ye = Lox, L CTL, 80 ist auch yp, elliptische Ecke von I mit der inhomogenen 
Ordnung 1, und der normierten Erzeugenden F,, = L E,,L™* von 3y, Es sei 
v ein beliebiges Multiplikatorsystem der vorgegebenen komplexen Dimension — r. 


Mathematische Annalen. 115. 5 
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Nach Satz 5 hat v (E,) den Wert et * mit ganzem g,, 0 9. <1, —1. 
Es gilt v(F,) = v(E,), und fiir jede automorphe Form f(r) c (I, —r, v} 
besteht in der Nahe von t = y, eine Entwicklung 


f(t) = (t— py" (*)" 9 p (<2) ) 


wo Y(t) eine Potenzreihe in t mit héchstens endlich vielen negativen E xponenten 
zeichnet. 





Die bei gewissen Grenzkreisgruppen bekannten Fundamentalbereiche, 
die oft unter Hervorhebung geometrischer Gesichtspunkte wie des der Sym- 
metrie konstruiert werden, unter- 
scheiden sich gewéhnlich von dem 
kanonischen Fundamentalbereich. 
So zeigt z. B. ein kanonischer 
Fundamentalbereich der Modul- 
gruppe das folgende Aussehen 
(Fig. 2, erstes Bild). 

Hier liegen ty, 1, t 9 auf einer 
nichteuklidischen Geraden, die bei 


Anwendung von T = tel ri eine 
nichteuklidische Drehung um den 
Winkel 2 erfahrt, bei welcher 7 in 
sich, ty in t, und umgekehrt iiber- 


geht. Die nichteuklidische Strecke 








2xi 
te ° wirddurch —UT = (; a? 
um den Winkel —*3 nichteukli- 
Fig. 2. 225 


disch gedreht, wobei e ° in sich, 
T, in t, tibergeht. Das Elementardreieck der iiblichen Modulfigur entsteht aus 
dem gezeichneten kanonischen Fundamentalbereich, in dem man die nicht- 
euklidische Strecke rt, 7, um den Punkt i als Drehpunkt in die Strecke 
e* e° hineindreht. Dabei entartet die im zweiten Bild dargestellte 
kanonische Zerschneidung zu dem dritten Bild der Figur, welches das 


durch die iibliche Modulfigur bewirkte Zerschneidungsschema der Kugel 
darstellt. 





Es verdient vielleicht, hervorgehoben zu werden, daB die oben verwendeten 
topologischen Entwicklungen keineswegs die Ergebnisse der Uniformisierungs- 
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theorie (Existenz der uniformisierenden Variablen, von Abelschen und multi- 
plikativen Differentialen und Integralen) zur Voraussetzung haben. Wo die 
uniformisierende Variable r auftritt, ist sie durch den Ausgangspunkt der 
Untersuchung, namlich den Begriff der Grenzkreisgruppe, unmittelbar ge- 
geben. Die genannten Entwicklungen dienen dem Zweck, die Existenz eines 
kanonischen Fundamentalbereichs und die daran ankniipfenden Siatze iiber 
Erzeugende und definierende Relationen sowie iiber die Multiplikatorsysteme 
beliebiger komplexer Dimension topologisch exakt zu begriinden. Dies er- 
scheint um so mehr als notwendig, als der kanonische Fundamentalbereich 
fiir Grenzkreisgruppen erster Art bereits bei Klein und Fricke eine wichtige 
Rolle spielt. Seine Existenz wird dort mit dem Begriff der stetigen Verzerrung 
begriindet (vgl. W, §11, 8.71, FuBnote ')). 


(Eingegangen am 20. 4. 1937.) 


5* 








Zum Interpolationsproblem von Funktionen, 
welche in einfach zusammenhiingenden Bereichen 
reguliir und von endlicher Ordnung sind. 

Von 
Ernst Lammel in Prag 


Faber’) hat sich zuerst mit der Annaherung einer ganzen Funktion durch 
Interpolationspolynome beschaftigt, die in den ersten » einer Folge von 


Stellen {a,}, (« = 1, 2,...), fiir welche 
(1) lim |a,, coc und @,| S lGnai|3 #@ = 1,2,... 
a- x 


ist, mit der Funktion iibereinstimmen. Diese Interpolationspolynome sind 
die Partialsummen einer Reihe von der Form 
2 ’ 
(2) A,+ Z A, I] (2 — ,), 
r=1 g=1 
welche sich in bekannter Weise einer ganzen Funktion eindeutig zuordnen 
lat. Aus Fabers und sich daran anschlieBenden*) Untersuchungen geht 
hervor, daB die Polynome bei besonders regelmaBigem Wachstum der Funktion 
und regelmaBiger Lagerung der Stellen gegen die Funktion konvergieren, daB 
aber im allgemeinen, auch bei Funktionen endlicher Ordnung, Divergenz 
stattfindet. Ich zeige im folgenden, daB eine angebbare Teilfolge der Polynome 
existiert, die immer gegen die Funktion konvergiert, und daB diese Teilfolge 
fiir alle Funktionen gleicher Ordnung die gleiche ist. 
Satz I. Es sei f(z) ee ganze Funktion von der Ordnung 0, fiir jedes z 
aus |z|> r, ist also 


(3) If (2)| < else? 


> 


und {a}, (« =1,2,...), etme Folge, welche den Voraussetzwngen (1) 


x» 
gentigt und fiir die es ein a>o gibt, so dag > —— diwvergiert. 
- a | 
a=al ! es 


Dann lassen sich immer aus der Folge der Partialsummen {s, (z)}, 
(vy = 0,1,2,...), der f(z) eindeutig zugeordneten Reihe (2) Teilfolgen aus- 


') G. Faber, Beitrag zur Theorie der ganzen Funktionen, Math. Annalen 70 (1911), 
S. 48— 78. 

2) Uber die hierher gehérigen Arbeiten von E. T. Whittaker, K. Ogura, Y. Okada, 
M. Fujiwara u. a., vgl. das ausfiihrliche Schriftenverzeichnis bei N. E. Nérlund, Lecons 
sur les séries d’interpolation (Paris, 1926). 
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sondern, welche gegen f(z) als Grenzfunktion konvergieren. Die Konvergenz 
ist auf jeder endlichen Punktmenge gleichmafig. 
{sy, (z)}, (k = 1,2,...), ist eine solche Teilfolge, wenn es ein 4 (o<1n) 
gibt, fiir welches 
lim —*— = @ 


” 
kro la, |" 





ist. 

Wir beweisen noch ein Analogon fiir im Einheitskreise regulire Funk- 
tionen*). 

Es sei {a,}, (u = 1, 2,...), eime Folge von Punkten aus dem Innern des 
Einheitskreises |z|< 1, fiir welche 
(4) lim |a,} = 1 und ja,| S laus,|; # = 1,2,... 

a2 

ist. Ferner sei f(z) eine in |z|<1 regulire Funktion von der Ordnung 9, 
d.h. fiir jedes z aus r3<|z|< 1 ist 





1 e+d 
(5) \f(2)| < Ama, 


Die Funktion / (z) ist dann durch ihre Funktionswerte an den Stellen a, ein 
deutig bestimmt, wenn es ein o>o gibt, fiir das zr (1 —|a, |)°*? 
divergiert *). — 

Jeder in |z|<1 regularen Funktion f (z) laBt sich in eindeutiger Weise 
formal eine Reihe von der Form 


6) 4+ Dae Ia? 


v=1 aol 








a 

zuordnen, worin a, = on sein soll, wenn a, + 0 ist. Ist a, = 0, so soll 
“| , : 

a, eine beliebige Stelle auf |z| = 1 bedeuten. Uber die Partialsummen 


{s, (z)}, (v = 0,1, 2,...), dieser Reihe beweisen wir folgenden Satz: 


’) Hierzu vgl. auch J. L. Walsh, Interpolation and functions analytic interior to 
the unit circle. Transactions of the American Mathematical Society 34 (1932), p. 523 
—556. In dieser Abhandlung werden diejenigen in |z| <1 regularen Funktionen 
betrachtet, welche sich in der Form f(z) = _ (Ae dt, C:\|z|= 1, darstellen 


lassen, wo f, (t) auf C quadratisch intaguioeber oder nur integrierbar voraus- 
gesetzt wird. 

*) Dieser Satz, welcher als Spezialfall in den Nevanlinnaschen Ergebnissen iiber 
Nullstellenverteilung von Funktionen, die nur in einem endlichen Gebiet eindeutig 
und regular sind, enthalten ist, 14Bt sich nicht verscharfen. Vgl. hierzu F. Beuermann, 
Wachstumsordnung, Koeffizientenwachstum und Nullstellendichte bei Potenzreihen 
mit endlichem Konvergenzkreis, Math. Zeitschr. 33 (1931), S. 98— 108. 
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Satz Il. Es set f (z) eine in |z| <1 regulére Funktion von der Ordnung 0 
und {a,}, (« = 1, 2,...), eine Folge von Stellen aus |z|<1, welche den Voraus- 
setzungen (4) geniigt und fiir die es ein ao>o gibt, so dag 5 (1—|a, |)’*? 

a=1 
divergiert. 

Dann lassen sich immer aus der Folge der Partialsummen {s, (z)}, 
(vy = 0,1,...), der f(z) etmdeutig zugeordneten Reihe (6) Teilfolgen aussondern, 
welche fiir jeden Wert von z aus |z|<1 gegen f(z) als Grenzfunktion konver- 
gieren. Die Konvergenz ist rg! jeder in \z|<.1 abgeschlossenen Punktmenge 


gleichmaBig. {s,, (z)}, ( = 1,2,... ), ist eine solche Teilfolge, wenn fiir ein 
a (o<@) 
lim v, (1—|a, |)?t' = @ 
ist, 
§ 1. 


Beweis des Satzes I. 


Wir gehen von der bekannten Identitat 








n—1 
] z—a, z—a, 
te ne ~ N= e+ Mt —a, 
aus, multiplizieren mit Ei) und integrieren lings |¢| = r,, wobei 
(7) T, >> Max (a@;, @g, ..., Gn; 73, {2]) 


gewahlt werden soll. Es ergibt sich dann 


i(2) = A, + 5 A, IT (2 — 4,) + Ba (2), 


vas] as} 














wenn 
jaw > = 0% tht, Jcead 
2ni v+1 
isli=r, IT ( —a,) 
und 
1 1) Ppt 
®) Be (°) = 355 > eae HT at 


gesetzt wird. 
Fiir | 2, (z)| erhalten wir wegen (1), (3) und (7) die Abschitzung 
|z|,* 


ito 


|a@,| 








r e+d rp |zi+\a,| 1 ete 
| R,, (z ——__ @ | “ en 
| R, (2)| < =the i r.—1e,| = Tal 7, 


on \|a, | 
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Wahlen wir r, = (e + 1)|a,|, was fiir hinreichend groBes n zulissig ist 
so erhalten wir, da |a,| > |z| wied, sobald n > N (|z)) ist, 


e 


l 
Bh cee 
| R, (z)| < —t peal — 9 eltlagnet? > 





e+1 . 
|@ er? n | 
= 2ex LJ 0044 — anne 
P| 5 ( 4 ae) 
Da 6 > 0 beliebig klein sein kann, so ist 
(9) jim | R, (z)| = 9, 


sobald fiir ein 7 > 0 
(10) lim —*~— = 


nolo, (°r" -_ 
ist. 

Aus dem Beweise geht hervor, daB unter der Voraussetzung (10) die 
Aussage (9) nicht nur fiir eine jede endliche Stelle z gilt, sondern sogar gleich- 
maBig auf jeder endlichen Punktmenge erfiillt ist. 

Unser Satz wird bewiesen sein, sobald wir gezeigt haben, da fiir das 


oo 


1 


r= /4, 


Bestehen von (10) die Existenz eines o > 9, fiir welches divergiert, 





|? 
notwendig und hinreichend ist. 


co 


Ist (10) erfiillt, so muB wegen des monotonen Abnehmens 





+ 
vss] | a, i ‘ 
der Reihenglieder divergieren. 


co 


Ist fiir ein festes o = 9 + n, y” . = divergent, somu8 lim ——"__= @ 
a 1—> 2 4 
v=1 r e+ 2 





sein. Ware namlich 


— v 
lim ———— = K <a, 
.—> oO e+ 


| a, | 


v 








so wiirde fiir hinreichend groBes » — = 2K, mithin 
la,|° * 
9+ 
1 anys 
| a, |? +4 > 





@ 
sein, also ) : konvergieren. 
| a, ie + 


v=1 
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Beweis des Satzes II. 























(13 
Wir gehen hier von der Identitat®*) 
oes a,— % s—@, a3 — f—a 2—a, t—a, 
[—z [—a, (s F—a,) (€ —ay) s—a, (€ — ay) (€ — as) C—a, 2—a, 2—ay, 
(13 
a5 SS T= 
wes s4 (¢— —- z—a, 
n—1 - Es 
l 3s—4,, I] S=-6. 4-4, 
+>— >— ———= = 
-z ¢—a z—a, ¢—a 
* 4 = 1 un 
aus, multiplizieren mit fe) und integrieren lings |¢| = r,, wobei 
(11) 1 >r, > Max (a, dg, ..., Gn; 73, |2|) Da 
gewahlt werden soll. Es ergibt sich dann 
* ’ (14 
H(z) = A, 4 4, J]: + R, (2 
(z) — <a. ~ z—a, n (2), 
wenn <= 
y =— # f (2) . _ @3— % f(c) » 
A, = 22% f t—a, dt, A, = ie (€—a,) ((—a, a) o% 
Isl=r, Iti=r, < 
oe ee f (¢) 
Isl="e (C—a,)(¢—a,,,) | = 
—G&. 
u 
(y =: 2,3,...,.% — ]) (1 
und 
3— a. 
” n~-1- ama. 
, 1 s(¢) #-"% // o——¢, ss 
) » — = 
(12) RO=s 9 PR Pere A 
Cl\=T, ta, 


gesetzt wird. 


Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit folgender Ungleichungen: 








Fir |a|<|zi|<1 und |{a| < |z/? ist 
lzi+Jla z—a |jz|— |e 
(13a) ee 6 | Se rl 
1+ |z =—|z-—-a\ = 1—{z 


5) Siehe R. Lagrange, Mémoire sur les séries d’interpolation, Acta Math. 64 
(1935), S. 6. 
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Fiir ja} <= |z|<1 und |z|*< |a| ist 


|z| + |a| 
z—a| = 1+ I/s] ° 


(13b) a < 





Fiir |z| <|a|<1 gilt schlieBlich 


z—a < jz) + Ja} 


/ ja| —|z] 
(13¢) s = “T+1s]° 


= = 











z2—a 
Da z eine feste Stelle aus |z| < 1 ist, so wird fiir n > N (|z!|) auch |a,| > |z|. 
Es sei 
\a,, |< isf* far « =1,2,...,%, 
und 


|a,|>|2|* fir wo =m, +1, m,+2,...,m. 
Dann ist nach (13a, b, c) 


= 


|*=1 





(14) 











| n—1 

| [] s—4d, 
2—a 

| x*=ny +1 * 


leit+le| pp lzi—ie, 

Tse 0 St - 0  A Saeed 
= L Jz] \n | 

s (Se eye IT Soe = ween I SE 


und sobald wir noch r5 > |a,| wihlen, 


-| t= 


x= 1 











a” 























n—1 n—l 
G6 @, 1 n 
(15) Max ——— “ai _— 
cian, =, oe . |a,| 





Fiir das Restglied R,, (z) erhalten wir wegen (4), (5), (11), (14) und (15) die 
Abschitzung 


t) 
Gar 





























' e " la,|+| ‘lel+ lay) l+r, 
|e (2)| S aT rT, —|a, i (2p [] I+ |z| +, +1¢,| 
(+,-¥*" 
2K(iz|)e jeltla,| +r, \n— 
ie th r.— {6,1 ( 1+ jz] +4 1) 
( 1 ag 
_ 2K(jz))e™ ( (1 —|a, |) (r, —|2{)\"-2 
= r=—-[si ¢, —|a | ~ (+12) (la,+r,) 
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Setzen wit r, = Y\a,|, was fiir hinreichend groBes n sicher zulassig ist, 











so wird 
(—teny** = 
2K(jz)) ¢* ™! (1—Via,i) Wie, |—jzi)\"-3 
|R, (2)| < a — Is 
Ol S Haile Wa,l 16,1 ( TFs det Web ) 

2 K (|z)) 1 e+d oe 
aes ——— —_ an — log (1 — Via, 
Vie\Wie,i—le) (=e) og (1 — V|a,|) 

—*>* (1 — Via) (Vani — 12D} 
2 K (\z|) e+d 48 
at a 1—(1— Via, |)e+?1 - ® 
~ Vie, | Via, |—lz 1) xp ) [ ( V {ap |e * log ( |G, |) 





Ja,pe+?+? (V[a,] — |2))}. 


Da 6 > 0 beliebig klein sein kann, so ist 


(16) lim | R, (z)| = 9, 
sobald fiir ein 7 >0 

(17) lim n(1 —|a, |)@+!+"= @ 
ist. 


Aus dem Beweise geht hervor, da8 unter der Voraussetzung (17) die Aus- 
sage (16) nicht nur fiir eine feste Stelle z aus |z| <1 gilt, sondern sogar gleich- 
maBig auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z|< 1 erfiillt ist. 

Die weiteren SchluBweisen sind denen beim Beweise des Satzes I vdllig 
analog. 

Die Frage, ob sich die Satze I und II verscharfen lassen, soll in anderem 
Zusammenhang in einer spateren Arbeit behandelt werden. 


Prag, im Juni 1937. 


(Eingegangen am 16. 6. 1937.) 


- -€ ASE SO, OU lUrO,lCUrhlUCUthlhlCtC WL 


= ent fen & 2 fee fe 


~~. 


oe = © 













Bemerkungen 
iiber den Endomorphismenbereich einer Gruppe. 


Von 


Hans Fitting in Kénigsberg (Pr.). 


Untersuchungen iiber die ,,Endomorphismen‘?) einer Gruppe haben den 
Verfasser in einer friiheren Arbeit?) veranlaBt, neben gewohnlichen Ringen 
noch fhnliche Gebilde allgemeinerer Art (sogenannte ,,Bereiche‘) zu be- 
trachten, die sich von den Ringen im wesentlichen nur dadurch unterscheiden, 
da8 sich ihre Elemente nicht bedingungslos addieren und voneinander sub- 
trahieren lassen. Eine Definition des Bereichbegriffes hat der Verfasser in 
der Einleitung der genannten Arbeit gegeben und im Anschlu8 daran ein 
Beispici fiir solche Bereiche angefiihrt, die in gewdhnlichen Ringen ein- 
gebettet sind. Dieses Beispiel laBt sich nun leicht verallgemeinern (Satz 1), 
und zwar so, daB diese Verallgemeinerung — wie Satz 2 zeigen wird — auch 
unmittelbar fiir die Theorie der Gruppenendomorphismen von Interesse ist. 

Satz 1. Es sei r ein kommutativer oder nichtkommutativer Ring mit 
Einselement, t ein zweiseitiges Ideal in r, und a eine multiplikativ abgeschlossene 
Menge aus solchen Elementen 0, x, ... von rt, welche modulo € 1. idempotent 
(0? = 0 (mod f)), 2. miteinander vertauschbar sind (0x=20 (mod f)). 
Auferdem soll a das Null- und das Einselement von x und mit 3 auch die 
Differenz 1— 0 und jede Summe z+ 0 mit x €t enthalten. Unter diesen 
Voraussetzungen bilden die Elemente von a bei der im Ring definierten additiven 
und multiplikativen Verkniipfung einen Bereich, falls fiir endlich viele Elemente 
0,, ..., 0, der Menge a als Addierbarkeitsbedingung die Giiltigkeit der (3) Kon- 
gruenzen 0, 0; =0 (mod f) (t = 1,2,....m; 7 =t+1, +2, ... mM) ge- 
fordert wird. Die Méglichkeit, in a ein Element x von einem Element 0 zu 
subtrahieren, besteht stets dann und nur dann, wenn x= 20 (mod ?). 

Als Beispiel zu Satz 1 betrachte man etwa die Menge aller ganzrationalen 
Zahlen, die modulo 15 mit 0, 1, 6 oder 10 kongruent sind. 

Beweis des Satzes 1. I. Fiir beliebige Elemente #,,..., 3, aus a 
gilt 1 —(1— #,)(1 — #,)...(1— 8,) = 0, +... + 9, — 0, wo ¢ ein ge- 


1) ,,Endomorphismus* heiBt jede operatorhomomorphe Abbildung einer Gruppe 
auf eine ihrer zulissigen Untergruppen. Eine solche Abbildung wurde von mir friher 
»Automorphismus* genannt. 

*) Math. Annalen 114 (1937), S. 84—98. 
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wisses Element aus r bedeutet. Wenn die #, der Addierbarkeitsbedingung 
0, 0, =0 (mod f) (¢ + 7) geniigen, so ist 9 ¢f und daher 


a 1—(1— #,)...(l1— #%,) + @ 


0 i £ 
O,+...+ 9% 


ein Element von a, das natiirlich durch die #; eindeutig bestimmt ist. 
Weiter sind endlich viele Elemente von a dann und nur dann addierbar, 
wenn das_ gleiche fiir je zwei von ihnen zutrifft. Drittens ist 
8+a2=2-+7, (O+a)+A 0+(a+A), falls #2 bzw. OB, 2,A 
addierbare Elemente aus a bedeuten. 

II. Soll 2 von # subtrahierbar, also 2 zu # —a addierbar, sein, so muB 
0=a2 (0 —a) =20 — 2? = 20 — a (mod f), d. h. a= 20 (mod £) gelten. 
Wird umgekehrt das Bestehen der Kongruenz x = a # (mod f) vorausgesetzt, 
so muB # —a = (1 —2) 0+ 20 —a2 wegen 28 — 2 €f in a enthalten, 
zu x addierbar sein und die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung 2 + § =# 
liefern. 

III. Zu je zwei Elementen #, x aus a existiert stets ein eindeutig be- 
stimmtes Produkt #2, das wieder zu a gehért. Innerhalb von a geniigt die 
Multiplikation dem Assoziativgesetz # (2A) = (#2) A. 

IV. Sind von drei Elementen #,2,A der Menge a die Elemente z 
und 4 addierbar, so gilt das gleiche von den beiden Produkten #2, dA 
baw. 20, A#; denn es ist 


Ox2-0A=00-a2L=0, 20-A08=21-086 =0 (mod f). 
Unter derselben Voraussetzung ist 
O(a + Ad) O0xat+ 04, (xat+AO0=204+A10. 


V. Das Einselement 1 des Ringes r ist zugleich das Einselement von a. 
Ein Element ~ aus a ist stets dann und nur dann zu | addierbar, wenn es 
in f liegt; in diesem Falle ist es zu allen Elementen von a addierbar und 
von allen Elementen von a subtrahierbar. 

Die Bedeutung des Satzes 1 fiir die Theorie der Gruppenendomorphismen ') 
erkennt man aus 

Satz 2. Bet einer beliebigen Gruppe © hat der Bereich & 
der ,normalen“*) Endomorphismen dieselbe Struktur wie der 
Bereich a des Satzes 1. &U lapt sich insbesondere immer in einen Ring R 
mit Einselement einbetten. In diesem Ring ist die Menge S aller Endomorphismen 
von ©, welche die Gruppe © auf eine Untergruppe thres Zentrums (ins Zentrum) 





%) ,,Normal™ hei8t ein Endomorphismus © einer Gruppe ©, wenn er mit allen 
inneren Automorphismen (Transformationen) 7'(B) = {|A— B-'-A-B} von © 


vertauschbar ist, d.h. der Bedingung (B-'- A- B)O = B'- A O- B geniigt. 


, a ~ ¢ 


¥ 


> 


ie 
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abbilden, ein zweiseitiges Ideal. U ordnet sich den in Satz 1 charakterisierten 
Bereichen als Spezialfall unter, wenn t durch R, € durch R und a durch U 
ersetzt wird. 

Beweis des Satzes 2. Fiir beliebige eindeutige Abbildungen ® und V 
der Gruppe © auf irgendwelche Untermengen von © laBt sich durch die 
Festsetzung 


(1) ®@+P ={A-~A®D-AP} 

eine unbeschrinkt und eindeutig ausfiihrbare und auBerdem eindeutig um- 
kehrbare, assoziative, im allgemeinen allerdings nichtkommutative Addition 
und durch die Festsetzung 

(2) ®-P={A+(A®) P} 

eine ebenfalls unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbare, assoziative Multi- 
plikation definieren, die gegeniiber der Addition zwar immer links-, im all- 


gemeinen aber nicht rechtsseitig distributiv ist*). Wird unter — @ die eben- 
falls eindeutige Abbildung 


(3) —®@ ={A-(A)} 

verstanden, so wird die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung 

®+X=Y bzw. X+@=¥Y durch X —® + ¥ bzw. X Y4—@® 

ausgedriickt. AuBerdem gilt, wie man leicht nachrechnet, 

(4) ®@-—WP=—-(@-VP), —O@-P=—-(O-VP), —O-—VP=9@-Y. 
Von jetzt an werde angenommen, daB ® und ¥ der Bedingung 

(5) A®-AY=AW-A® fir alle AEG 

geniigen. Es ist dann 

(6) @+PYP=— P+o 

und, wenn & irgendeinen ae eter me von © bedeutet, 

(7) (® + > ball cae 

(8) (9+ ¥)-—F=(¥% +9): @-—£+W-—8§.5) 


DaausAD- AW = AV - AO offensichtlich A (— ©) -A ¥ = A ¥ -A(—®) 
und auch A(—®)-A(— YW) = A(— ¥)-A(—®) folgt, gilt unter der 
Voraussetzung (5) sogar allgemeiner 


(6) +O+4+W=4V+49, 
(7’) (+O0++ P)-F=4+90-F+4Y-S, 
(8’) (£O+4VP)-—-F=40-—F+4W-—E 





*) Auf diese Definitionen und Tatsachen wurde ich von Herrn Wielandt (Berlin) 
aufmerksam gemacht. 


5) Beim Auflésen der Klammern vertauschen sich die Summanden. 
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Sind ® und ¥ normale Endomorphismen von ©, so ist (5) immer erfiillt; 
denn es ist: 
A® =(A"-A-A)® =A"-A®-A, 
AW = ((A®)"-A-(A®))P = (A®)!- (AP) - (A®). 


Fiir normale Endomorphismen ®, ¥, = gilt daher stets (6), (7’) und (8’). 

Es sei nun ® die Menge aller Summen aus je endlich vielen Gliedern 
von der Form + A,, wo die A, normale Endomorphismen von © bedeuten. 
Bei der durch (1) und (2) definierten additiven und multiplikativen Ver- 
kniipfung bilden diese Summen einen Ring. 


t s 
A= J+A,, MT= J+//;, 0= 


k=1 j=1 i 


t O, 


1 


IM. 


seien drei Elemente aus ®. Dann ist 


O+IER, O-NM=O4 SFT;€R 
j= 
(wegen (6’)) und 
el =0( 5+) =F0-41;") 
j=1 y= 
=3( 246) +M,=F F4O1,)€R. 


j 1i=l1 <9 -< 


Mm, 


Wegen (6’) ist O + // = JI + O und wegen (6’), (7’) und (8): 
t t 
(0 +11)-A = (0 +m). ~ tA, = Y(O+/11)-+A,°) 


k=1 


($464 f40 Il): + A, 


j=1 


~ 
~ 


t 
agit 
t r 
=5(5+9,+4.+2 » + JT; + A,)’) 
=1i=1 j=1 

t r 


=F £+9-+4,+2 & + 11;-+ Ay") 


Man findet also: Die Menge & ist beziiglich der Addition, Subtraktion und 
Multiplikation abgeschlossen, die Addition innerhalb von R kommutativ 
und die Multiplikation gegeniiber der Addition nicht nur links-, sondern auch 
rechtsseitig distributiv. Da alle iibrigen Rechengesetze, die in Ringen ge- 
fordert werden, schon fiir beliebige eindeutige Abbildungen von © gelten, ist 


*) An dieser Stelle wird das fiir beliebige eindeutige Abbildungen von 6 giiltige 
linksseitige Distributivgesetz benutzt. 

7) Diese SchluBweise ist wegen der fiir normale Endomorphismen bereits be- 
wiesenen rechtsseitigen Distributivgesetze (7’), (8’) erlaubt; im iibrigen beachte man (4), 

8) Bei dieser Rechnung wird (6’) angewandt. 
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damit gezeigt, daB die Elemente von & in der Tat einen Ring bilden. In diesem 
Ring ist die Menge S aller ins Zentrum abbildenden Endomorphismen ein 
zweiseitiges Ideal. Sind nimlich K und K’ zwei Elemente aus 8, so ist, 
wie man sofort iibersieht, K+ K’ ER. Weiter ist 
t t 
(S+A4,) K= St A,K ESR, 
k=1 k=1 
da jeder Summand + 1, K wegen © 1, € ©, GA, K & GK in & liegt, und 
t t 
K(2 + A,) =< + KA, € 8, 
=1 t=1 
denn es ist + KA, € 8, weil fiir irgend zwei Elemente A und B aus © immer 
AKA, = (AK)A,; = (B- AK: B)A, = B- AKA, - B gilt. 

Der Bereich & aller normalen Endomorphismen von © ist eine multi- 
plikative abgeschlossene Teilmenge des Ringes R, welche die Null Py und die 
Eins P, von ® und mit O auch die Differenz P, — ©), sowie alle Summen 
K +P, mit K€ & enthalt. Sind O und // irgend zwei Elemente aus & 
(d. h. irgend zwei normale Endomorphismen von 6), so gilt O? =O (mod &)) 
und 9 /] = J1 0 (mod &)"). Da schlieBlich zwei Elemente /7 und O aus U 
stets dann und nur dann addierbar sind, wenn 0 /] = P, (mod §) gilt?*), 
ist damit Satz 2 vollstandig bewiesen. 

Bemerkung. Wenn in der Gruppe © die Existenz einer Hauptreihe, 
d.h. die Giiltigkeit der Doppelkettenbedingung fiir die zulissigen Normal- 
teiler vorausgesetzt wird, so. ergibt sich Satz 2 schon unmittelbar aus den 
Resultaten der in FuBnote *) zitierten Arbeit, wo — unter den genannten 
speziellen Voraussetzungen: iiber 6 — auch bereits die Einbettbarkeit des 
Bereichs & in einen Ring nachgewiesen wurde, der natiirlich mit dem des 
Satzes 2 dieser Note identisch ist. 








®) A.a. O. *), §3, Hilfssatz 1. 
1) A.a. O. 2), $3, L 

M) A.a.O. 2), §3, IT. 

12) A.a.O. %), §3, IIL. 


(Eingegangen am 13. 6. 1937.) 








Die Kollineationen des »-dimensionalen Raumes. 
Von 
Stephan Cohn-Vossen f. 


Aus einem Brief an B. L. van der Waerden vom 2. Juni 1930‘). 





... Ich méchte Dir ein paar Ansiatze iiber Kollineationen in » Verinder- 
lichen schreiben, die ich mir anlaBlich meines Geometriekollegs iiberlegte, 
um nicht zuviel E!cmentarteilertheorie zu brauchen; das Ziel ist also die 
Ahnlichkeitstransformation einer quadratischen Matrix in die Jordansche 
Normalform. Die Beschrinkung auf Regularitét ist keine, denn ist A nicht 


regulir, so ist B = A + AE fiir fast alle A regular und Reduktion von B 
liefert Reduktion von A. 
R R, +R, +...+ R, soll heiBen, daB der komplexe projektive 


n-dimensionale Raum R von den linearen Unterriumen R, aufgespannt 
wird, von denen jeder zu dem von den anderen aufgespannten Raum punkt- 
fremd ist. Ist R, = R, + R,, so folgt R = R,+...+R,_, +R, +R;. Ebenso 
folgt aus den letzten beiden Gleichungen die erste. R heibt beziiglich einer 
Kollineation K zerlegbar, wenn R direkte Summe von Fixraumen beziiglich K 
ist, sonst unzerlegbar. 

1. Ist A die Matrix der vorgelegten Kollineation, so werden ihre Fix- 
punkte durch das lineare Gleichungssystem 

2 Gi Zp = AX, 

gegeben, welches nur dann lésbar ist, wenn A eine Wurzel der Sakulargleichung 
|A —AE| = 0 ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert eine 
Wurzel dieser Gleichung, also existiert ein Fixpunkt. Die zu einer Wurzel A, 
gehérigen Fixpunkte bilden einen linearen Raum von der Dimension n — 1;, 
wenn 7, der Rang der Matrix A —A/,E ist. 

2. Der Rang einer Matrix ist gleich dem Rang der transponierten Matrix. 
Es existiert somit (zu jeder Wurzel der Siakulargleichung) mindestens eine 
Fixhyperebene. Es gibt mehrere Fixhyperebenen genau dann, wenn es 
mehrere Fixpunkte gibt. 

3. F, bedeute einen Fixraum von k Dimensionen. Dann folgt: Fiir 
0<r<k liegt in jedem F, ein F,. Denn nach 2. gibt es eine Kette 
FF, DFe-4 BFgg Ds. 93H 3D... 9K 





1) Anmerkung des Herausgebers. Ich habe einige Stellen des vorliegenden 
Briefes, die etwas kurz gefaBt waren, ausfihrlicher gestaltet, ohne den Gedankengang 
zu Andern. B. L. v. d. Waerden. 
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4. Dualisiert aus 3.: Jeder F, ist in einem F, enthalten. 

5. Hauptsache: Enthalt R mehrere Fixpunkte, so ist R zerlegbar, und 
zwar gibt es zu jedem Fixrpunkte P eine Zerlequng R = F + F’ mit F > P. 

Beweis durch vollstindige Induktion nach der Dimensionenzahl. Auf 
der Geraden ist alles klar. Ist nun P ein Fixpunkt im Raume R, so gibt es 
nach Voraussetzung einen zweiten Fixpunkt Q. Also gibt es nach 2. auch 
zwei Fixhyperebenen e und e’. Geht die eine, etwa e, nicht durch P, so ist 
R = P +e schon eine gewiinschte Zerlegung. Gehen e und e’ durch P, so 
sind sie auch Fixhyperebenen in dem Strahlenraum S der Strahlen durch P. 
Also gibt es nach 2. auch zwei Fixstrahlen durch P. Nach der Induktions- 
voraussetzung ist daher der Strahlenraum S zerlegbar: S = T + 7’, und 
zwar so, daB 7 den Fixstrahl PQ enthalt. Als Punktraume in R betrachtet, 
sind T und 7” Fixraume, die R aufspannen und nur P gemeinsam haben. 
T enthalt aber auBerdem noch Q; also gibt es nach der Induktionsvoraussetzung 
eine Zerlegung T = U + U’ mit UD P. Ist nun V der Vereinigungsraum 
von U und 7”, so ist R = V + U’ die gewiinschte Zerlegung. 

6. Besitzt R nur einen Fixpunkt, so ist R unzerlegbar. Denn bei Zer- 
legung gibt es nach 1. einen Fixpunkt in jeder Komponente. 

7. Ist R unzerlegbar, so gibt es zu jedem k genau einen F,, und diese liegen 
geschachtelt: R > F,_, DF,.,5...9 7, 5...5 F, =P. 

Beweis durch Induktion nach der Dimension n. Auf der Geraden (n = 1) 
ist alles klar. Im n-dimensionalen Raum R gibt es genau einen Fixpunkt P 
nach 5., also genau eine Fixhyperebene e nach 2. Alle Fixriume F, liegen 
in e, denn durch jeden F, geht nach 4. eine Fixhyperebene und auBer e gibt 
es keine. Fiir e gilt aber die Induktionsvoraussetzung nach 6., denn e hat 
nur den einen Fixpunkt P. 

8. F,(P) bedeute einen unzerlegbaren k-dimensionalen Fixraum mit 
dem (einzigen) Fixpunkt P. Wiederholte Anwendung von 5. ergibt: Es 
gibt zu jeder ;rojektiven Kollineation eine Zerlegung in unzerlegbare Fix- 
riume R = F(P,) + F(P,) +... + F(P,). 


Man kann von hier ab zur Matrixrechnung iibergehen und erhilt dann 
alles weitere durch Rechnung. Geometrisch geht es aber leichter. Es soll 
untersucht werden, inwieweit die Zerlegung eindeutig bestimmt ist. 

9. Liegt P nicht in dem Fixraum F, so sind F uad F(P) punktfremd. 
Sonst hitte nimlich F(P) mit F einen Fixraum F’ gemeinsam und in F’ 
gabe es einen Fixpunkt P’ + P, entgegen 5. 

10. Ist R = F,(P) + F, so hat kein F(P) eine héhere Dimension als k. 
Denn die Dimension von F ist n — h —1 und F(P) muB nach 9. zu F fremd 
sein. 

Mathematische Annalen. 115. 6 








82 St. Cohn-Vossen. 


ll. Aus R = F,(P)+F =F, (P)+F’ folgt k =|. Denn nach 10. 
ist k S1,1 Sk. In diesem Sinne laBt sich also jedem Fixpunkt P eine 
Dimensionszah] k(P) zuordnen. 

12. Ist ein Fixpunkt P linear abhangig von den Fixpunkten P,,..., P,, 
aber nicht schon von s — 1 unter ihnen, so bleibt der von P,, ..., P, auf- 
gespannte Raum punktweise fest. Bekannter Satz von der eindeutigen 
Bestimmung einer Kollineation im R,_, durch s + 1 Punkte. 

13. Gibt es nur endlichviele Fixpunkte, so ist die Zerlegung von R in 
unzerlegbare Teilriume eindeutig bestimmt, und zu jedem Fixpunkt P gibt 
es héchstens ein F, (P) fiir jedes k. 

Beweis durch vollstindige Induktion nach der Dimension ». Auf der 
Geraden ist alles klar. Im n-dimensionalen Raum R werde zuniichst die 
zweite Behauptung indirekt bewiesen. Wire sie falsch, so gibe es ein kleinstes k, 
fiir das sie falsch ware, und zu diesem kleinsten k zwei verschiedene k Fix- 
riume F,(P) und F,(P), deren Durchschnitt ein F,_,(P) wire. Ware 
k < n —1, so wire der Vereinigungsraum von F,, (P) und F,, (P) ein Fixraum 
von der Dimension k + 1 < n, auf den man die Induktionsvoraussetzung 
anwenden kann, was einen Widerspruch ergibt. Wire k = n —1, so gibe 
es durch P zwei unzerlegbare Fixhyperebenen e, e’; also nach 2. einen Fix- 
punkt Q + P. @Q kann nicht in e oder e’ liegen, da diese unzerlegbar sein 
sollten. Gabe es einen dritten Fixpunkt S, so trife QS die Hyperebene e 
in einem Fixpunkt; also in P. Dann bliebe die Gerade PQS punktweise 
fest, entgegen der Voraussetzung, daB es nur endlichviele Fixpunkte gibt. 
Also gibt es genau zwei Fixpunkte, also nach 2. genau zwei Fixhyperebenen, 
d. h. keine auBer e und e’. Nach 4. gibt es aber auch eine Fixhyperebene 
durch Q; das ergibt einen Widerspruch. 

Zum Beweis der ersten Behauptung geniigt es nach 11. zu zeigen, daB 
jeder Fixpunkt in einer Komponente jeder Zerlegung vorkommt. (Nach 11. 
sind dann nimlich die Dimensionen der Komponenten der Zerlegung ein- 
deutig bestimmt und somit nach dem schon Bewiesenen auch diese selbst.) 
Ware nun R = F(P,)+...+F(P,) und P ein von P, bis P, verschiedener 
Fixpunkt, so folgte aus dem Begriff der Zerlegung, daB P sich eindeutig als 
Linearkombination von Punkten Q, der Riume F (P,) darstellen lieBe, so 
daB PC Q,, +...+Q, (r Ss) ware. Die Q; waren wegen der Ein- 
deutigkeit Fixpunkte, also Q,; = P;. Nach 12. bestiinde nun der von P; 
bis P, aufgespannte Raum aus lauter Fixpunkten, gegen die Voraussetzung. 

14. Es sei nun R=F(P,;)+...+F(P,) und es bleibe 
F,_, = P, +...+ P, bei der Korrelation punktweise fest. Der Punkt P 
liege in F,_,, sei aber nicht schon von s —1 der P, linear abhangig. k (P) 
sei gemaB8 11. definiert. Dann ist k(P) = Mink(P,). Beweis: Sei etwa 
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Mink (P,) = k(P,;) =r. Dann gilt R = F,(P,)+G und R=F,(P)+H 
nach der Definition von k = k(P). Ware nun k > 1, so hitten F, (P) 
und G Punkte gemeinsam; also lige P in G nach 9. Daraus wiirde wie im 
Beweis von 13. folgen, daB P von P, bis P, schon linear abhangig ware, 
gegen die Voraussetzung. Wire k <r, so hatte F (P,) mit H Punkte ge- 
meinsam, also lage (wieder nach 9.) P, in H, und aus demselben Grund erst 
recht P, bis P,, also wire auch P CH, entgegen der Definition der Zer- 
legung von R. 

15. Unter den Voraussetzungen von 14. sei wieder Min k (P,;) = k (P)). 
Dann ist auch R=F,(P)+F(P,)+...+F(P,). Beweis: Setzen 
wir wieder F (P,) +...+F(P,) =G, so sind F,(P) und @ punktfremd 
nach dem Beweis von 14., und aus den Dimensionen ergibt sich, daB sie zu- 
sammen den ganzen Raum aufspannen. 

16. Voraussetzungen wie 14. Wenn ein Punkt P nur von einigen unter 
den Punkten P,, ..., P, linear abhangt, so ist k(P) gleich dem Minimum 
der k (P,) fiir diese Punkte. Beweis durch Anwendung von 14. auf den Teil- 
raum F (P;) +F(P,,) ~ ee 

16. besagt mit anderen Worten: Fiir alle P in F,_, ist k(P) |r. 
Die Punkte P mit k(P) >, bilden, wenn vorhanden, einen Teilraum 
F’ CF,_,. Es sei r’ = Mink (P) fir P CF’. Die Punkte P mit k(P) > 7’ 
bilden einen Teilraum F’. Durch Fortsetzung des Verfahrens erhalt man 
eine Kette F,_, > F’D FF” 3... > F®-%D F™. 


17. Um nun im Falle 14. eine ,,Fixpunktbasis“ Q,, Q2, ..., Q, zu finden, 
die zu einer Zerlegung R = F (Q,) + F (Q,) +... + (Q,) fiihrt, bestimme 
man zuniichst eine Basis fiir den Raum F’, bestehend aus hinreichend 
vielen sonst beliebigen linear-unabhingiger Punkte Q,,,,...,Q, von F. 
Durch Hinzunahme hinreichend vieler unter sich und von den schon ge- 
wahlten linear unabhingiger Punkte aus F°-”—F™ erhilt man eine 
Basis fiir F’~” usw., bis man eine Basis Q,,..., Q, fiir F,_, gefunden hat. 
Zu jedem Q, gibt es ein F (Q;) maximaler Dimension k (Q;). Die k (Q,) stimmen 
nach 16. und der daran gekniipften Folgerung mit den urspriinglichen k (P,) 
iiberein. Nach 9. ist jeder F (Q;) zur Summe der iibrigen punktfremd. Aus 
Dimensionsgriinden ist also F(Q,)+F(Q,)+...+F(Q,) =R. Jede 


Zerlegung von R in unzerlegbare Fixriume kann so erhalten werden’), 


*) Anmerkung des Herausgebers. Cohn-Vossen hat die Eindeutigkeitsfrage 
bzw. die Wiilkiir in der Zerlegung nur in zwei Extremfallen untersucht: in 13. behandelt 
er den Fall endlichvieler Fixpunkte, in 14. bis 17. den Fall, daB die Fixpunkte einen 
linearen Raum bilden. Man kann nun den allgemeinen Fall restlos auf den Fall 14. 
zuriickfiihren, indem man beweist, daB der ganze Raum R eindeulig in Teilriume 
zerfallt, welche einzeln die Voraussetzungen von 14. erfiillen, und zwar so, daB jeder 
Fixpunkt einem dieser Teilriume angehért. Der Beweis wird am einfachsten mittels 


6* 
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Diese Verhiltnisse rechtfertigen die vorsichtige Formulierung von 5. 
Es ist nicht immer méglich, zu zwei vorgegebenen Fixpunkten P,Q eine 
Zerlegung R = F + F’ mit P CF und Q CF’ zu finden. Gegenbeispiel: 
Eine ebene Translation mit Richtungspunkt P auf g,. Alle Geraden ¢ 
durch P sind unzerlegbare Fixgeraden. Ist Q ein zweiter Punkt von g_, so ist 
e = t + Q eine Zerlegung der Ebene, und jede Zerlegung ist von diesem Typ. 
Ist also R ein dritter, von P und Q verschiedener Punkt auf g_, so kann man 
nicht Q und R in verschiedene Komponenten einer Zerlegung einbetten. 


Deutung fiir Matrizen (nur 1. bis 8. wird benutzt). 

18. Das Zerfallen einer Matrix (nach dem iiblichen Schema) in zwei 
quadratische Kiastchen ist aquivalent damit, daB R in zwei Fixriiume zerlegt 
erscheint, deren jeder von einem Teil der Grundpunkte des Koordinaten- 
systems aufgespannt wird. Die Kastchen bestimmen die Kollineation in den 
Fixriumen. Demnach geniigt das Studium unzerlegbarer Matrizen, denen 
unzerlegbare Raume entsprechen. 

19. Eine unzerlegbare Matrix ist aquivalent dem iiblichen Dreiecks- 
schema der Jordanschen Normalform: Gleiche Zahlen + 0 in der Haupt- 
diagonale, Einsen in der nichstoberen Nebendiagonale, sonst Nullen. 

Beweis*) durch Induktion. Fiir einreihige Matrizen ist die Be- 
hauptung klar. Im R, sind die Grundpunkte A,,..., A, in die (nach 7. 
und 6. einzige und unzerlegbare) Fixhyperebene so zu legen, daB die Matrix 


der am SchluB des Briefes behandelten Matrix-Normalform gegeben. Die fraglichen 
Teilraume gehéren namlich nach 1. zu den verschiedenen Wurzeln /; der Sakular- 
gleichung A; der Matrix A und werden nach 22. durch die Bedingungen 


(1) (a — A; €)° = 0 fiir geniigend hohe o 


gegeben. Die zu diesen Teilriumen gehérigen Teilmatrizen der Matrix A haben je 
nur eine charakteristische Wurzel (alle ihre Diagonalelemente sind gleich einem /;,) 
und erfiillen daher ersichtlich die Voraussetzung von 14. DaB sie eindeutig bestimmt 
sind, folgt aus (1). In diesem Eindeutigkeitssatz ist 13. als Spezialfall enthalten. 

3) Anmerkung des Herausgebers. Der Brief enthielt noch einen zweiten, 
geometrischen Beweis, der aber fehlerhaft oder jedenfalls mir nicht verstaindlich war 
und der deshalb hier nicht abgedruckt wird. Statt dessen méchte ich folgenden geo- 
metrischen Beweis vorschlagen. Man wihle den Punkt An+, auBerhalb der Fixhyper- 
ebene F,,—1, sonst beliebig. Die Verbindungslinie von A, + 1 mit seinem Bildpunkt bei 
der Kollineation schneidet F,—,; in einem Punkt A», der nicht in F»p— 2 liegt; denn 
sonst ware der Verbindungsraum von F,—» mit Ay+, ein zweiter Fixraum Pr -1s 
entgegen 7. Die Verbindungslinie von An mit seinem Bildpunkt liegt in F,—, und 
schneidet F,—2 in cinem Punkt A,—;, der aus demselben Grunde nicht in Fy ~— 3 
liegt. So fortfahrend, kommt man schlieBlich zu einem Punkt A, auf der Fixgeraden F. 
Legt man schlieBlich A, in den Fixpunkt F,, so erhalt die Matrix der Kollineation, 
auf die Grundpunkte A,,..., 4n+1 bezogen, bei passender Wahl des Einheits- 
punktes die gewiinschte Normalform. 
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fiir z,., == 0 die (nach der Induktionsvoraussetzung erreichbare) Normalform 
hat. Die ganze Matrix kann jetzt nur in der letzten Kolonne von der Normal- 
form abweichen. Die Lésbarkeit des Gleichungssystems, das A,.,, an die 
rechte Stelle riickt, hingt, wie die Rechnung lehrt, daran, daB a,.,, 44 
den iibrigen Diagonalgliedern gleich ist. Das mu8 stimmen; denn sonst hitte 
die Matrix zwei Eigenwerte, also giibe es in R, zwei Fixpunkte, entgegen 5. 


20. Die Fixpunkte P,Q mégen zu den charakteristischen Wurzeln A, 2’ 
gehéren. S sei ein Punkt auf PQ, S’ sein Bild. Dann ist 
uf = (PQSS’). 
Insbesondere ist 4 = A’ gleichbedeutend mit dem Festbleiben aller Punkte 
von PQ. Beweis durch simple Rechnung: & sei eine lineare Trans- 
formation, ausgeiibt auf die Vektoren x und n; dann folgt aus 


Ux =—Ax 
Ay = 7 y 
U(x+y) = Ax+7'y. 


21. Besitzt die Kollineation K zwei Fixriume F und F’, so daB8 
R =F + F’ gilt, sind ferner P und Q Fixpunkte in F bzw. F’ und ist S ein 
weiterer Punkt von PQ; dann ist K in R bestimmt, wenn K in F und F’ 
bekannt und das Bild von S auf PQ gegeben ist. Zerlegt man nimlich die 
Matrix von K nach 18. in zwei Kastchen, so sind beide Kiastchen bis auf je 
einen Faktor durch die Kollineationen in F und F’ festgelegt und das Ver- 
haltnis der noch willkiirlichen Faktoren bestimmt sich nach 20. aus dem 
Doppeiverhiltnis (PQSS’). 


22. Eine r-reihige Dreiecksmatrix D (vgl. 19.) mit der charakteristischen 
Wurzel A geniigt, wie sofort ersichtlich, der Gleichung (D — AZ)’ = 0, da- 
gegen nicht der Gleichung (D —AE)’~' =0. Werden mehrere solche 
Matrizen mit derselben charakteristischen Wurzel aneinandergereiht und 
ist @ die Linge des gréBten Kistchens, so gilt fiir die entstehende Matrix B 
die Gleichung (B — AE)* = 0. 


Hat man nun eine Matrix A in der Jordanschen Normalform mit den ver- 


schiedenen charakteristischen Wurzeln /,,...,A,, und vereinigt man alle 
zur Wurzel A, gehérigen Dreieckskistchen zu einem gréBeren quadratischen 
Kasten B,, so zerfallt A in die Matrizen B,,..., B, und der Raum R zerlegt 


sich dementsprechend in Fixriume F (A,), ..., F (A,). Die Punkte des Fix- 
raumes F (A,) sind durch die Vektorgleichung 


(1) (4 — A,€)*x = 0 fiir geniigend groBe o 








86 St. Cohn-Vossen, Kollineationen des n-dimensionalen Raumes. 


charakterisiert. Der Fixraum F (A,) ist also invariant bestimmt. Dasselbe 
gilt fiir die Teilraume, die entstehen, wenn man fiir 9 in (1) feste Werte ein- 
setzt. Die Dimensionen dieser Teilriume hingen unmittelbar mit den An- 
zahlen der Dreieckskiastchen von gegebener Linge zusammen. Die Differenz 
der Dimensionen der durch 


(A —A,E’’x=—0 und (A—A,E)*-'*s =0 


definierten Fixriiume ist nimlich gleich der Anzahl der Dreieckskistchen, 
deren Lingen (d.h. Zeilen- und Spaltenanzahlen) > o0 sind. Es folgt die 
Invarianz der Anzahl und der Langen der Dreieckskistchen. 


(Eingegangen am 4. 6. 1937.) 


Uber halblineare Transformationen. 
Von 
Keiz6é Asano und Tadasi Nakayama in Osaka (Japan). 


Einleitung. 


Halblineare Transformationen lassen sich durch Kombinierung linearer 
Transformationen mit dem Automorphismus eines Kérpers definieren'). 
Sie wurden bisher nur wenig untersucht. Es gibt eine der Elementar- 
teilertheorie entsprechende Klassifikation halblinearer Transformationen 
anscheinend noch nicht. Nur im Fall der antilinearen Transformation 
ist die Normalform bekannt’). 

Um die Untersuchung der allgemeinen halblinearen Transformationen 
durchzufiihren, ist es zweckmaBig, eine Art von nichtkommutativen Poly- 
nombereichen zu betrachten, die wir die verschrinkten Polynombereiche 
nennen. In §1 der vorliegenden Arbeit skizzieren wir zuniachst die Theorie 
der allgemeinen nichtkommutativen Polynome; dort wird besonders die 
abelsche Gruppe mit dem Ring der nichtkommutativen Polynome als 
Operatorenbereich betrachtet. Der verschriinkte Polynombereich wird in 
§2 naiher untersucht. Man kann diesen Polynombereich als eine Maximal- 
ordnung einer zyklischen Algebra auffassen und mit Hilfe der Algebren- 
theorie wird die Zerlegung der Polynome ganz: iibersichtlich. Unter An- 
wendung der Resultate der §§1,2 erhalten wir in §3 eine Normalform 
einer halblinearen Transformation. Diese Normalform gilt auch dann, 
wenn die Koeffizientenkérper nicht-kommutativ sind. Dann beschrinken 
wir uns auf den Fall von kommutativen Koeffizientenkérpern und von 
Automorphismen einer endlichen Ordnung, und definieren die Elementar- 


') B. L. van der Waerden, Gruppen von linearen Transformationen, Ergebn. 
der Math. 4 (1935). 

2) E. Jacobsthal, Zur Theorie der linearen Abbildungen, S.-B. Berl. Math. Ges. 
33 (1934), S.15—34; J. Haantjes Klassifikation der antilinearen Transformationen, 
Math. Annalen 112 (1935), S. 98—106. — Wie Herr van der Waerden uns mitteilte, 
steht ein Teil unserer Ergebnisse schon in einer Arbeit von N. Jacobson, On pseudo- 
linear transformations [Proc. Nat. Acad. of Sc. 21 (1935), S. 667—670], sowie in 
einer Arbeit von J. Haantjes, Halblineare Transformationen [Math. Annalen 114 
(1937), S. 293—304]. Wahrend des Drucks unserer Arbeit ist eine neue Arbeit von 
N. Jacobson erschienen: Pseudo-linear transformations, Annals of Math. 88 (1937), 
S. 484 — 507. 
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teiler einer halblinearen Transformation, die in gewissem Sinne die halb- 
lineare Transformation eindeutig charakterisieren. In § 4 untersuchen 
wir den Zusammenhang der Elementarteiler einer halblinearen Transfor- 
mation mit denen einer aus ihr hergeleiteten linearen Transformation 
und erhalten erneut ein Ahnlichkeitskriterium fir halblineare Transfor- 
mationen, welches einer der Verfasser in einer anderen Note formuliert 
hat*). Es handelt sich um die Matrizen der Form a ie a 
wo m die Ordnung des Automorphismus S bedeutet. Diese Matrizen 
werden in § 5 niher untersucht und lassen sich durch eine Norm- 
bedingung ihrer Elementarteiler vollstindig charakterisieren. Als ein 
Beispiel wird in §6 die antilineare Transformation behandelt. In § 7 
untersuchen wir endlich die mit einer halblinearen Transformation ver- 
tauschbaren halblinearen Transformationen. 

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir viele wertvolle Rat- 
schlage sind wir Herrn K. Shoda zu Dank verpflichtet. 


§ 1. 
Nichtkommutative Polynome. 


Wir skizzieren zunachst die formale Theorie der allgemeinen nicht- 
kommutativen Polynome*). Es sei K ein beliebiger (nicht notwendig 
kommutativer) Kérper und o sei ein nichtkommutativer Polynomring 
einer Unbestimmten z tiber K. Die Verkniipfung von z mit einem Ele- 
ment a aus K werde durch 
(1) ta=azr+a’ (a, «’ €K) 
gegeben und dabei soll «-@ einen Automorphismus von K bedeuten. 
In o ist ein sogenanntes Euklidisches Divisionsverfahren links und rechts 
méglich : 

(2) f(z) = g(z)q(z)+r(z), f(z) = (z)g(z) +7 (2), 

wo r(z) bzw. r(x) einen kleineren Grad als g(x) hat oder Null ist. 
Jedes Links- oder Rechtsideal in 0 ist also ein Hauptideal und sein er- 
zeugendes Element wird bis auf einen konstanten Links- bzw. Rechtsfaktor 
eindeutig bestimmt. Bedeutet d(z) ein erzeugendes Element des Summen- 


8) T. Nakayama, Uber die Klassifikation halblinearer Transformationen, Proc. 
Phys.-Math. Soc. Japan 19 (1937). 

*) Fir die Theone der nichtkommutativen Polynome siehe etwa 0. Ore, Theory 
of non commutative polynomials, Ann. of Math. 34 (1933), S.480—508. Vgl. auch 
©. Ore, Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen (Erster Teil), Journ. 
fiir Math. 167 (1932), S. 221—234; J. H. M. Wedderburn, Non-commutative domains 
of integrity, Journ. fiir Math. 167 (1932), S. 129—141; N. Jacobson, Non- ommutative 
polynomials and cyclic algebras, Ann. of Math. 85 (1934), S. 197—208. 
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ideals von n Linksidealen 0 /;(xz) (Rechtsidealen /;(z) 0) (i = 1, 2, ..., ), 
so ist d(x) gréBter gemeinsamer Rechtsteiler (Linksteiler) von /;(z). Es 
werde mit (/,, ..., fade ((f, ---> fx)z) bezeichnet. Wir nehmen im fol- 
genden stets an, da8 es normiert sei, d.h. daB der héchste Koeffizient 
des Polynoms gleich 1 ist. Der Durchschnitt zweier Links- oder Rechts- 
ideale aus o ist von Null verschieden. Denn bedeutet d(x) den gréBten ge- 
meinsamen Rechtsteiler von /, und f,, so ist g,f,-+9,f/, =, also ist 
(f,€-")9,f, =f, —(f,d-")g,f,. (Dag, oder g, von Null verschieden ist, 
sei etwa g, + 0). Das von Null verschiedene Polynom (/,d-*)g,/, ist 
sowohl durch /,, als auch durch f, rechtsseitig teilbar und daher ist 
sicher [o/,, 0/,] + (0). Der Durchschnitt von n Linksidealen 0 /, (Rechts- 
idealen f;0) ist also ein von Null verschiedenes Ideal, dessen erzeugendes 
normiertes Polynom gerade das kleinste gemeinsame Linksvielfache (Rechts- 
vielfache) von f; ist; es werde mit [/,,..., fale ([/,,---, falz) bezeichnet. 
Die Existenz des kleinsten gemeinsamen Links- oder Rechtsvielfachen er- 
méglicht, den Ring o durch Quotientenbildung zum Kérper zu efginzen. 
Es ist (als o-Rechtsmodul betrachtet) 
o/(f, gz fo = (f, gz 9/fo = (fo, go)/fo = gofffo, go) 
= go/[f, gl, 0 = 0/g-*[f, g]z 0. 

Analoges gilt fiir Linksmoduln. Bedeutet 4(/) den Grad von /(zx), so ist 
(o/fo:K) = (o/of/:K) = 6(/). Man erhalt daher 


(3) 5 (f) + 6(9) = O(f,9)2 + Off, gle = S(h, ga + OFF, gle. 
Ist fiir zwei Polynome f/ und / 
(4) o/f o=> o/f Dd, 


so hei®en # und f einander linksseitig gleichartig. Diese Bedingung ist 
aquivalent mit 


(5) f= fhghe, (92 =1 (a €K). 
Es ist in der Tat o/fo ~ o/g-'[f, g]z 0, falls (f,g); = 1 ist. DaB® (5) 
aus (4) folgt, sieht man unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz. Denn 
o/fo ist ein zyklischer 0-Rechtsmodul und die Eins enthaltende Restklasse 
von o/fo ist ein erzeugendes Element mit dem annullierenden Polynom 
{(z). Insbesondere ist f mit a, fa (x,,«¢K) (linksseitig) gleichartig. 

Hilfssatz 1. Es sei (u) bzw. (v) ein zyklischer o-Rechtsmodul mit dem 
erzeugenden Element u bzw. v, dessen annullierendes Polynom (niedrigsten 
Grades) {(x) bzw. f(x) ist. Sind (u) und (v) (operator-jisomorph, so ist 
f= q9-"{f, glz«, (f,9)z = 1 mit geeignetem g. 

Beweis: Es sei & = wg(zx) das zu v entsprechende Element von (u). 
Dann ist (u) = («), (f, 9), = 1. Das annullierende Polynom von 4% ist /, 
andererseits ist es g~'[f, g]z. 
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Das Polynom g~'[/,g]z heiB®t die (allgemeine) linksseitige Transfor- 
mierte von f durch g und werde mit /? bezeichnet. Man erhilt ohne 
Miihe: 

(fi, gle = 9f = fg’, 
fo= fo (f =df’, g =dg’, d normiert), 
fo = fa, falls g = g, {mod fo) (g, g, normiert)®), 
({7)% = f9% (g normiert), 
[/, 12 = Lf, fz (g normiert), 


(ifs =f (f, normiert). 
Besitzen /? und f denselben Grad, d. h. ist (/, g); = 1, so sind sie links- 
seitig gleichartig. Analogerweise kann man rechtsseitige Gleichartigkeit 
und rechtsseitige Transformierte definieren. 
Hilfssatz 2. Sind normierte Polynome j,, ..., {, einander linksteiler- 
fremd, d. h. ist jedes f; mit g; = [f,,..., hima, fiea,---> fel linksteiler- 
fremd, so ist 


(6) 


f=.» fle = Uh --- fle mit 
Gili = f= i, i= [fis 1» ioe Ieee xem flr; 
j; und f, sind gleichartig und die Polynome },, ..., }, sind cinander rechts- 
teilerfremd. 
Beweis: Fir r =-1,2 kann man den Satz leicht beweisen. Wir 
beweisen also durch Induktion, Setzt man 


(7) 


- = ii Fi I Ki i 
f=g¢gh=—h%, 9% - 9; —_ if 9 ee % femss 3 Pe I, De. 
so ist f = [/;, dle, (fi, Jr = 1 (r = 2). Nach der Induktionsvoraus- 
setzung ist 
. * * * -- li ge : ‘ 
hi = | i ar i+as tele, = 95 Fj (2 + 9), 


wobei g;; ein Polynom ist, welches durch Weglassung von /; aus 
9: = [f,. -- +> fi—15 fiir ---> fz entsteht. Dann ist 
f= (ii) i= (ho) hi=g f=, 
w. z. b. w. 
Aus dem obigen Hilfssatz sieht man leicht, daB die linksseitige bzw. 
rechtsseitige Gleichartigkeit aus der anderen folgt. Man kann also von 
der Gleichartigkeit schlechthin reden. 


) Es ist 
g=at+la d=h9,—(m),> 9), =—9fs O)+46¢) = 45(9/9)+6(d), 
d.h. 5(f%) d(f)—d(d). Es ist also 
OCf, 9), = 411) + 5 (g,) — 6(d) = 5(f") + 5(9,) = 8g, /”). 


f ist ein Linksteiler von 9,/%, weil g,/? = [f, 9), —faqf? ist; daraus folgt 
(f, I)1,>=% f7, d. bh. f9— ™. 


it! 
ar 
80 
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Der Hauptsatz iiber die Zerlegung der Polynome aus 0 in Produkte 
irreduzibler Polynome lautet*): 

I. Jedes (normierte) Polynom (+0) aus o laft sich als das Produkt 
irreduzibler (normierter) Polynome darstellen. Besitzt es zwei verschiedene 
solche Zerlegungen, so ist die Anzahl der irreduziblen Faktoren in beiden 
Fallen dieselbe und die Faktoren sind paarweise gleichartig. 

Beweis: Es seien p, ... Pm = 4, --- Qn zwei Zerlegungen von /. Ist 
?, + %, 80 ist fiir ein ¢ (p,, 9, ..- G—1)z = 1, (P,,9,--- Gz = P,- Es ist 
also 

Qs +++ % = [Pr Qe Ge-ade = Pr(Q «+ Ge—a)"*§ = PM ++ Gi—as 


plies 


wobei p, mit g, und jedes g; = qj Iq, = gh) (j <=i-—1) mit q; 
gleichartig ist. Durch Induktion erhilt man den Satz. 

Ist fiir ein Polynom f(z) fo = [f,0,f,0], (/,9,/,0) =o mit von 
Konstanten verschiedenen Polynomen /,, f,, so ist nach Hilfssatz 2 auch 
of =[of,,0f,], (of,,0f,) = 0 mit von Konstanten verschiedenen Poly- 
nomen },, & und umgekehrt. f(z) heiBt dann direkt-zerlegbar und /,, f, 
bzw. /,, f, heiBen direkte Links- bzw. Rechtsteiler von f. (Das Ideal 
fo bzw. of heiBe dabei auch direkt-zerlegbar.) Anderenfalls heift / 
direkt-unzerlegbar. Gleichartige Polynome sind entweder gleichzeitig 
direkt-zerlegbar oder direkt-unzerlegbar. 

© sei ein zyklischer o-Linksmodul und f(z) sei das annullierende 
Polynom eines erzeugenden Elementes u von ©. (f(x) kann auch gleich 
Null sein.) f(z) hangt natiirlich von der Wahl des erzeugenden Ele- 
ments u von © ab, aber es wird durch © bis auf Gleichartigkeit ein- 
deutig bestimmt. Dieses bis auf Gleichartigkeit eindeutig bestimmte 
Polynom heiBt das zugehérige Polynom von ©. 

Hilfssatz 3. in zyklischer o-Linksmodul © ist direkt-zerlegbar 
bzw. direkt-unzerlegbar bzw. einfach, je nachdem sein zugehdriges Polynom f 
direkt-zerlegbar bzw. direkt-unzerlegbar bzw. irreduzibel ist. 

Beweis: Im Fail {/=0 ist © direkt-unzerlegbar und nicht einfach. 
Es sei f + 0. Jede Untergruppe (o-Linksuntermodul) von © == (wu) ist er- 
sichtlich zyklisch und besitzt die Gestalt (gu), wo g ein Rechtsteiler von 
f ist. Daraus folgt der letzte Teil des Satzes unmittelbar. Es sei jetzt G 
die direkte Summe von ©, = (/, u) und G, = (f, u), wobei f, bzw. f, einen Rechts- 
teiler von f bedeutet. Dann ist (f,, fo), = 1. Weiter ist [f,, fle € (f, 4), 
und €(/,u), also €[6,, ©] = 0. Andererseits ist [f,, fe]p Rechtsteiler von f. 
Daher / = [f,, fele- Ist umgekehrt / direkt-zerlegbar: f = [f,, folz, 
(f1, f2)e = 1, so ist ersichtlich © = (u) die direkte Summe von (/, uv) und 
(f,u). Damit ist der Satz bewiesen. 





6) O. Ore, a. a. U., Lneorem 1. Der Oresche Satz behauptet etwas mehr. 
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Es sei nun © ein o-Linksmodul mit endlich vielen Erzeugenden. 
ist dann die direkte Summe von zyklischen Gruppen ©, = (u,;) = 0 u,: 
(8) 6 = 6,+ 6,+...+G6,, G, = (u). 

Das annullierende Polynom von u, ist dabei durch das von u;,, links 
und rechts teilbar fiir i = 1, 2, ..., m, und fiirt = m+ 1, ..., r ist es gleich 
Null’). Ist ein Summand 6, direkt-zerlegbar, so zerlege man ihn in die direkte 
Summe der direkt-unzerlegbaren Gruppen. Dadurch wird 6 als direkte Summe 
von zyklischen, direkt-unzerlegbaren Gruppen dargestellt. Diese Zerlegung 
ist im allgemeinen nicht eindeutig, doch ist sie nach dem Krull-Schmidtschen 
Satz*) bis auf Isomorphie eindeutig. Es sei 

(9) G=§,+59,+.-.-+9. DH =(%) = 0%, 

eine solche Zerlegung. Betrachtet man das zugehérige Polynom /,;(z) von 
§,, so ist es nach Hilfssatz 3 direkt-unzerlegbar, und das System von 
Polynomen /,, ...,/, wird bis auf Gleichartigkeit durch 6 eindeutig bestimmt. 
Dieses bis auf Gleichartigkeit bestimmte Polynomensystem nennen wir die 
Invariante von ©. Fiir die Isomorphie zweier o-Linksmoduln ist die Uber- 
einstimmung der Invarianten (bis auf Gleichartigkeit) notwendig und hin- 
reichend. 

Es sei / (x) ein normiertes direkt-zerlegbares Polynom aus 0: f = [g, h],, 
(g,h);, = 1. Bedeutet w ein erzeugendes Element eines zyklischen o-Links- 
moduls G, dessen annullierendes Polynom f(z) ist, so ist © = (u) =(gu) 4- (hu), 
f=gh=hg. Das annullierende Polynom von ju bzw. hu ist h bzw. g. 
Ist ferner g oder A direkt-zerlegbar, so zerlege man es weiter. So fort- 
fahrend erhalt man eine Darstellung / = [f,, ..., /-],, wobei jedes /, ein direkt- 
unzerlegbares (normiertes) Polynom und mit g; = [f,,..-, fi-a, fisas- +> Pele 
linksteilerfremd ist. Dementsprechend erhilt man auch 


© = (u) = (9,u) + @,u)+...4+,u), f=h%. 


Es ist (9,, .-., J-)e=1. f, ist das annullierende Polynom von g,u und 
demnach ist (9, u) direkt-unzerlegbar. Das Polynomensystem /,, ..., f, 
wird also als Invariante von © bis auf Gleichartigkeit eindeutig bestimmt. 
Fiir rechtsseitige Zerlegungen gilt das Gleiche. Die Beziehungen der 
beiden Zerlegungen werden durch Hilfssatz 2 gegeben. 

7) B. L. van der Waerden, Moderne Algebra 2 (1930), § 107. 

*) W. Krull, Uber verallgemeinerte endliche abelsche Gruppen, Math. Zeitschr. 28 
(1925), S. 161—196. O. Schmidt, Unendliche Gruppen mit endlicher Kette, ebenda 
29 (1929), S. 34—41, Fiir gewéhnliche endliche Gruppen wurde der Satz von 
R. Remak bewiesen: R. Remak, Zerlegungen endlicher Gruppen in direkt unzerleg- 
bare Faktoren, Journ. fir Math. 139 (1911). Vgl. auch H. Fitting, Uber die direkten 


Produktzerlegungen einer Gruppe in direkt unzerlegbare Faktoren, Math. Zeitschr. 
88 (1934), S. 16—30. 
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II. Jedes normierte Polynom aus 0 laft sich als kleinstes gemeinsames 
Links- oder Rechtsvielfaches von einander rechis- bzw. linksteilerfremden, direkt- 
unzerlegbaren, normierten Polynomen darstellen. Bei zwei verschiedenen solchen 
Darstellungen ist die Anzahl der Komponenten dieselbe, und die Komponenten 
sind paarweise gleichartig. 


§ 2. 
Versehrinkte Polynombereiche. 


Es sei K ein kommutativer Kérper und S ein Automorphismus von K von 
der Ordnung m. Definiert man die Verkniipfung einer Unbestimmten z 
mit dem Element « aus K durch 
(10) ra = az, 
so bildet die Gesamtheit der Polynome /(z) = 2 a, 2" unter Voraussetzung 
des Assoziativ- und Distributivgesetzes einen nichtkommutativen Polynom- 
bereich ohne Nullteiler, den wir den verschrinkten Polynombereich von 
z iiber K mit dem zugehérigen Automorphismus S nennen und mit K* [z] 
bezeichnen. Die Gesamtheit der Elemente aus K, die bei dem Automor- 
phismus S invariant bleiben, bildet einen Unterkérper k von K. K ist 
ein zyklischer Erweiterungskérper tiber k vom Grade m. Setzt man y = 2”, 
so ist ersichtlich der Polynombereich k[y] das Zentrum von K*[z]. K* [x] 
ist Hamiltonisch, d.h. es gibt zu jedem Polynom / aus K*[z] ein Polynom /f 
derart, daB /f zum Zentrum gehért. K*(z) sei der Quotientenkérper von 
K* [zz]. Der Kérper k(y) ist dann das Zentrum von K*(z). K(y) ist 
iiber k(y) zyklisch vom Grade m und S wird als der erzeugende Auto- 
morphismus von K (y)/k(y) angesehen. Es ist 
(1) K* (z) = K(y)+ 2K(y)+...+ 2"-'K(y); 

) a . 
a@=y, zaz-'=a* (ac K(y)). 

K* (z) ist also eine zyklische Algebra (y, K (y), S), in der 
(12) K* (z] = K[y] + eK[y]+-...+2"-'K [y], 
wie man leicht sieht, eine Maximalordnung bildet.*) Die Diskriminante 
von K*(z) ist eine Potenz von y. Das Primideal (y) von k[y] ist in 
o = K*[z) vollverzweigt. Alle anderen Primideale von k(y) sind in 0 un- 
verzweigt. Jedes vo-Rechts- oder -Linksideal aus K*(x) ist Hauptideal. 
Jede Maximalordnung von K*(z) entsteht also aus o durch inneren Auto- 
morphismus von K*(z). 

Hilfssatz 1. Ein ganzes o-Ideal ist dann und nur dann unzerlegbar, 


wenn sein erzeugendes Element als Polynom von K*{2x] irreduzibel ist. 


%) Fir die Algebrentheorie siehe etwa M. Deuring, Algebren, Ergebnisse der 
Math. 4 (1935). 
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Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfssatz 3 in § 1, 
denn of (bzw. fo) ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn 0/o/ (bzw. 
o/f 0) als o-Modul einfach ist. 

Hilfssatz 2. Jedes irreduzible Polynom x(x) in © ist ein Teiler 
eines irreduziblen normierten Polynoms, kurz Primpolynoms, p(y) in k[y]. 
Alle mit x(x) gleichartigen Polynome sind Teiler von p(y). 

Beweis: Es sei p das im unzerlegbaren Ideale o2(z) enthaltene 
o-Primideal. Ist a(z)= 2a (a€K), so ist x(x) ein Teiler von y. Es sei 
a(z)+:a2«. Dann ist das erzeugende Element von p ein Polynom 
p(y) + y, und a(z) ist ein Rechtsteiler von p (y). Da p(y) Zentrums- 
element ist, so ist x(x) auch Linksteiler. Ist 2, (x) = f (x)—' [f (x), 7 (x)J,, so 
ist 2,(z) ein Linksteiler von /(z)~'[f(z), p(y)]z und dies ist ein Teiler 
von p(y). 

Es sei p(y) ein Primpolynom von k[y]. Ins Kleine iibergehend be- 
trachten wir nun die (p)-adische Erweiterung K*(z),"°). A*(z), ist bis 
auf Isomorphie ein x-reihiger voller Matrizenring iiber einer Divisions- 


algebra D,: A*(z), = ' x D,%;. Der Grad x der Matrizen heiBe nach 


i,j=1 
Deuring die Kapazitét von p(y). D, besitzt nur eine einzige Maximal- 
ordnung I,. XI, ¢,, bildet eine Maximalordnung von K*(z); jede andere 


Maximalordnung ist zu ihr konjugiert. Die p-adische Grenzmenge 
o, = K*[z], ist eine Maximalordnung von K*(z),. D, und c,; werden 
jetzt so gewahlt, dab 0, = J 1,c,, ist. Im Falle p{y)=y ist K*(z), 


selbst eine Divisionsalgebes. Des Hauptideal (z) ist ein einziges Primideal 
von J,=0,; es ist (y)=(z)™. Es sei p(y)+y. J, besitzt dann ein 
einziges Primideal pJ,, und po, ist ein einziges (zweiseitiges) Primideal 
von o,. Fiir o, lassen sich die Schliisse der arithmetischen Elementar- 
teilertheorie durchfiihren. Es gibt namlich fiir ein Element u aus 0, zwei 
Einheiten ¢ und 7 von o, derart, daB éu 7 eine Diagonalmatrix der Gestalt 

p* 0 

- 
(13) eun= . - , 05454645 .--- Be 
p” 

0 0 
ist, Wo €,, €,,..., €& eindeutig bestimmte, nicht-negative ganze Zahlen sind. 
Ist u kein Nullteiler, so treten keine Nullglieder in der Diagonal- 
matrix eum auf, die wir mit /7,,...., bezeichnen. Es ist 


uo, = e— (11, ++ & 0») é, 0,u = 7 (0,17, ... ¢,)n-'. 
10) Fir die p-adische Methode vgl. H. Hasse, Uber p-adische Schiefkérper 


und ihre Bedeutung fir die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme, Math. Annalen 
104 (1931), 8. 495—534. 


_, me be bet a 
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Alle Links- oder Rechtsteiler von u in 0, werden durch 


eT] 6 &, bzw. Mle... 0 N-* (e& => e; > 9) 
geliefert, wo e,, 7, Einheiten sind. Dann und nur dann ist 0, u (bzw. u 0,) 
direkt-unzerlegbar, wenn eun = I], . o¢ ist. Ist auBerdem 9 = 1, so ist 
es irreduzibel. Alle ganzen direkt-unzerlegbaren o0,-Ideale sind also zu 
0,11... o¢ Oder IZ... 990, konjugiert. 

F (a) sei ein beliebiges Polynom von o und p(y) sei Primpolynom 
von k[{y]. Der Durchschnitt [0, F (xz), 0] ist ein o-Linksideal. Sein 
erzeugendes normiertes Polynom F,(z) heiBt die p(y)-Rechtskomponente 
von F(z). Ist p(y) gleich y, so ist 0, F(z) =0,2*; 2° =F, (zx) ist die 
héchste Potenz von z, durch welche F(z) (links und rechts) teilbar ist. 
Ist p(y) + y, so ist 0, F(z) = 0, F,(z) = 0, /1,, ...¢,¢ mit einer Einheit ¢ 
von o, und F,(z) ist ein Teiler von p(y)%. Der Durchschnitt aller 
oF, (x) ist gerade oF (x). F(z) ist also das kleinste gemeinsame Links- 
vielfache von F, (x). Analoges gilt fiir die Linkskomponenten. 

Satz 1. Jedes normierte Polynom F (x) aus K* [x] laft sich eindeutig als 
kleinstes gemeinsames Links- oder Rechtsvielfaches einander (links und rechts) 
teilerfremder normierter Polynome darstellen: F (x) = [f,,..., fale = (hys-+-s falas 
so daB f, bzw. f; ein Teiler einer Potenz des Primpolynoms p,(y) (pi + p;, 1 J) st. 

Beweis: Die Darstellbarkeit folgt nach dem friiheren sofort. 
Ist F = [ff,..., f%]z eine solche Darstellung, so ist wegen Dp, ff} = 0,,(t + 9), 
o,,F =0,,f7; f* ist die p-Komponente von F. 

Nach diesem Satz mu8 ein direkt-unzerlegbares Polynom (zx) ein 
Teiler einer Potenz eines Primpolynoms p (y) in k(y) sein. Es ist [0, y, 0] = op 
und 


0,/0, p= (0), 0)/0,poj[0, y, 0] = 0/0 g. 
0, y ist direkt-unzerlegbar und es gilt daher, falls p(y) + y ist, 
Op P = OpL]y.. 09 & Op/OplTo.. 09 Op e/OpLTy. . on € = 0p/0y g. 


Also ist o/o p als o-Linksmodul zu o0,/0,/1,...o, operatorisomorph. Ist 
aber p(y) = y, so besitzt w(x) eine Form (x) = 2?a (a € K). In beiden 
Fallen hei®t die Zahl 9 die Héhe von g; oe ist die Faktorenanzahl bei der 
Zerlegung von ¢ in irreduzible Faktoren. Die direkt-unzerlegbaren Poly- 
nome sind also durch p(y) und og bis auf Gleichartigkeit eindeutig 
charakterisiert. 

Es sei nun f(z) ein Teiler einer Potenz von p(y)+y. In 0, 
betrachtet sei f(z) = e/7,,...9, y- Dann ist 


o,{= [0p 11g, ..0%) OplT o0,...0% +++» Spl... 0°, Ms 
und daher 
Of =[09,,0 py,...,0 Px], © Y= [0, OpT]o.. . 9... 0): 
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g;, ist direkt-unzerlegbar und es gilt 0/0 9, ~ 0/0, 17, . .. v0, Das System 
(0,,--+» @) wird durch f eindeutig bestimmt. Weil wie oben 0/0 f ~ 0,/0,/7,,. 
ist, so ist (0,...0,) fiir gleichartige Polynome invariant. 

Satz 2. Jedes normierte Polynom f(x), welches ein Teiler einer Potenz 
eines Primpolynoms p(y) in k[y] ist, wird als kleinstes gemeinsames Links- 
vielfaches (bzw. Rechtsvielfaches) von einander rechts (bzw. links) teilerfremden, 
direkt-unzerlegbaren (normierten) Polynomen dargestellt : (xz) =[, (2), ..-. Pr(Z)]r- 
Die Anzahl r der Komponenten ist hichstens gleich x. Bedeutet 9, die Hohe 
von g,(z), so wird f(x) durch das System (0,,..., 0,) bis auf Gleichartig- 
keit vollstiindig charakterisiert. Alle Rechtsteiler von {(xz) werden durch 
[¥,,---> Wrle gegeben. wo y, ein beliebiger Rechtsteiler von , ist. Ins- 
besondere wird jedes direkt-unzerlegbare Polynom (x) durch das Prim- 
polynom p(y) und die Hohe bis auf Gleichartigkeit vollstindig charakterisiert. 
Jeder Rechts- oder Linksteiler von q(x) ist direkt-unzerlegbar. 

Beweis: Im Falle p(y) = y ist der Satz trivial. Es sei p(y) + y 
und /(z) = ell, ....0, n (in 0, betrachtet). Ist g(z) ein beliebiger Rechts- 
teiler von /(z), so ist ersichtlich g(z) = ¢, [7p 6. (0: S 0.) mit 
einer Einheit ¢, von 0,. Bedeutet y,(z) ein Polynom derart, daB 
oy, =[0, 0,/7,...o/...9%] ist, so ist y, direkt-unzerlegbar und ersichtlich 
ein Rechtsteiler von g;. Es ist g(z) = [y,,.--, yrlr- 

Ist insbesondere {(z) = p(y)? = ITg...9, 80 gilt der 

Satz 3. Ist p(y) + y ein Primpolynom in k[y], so lapt sich p(y)? 
als kleinstes gemeinsames Linksvieljaches (bzw. Rechtsvielfaches) von einander 
rechts (bzw. links) teilerfremden und gleichartigen, direkt-unzerlegbaren (nor- 
mierten) Polynomen aus K* [x] darstellen. Die Anzahl der Komponenten ist 
gleich der Kapazitdt von p(y). Die (gemeinsame) Hohe der Komponenten 
ast 0. 

Fiir die Zerlegung von direkt-unzerlegbaren Polynomen in irreduzible 
Faktoren gilt der 

Satz 4. Jedes direkt-unzerlegbare normierte Polynom (x) der Hohe 0 
lapt sich eindeutig in das Produkt von 0 einander gleichartigen, irreduziblen 
normicrten Polynomen zerlegen. 

Beweis: p(x) = 2,(z)...2,(z) = (a)... 2(z) seien zwei Zer- 
legungen von g. Ist 2, + 2, so ist fiir ein i (m,...™~1,%)z = 1, 
(2, ... 2, %;), = 2%, was der Tatsache widerspricht, daB der Linksteiler 
m,...%, von @ direkt-unzerlegbar ist. Es ist daher 2, = 2,. Durch 
Induktion kann man den Satz leicht beweisen. 

Satz 5. Es seien 2,(x), 2,(x),...,%(x) einander gleichartige, 
irreduzible (normierte) Polynome in K*([x] mit dem zugehérigen Prim- 
polynom p(y) = y in k[y]. Dann und nur dann ist 2,2, ...%, direkt- 
unzerlegbar, wenn p(y) durch kein Produkt x,2;,, der benachbarten 


Ok 





ae ee en oe 


= a. oe 


= ttlCO 


ze ef * /. UhUCUr 
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;,7% +1 teilbar ist. Insbesondere ist eine Potenz x*¢ eines irreduziblen 
Teiler x von p(y) + y direkt-unzerlegbar, wenn p(y) durch x°* nicht teilbar 
ist 

Beweis: DaB die Bedingung des Satzes notwendig ist, ist klar. 
(Denn sonst wire 2,...2, ein Teiler von p(y)’—'). Es sei jetzt die 
Bedingung erfiillt. Fiir 9 = 1,2 gilt der Satz ersichtlich. Denn sonst 
ist 7,7, = [7,,2,], mit einem irreduziblen Teiler 2, von p(y), und 
folglich wird 2,2, ein Teiler von p(y). Wir beweisen den Satz durch 
Induktion. Es sei der Satz fiir o— 1 (22) schon bewiesen. Ist 
m,%,...% direkt-zerlegbar, so besitzt ersichtlich 2,2,...2, einen von 
a, verschiedenen, irreduziblen Linksteiler 7’. Da 2,7,... 2), nach 
Induktionsvoraussetzung direkt-unzerlegbar ist, so besitzt 2,2, ...7,—, 
keinen von x, verschiedenen irreduziblen Linksteiler. Also ist 

(2, @,...Mo—s)z a MH, .+. Ry = [(R', H, ...Mo—as)z- 


Demnach ist 2, die (linksseitige) Transformierte von 2’ durch 2,2, ...2%, —: 
Ny == (7%, ... R—1) \[2’,%,...M-il, =2 . “ens 


Setzt man p(y) = 2,2, so ist 7 nach Voraussetzung durch 2, nicht 
(links) teilbar. ,* = 2~'[z,, x], ist daher mit 2, gleichartig. Anderer- 
seits ist aber 

iy. 


” 


*e—1)" oe eae o—17 


ty" = (x — (x *%y—ayP i l, 


weil 2’1'"""e-2 mit 2’ gleichartig und folglich ein Teiler von p(y) ist. 
Es ergibt sich ein Widerspruch. 2,2, ...2, mu8 also direkt-unzerlegbar 
sein. Damit ist der Satz bewiesen. 


Man kann nach obigem ohne weiteres die folgenden Sitze beweisen: 


Satz 6. Es sei p(y) + y und p(y)? = [g, (xz), ..., gp. (Zr 
(qi (x) = 74, (@) ...%ig(x)) set eine Darstellung von p(y)? durch einander 
linksteilerfremde, direkt-unzerlegbare, normierte Polynome 9q;(x). Bildet 
man ‘Ca a — (x)]z mit 9, (a) == 2%... Re (p, (2) = 1), 


(oe >0o,>0a,=]>.--20,=>%), so liefern diese alle nicht gleichartigen 
Polynome, welche Teiler von p(y)’ sind. 

Satz 7. Besitzt ein Polynom F (x) aus K* [x] einen mit G(x) gleich- 
artigen Linksteiler (bzw. Rechtsteiler), so besitzt F(x) auch einen mit G (x) 
gleichartigen Rechtsteiler (bzw. Linksteiler). G(x) heiBe dann ein Quasi- 
teiler von F(x). Dafiir, daB G(x) ein Quasiteiler von F (x) ist, ist not- 
wendig und hinreichend, daB fiir die Zahlen 0, >... >0,=—>0 und 
0, >... > eo, => O aller p(y)-Komponenten der beiden Polynome F (x) und 
G(x) die Relationen 0; > 0; bestehen. 
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§ 3. 
Normalform einer halblinearen Transformation. 

K sei ein (nicht notwendig kommutativer) Kérper und MM sei ein 
linearer, n-dimensionaler Vektorraum iiber K, d. h. ein K-Linksmodul 
vom Range n. Unter einer halblinearen Transformation von M verstehen 
wir eine Abbildung o von M in sich, fiir die gilt 
(14) o(u+v)=cu+avr, ao(au) = aS(ou) (u, vEM, ac K), 
wobei S einen Automorphismus von K bedeutet. Nach Wahl beliebiger 

(u 
Basen u =| : 


U,, / 


1 
fiir M wird eine halblineare Transformation o, welche 





u; in ou; = F aun te iiberfiihrt, durch ihre Matrix A = (a;,) und den 
k=1 


n 
Automorphismus § vollstandig gegeben; sie fiihrt nimlich u = ¥Y é;u; 

t=1 
mit den Komponenten ¢; tiber in ou = ¥ &«% mit den Komponenten 


&, = Y & aj. Man kann also jede halblineare Transformation auch als 
J 


eine Substitution (A, S) der Verinderlichen &,,...,&, auffassen, welche 
&,,..-) & im &,..., & tiberfiihrt: 
(15) su = Au, ier ie’ ee | 


Nimmt man eine andere Basis » = Pu, so wird die entsprechende Ma- 
trix P‘A P-*. Denn es ist 
ov =oPu= PSou= PSAu= PSA P-'y, 
(A,S) und (PSA P~',S) werden also als nicht wesentlich verschieden 
angesehen und heiBen einander ahnlich. Sind o und t halblineare Trans- 
formationen, die zu den Automorphismen S und 7 gehéren und im 
iibrigen durch die Matrizen A und B gegeben sind, so gehért das Produkt 
ot zum Automorphismus 7S und zur Matrix BS A: 
(A, S)(B, T) = (BS A, TS). 

Wir betrachten den (verallgemeinerten) verschrinkten Polynombereich 
K*[z] von z iiber K mit dem zugehérigen Automorphismus S. Ordnet 
man einem Polynom f(z) = J a,z" eine Abbildung /(c) von M zu, 
welche durch : 

(16) f(o)u = La, (o" u), o'u = a(o"—'u) 

definiert wird, so bildet die Gesamtheit der /(o) einen zu K*{z] homo- 
morphen Ring, den wir auch mit K*[o] bezeichnen. Definiert man die 
Verkniipfung von /(z) mit u aus M durch 


(17) f(z)u = f(o)u, 
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so wird M als K*[z]-Linksmodul angesehen. M ist also als direkte 
Summe von zyklischen, direkt-unzerlegbaren Molul dargestellt: 


(18) M= MN, + M,;, skis + M; N; = u;) = K* (2) u,. 


gi(z) bedeute das normierte annullierende Polynom von u;. Das Poly- 
nomensystem g,,..-, 9 ist als Invariante von M bis auf Gleichartig- 
keit eindeutig bestimmt. Dafiir, daB zwei halblineare Transformationen 
ao = (A,S) und 6 =(A,8) aur gleichen Klasse gehéren, d. h., daB o 
und 6 ahnlich sind, ist notwendig und hinreichend, daB die zugehérigen 
Polynomsysteme {y;} und {g;} (bis auf Gleichartigkeit) iibereinstimmen. 

Satz 8. K sei ein (nicht notwendig kommutativer) Kérper und S 


sei ein Automorphismus von K. Zu einer vorgelegten Matrix A in K gibt 
es eine regulire Matric P derart, dap 
A, 0 
A, 
(19) PSA P-' = i 
\0 A, 


ist, wobei die einzelnen Kdstchen A; die Matrizen vom Typus 


0 ] 0 
'? 


(20) A; = 
0 0 1 


wh Tg = Gig * ? . : — Gin;—1 








mit den direkt-unzerlegbaren Polynomen 
Gi (2) = Hot airt+...+ in, gt ve + x" 


sind. Diese Polynome q;(x) werden bis auf Reihenfolge und bis auf 
Gleichartigkeit eindeutig bestimmt. 

Beweis: Der Grad von g;(z) sei n;. Es ist n; = (M,:K), Dn; = n. 
Wahit man als K-Basis von M die Elemente u;, xu;,..., zt *u, 
(i = 1,2,..., 2), so besitzt o in bezug auf diese Basis die entsprechende 
Matrix (19). Gibt es umgekehrt eine Transformation P der im Satz ge- 
nannten Art, so laBt sich MM dementsprechend als direkte Summe von 
zyklischen, direkt unzerlegbaren Moduln ausdriicken. Die g,; bilden dabei 
die Invariante von M. 

Ist o nicht-singulaér, d.h. ist oM — M, so ist die Matrix A inver- 
bar und jedes ,(z) besitzt ein uicht verschwindendes absolutes Glied. 
Im allgemeinen Fall zerlegen wir M in die direkte Summe von zwei Teil- 
riumen M* und M, so daB oM* = M* ist und M durch eine geniigend 
7* 
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hohe Potenz von o annulliert wird (verallgemeinerte Peircesche Zerlegung). 


Jedes M, in (18) ist entweder in M* oder in M enthalten. Es sei etwa 


(21) M=M*+M; M*=—M+...4M, M=M4,+...4+M,. 
Dann besitzt »,(z) fiir i< s ein nichtverschwindendes absolutes Glied 
und fiir i >s-+ 1 ist o,(z) eine Potenz von z. 

Im folgenden nehmen wir stets an, daB K ein kommutativer Kérper 
ist und der Automorphismus S eine endliche Ordnung m besitzt. K ist dann 
ein zyklischer Erweiterungskérper vom Grade m iiber dem Kérper k der 
bei S invarianten Elemente. Der Polynombereich A*{[z] in diesem Fall 
wurde in §2 untersucht. Vereinigt man diejenigen g,(z), welche zu dem- 
selben Primpolynom p(y) in k[y] gehéren, in einer Klasse, so werden 
die / Polynome in die Klassen [(9;;, ..., 9 1,| (21, = )) eingeteilt, wobei 
Pir, ---» Piz, 80 numeriert seien, dab g,; ein Quasiteiler von ;,;_, ist. 
Diese Polynome, die die Klasse der halblinearen Transformation o ein- 
deutig charakterisieren, nennen wir Elementarteiler von a"'). 

Wir machen hier einige Bemerkungen iiber die charakteristische 
Matrix «EF A von o = (A,S). Sie ist ersichtlich, als eine Polynom- 
matrix in A*(z] betrachtet, bei Basistransformationen bis auf Aqui- 
valenz invariant. Weiter ist sie zur Diagonalmatrix 


Ff 





(22) Py \" 
at 


fiquivalent, wie man aus der Normalform von a leicht rechnen kann. Im 
allgemeinen gibt es mehrere zu «HZ — A Aquivalente Diagonalmatrizen. 
Unter solchen besitzt die Matrix (22) die gré%te Anzahl von Konstanten 
verschiedener Diagonalelemente, und durch diese Ejigenschaft werden 
G,» --+> @ bis auf Reihenfolge und bis auf Gleichartigkeit eindeutig be- 
stimmt. Denn existiert iiberhaupt eine zu 2 — A Aquivalente Diagonal- 
matrix 


und stellt man jedes von Koustanten verschiedene e,(x) als kleinstes ge- 
meinsames Rechtsvielfaches untereinander linksteilerfremder, direkt-unzerleg- 

11) Diese Elementarteiler entsprechen den sogenannten einfachen primitiven 
Elementarteilern einer gewéhniichen linearen Transformation. 





ur 


9 


_-~ @ 


= > &, 
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barer Polynome dar, so bilden die simtlichen Komponenten die Elementar- 
teiler von o'*). Es gilt noch ein anderer Eindeutigkeitssatz, nimlich: 

Satz 9. Wenn man fordert, daB das Gewicht der Grade, d. h. Xv d(e,) 
moglichst klein sei, so sind die Polynome e,(z), ..., €,(x) bis auf Gleich- 
artigkett eindeutig bestimmt. Dieses Polynomsystem e,, ..., ¢, mit kleinstem 
Gewicht besitzt die Eigenschajft, daB e, durch e,,, links und rechts teil- 
bar ist. 

: ' q 0 

Hilfssatz. Ist (g, (x), g,(x)), = 1, so sind die Matrizen C a 

(9, ? 9a)x ' 
und ("> 

Beweis: Es sei 


9: = 9292 + Gs Io = 93%3 H Gass GH 1 = G99 HF H+ H+i1=al(+FOEK 
der sogenannte linksseitige euklidische Algorithmus von g, und g,. Dann 


ist 
1 ls, %/0 ] /( ] » 2 
C "4 a eo)" ’ 1 Co al »)? 


0 , 
) dquivalent. 


i . : 0 ‘ a 
und diese Matrix ist zu einer Matrix (! ;) aquivalent. Ersichtlich muB / 


zu [4,, 9s]z gleichartig sein. Dann ist ta m nach H. Fitting zu ({o: am ) 
aquivalent **). 

Beweis des Satzes 9: Es geniigt, den Satz im Fall zu beweisen, 
wo alle Elementarteiler ¢,, ..., ~, demselben Primpolynom p(y) in k[y] 
zugehéren. Ist p(y) = y, so ist der Satz klar. Ist p(y) + y, so seien 
0; > 0, >... =} o, die Hohen von 9g,,..., go. Dann wahlen wir / 





12) Dies sieht man wie iiblich folgendermaBen: UU sei eine von n Elementen 
u, erzeugte, freie abelsche Gruppe mit K*[zx] als Linksoperatorenring. Es sei 
(v,) = (x E— A) (u,) und & sei die von v, erzeugte Untergruppe von U. Dann ist 
die Faktorgruppe U/% direkte Summe von zyklischen Untergruppen mit den zu- 
gehérigen Polynomen e; (x). Andererseits ist U/% ersichtlich zu dem als K*[2z]-Links- 
modul erklarten Vektorraum I isomorph. 

13) Siehe H. Fitting, Uber den Zusammenhang zwischen dem Begriff der 
Gleichartigkeit zweier Ideale und dem Aquivalenzbegriff der Elementarteilertheorie, 
Math. Annalen 112 (1936), S.572—582. — Ist etwa [g,, 9], = fs h), =1 
und hh’ —1le fo, so gilt 


a [91> 9), 9 
Tr | daniel it 1)@ 
mit invertierbaren Matrizen 
, bh 1—be _ (Altar ft [fA —aAh' hy. 
, (i a ). @ = ( } — A ); 
die inverse Matrix von P bzw. Q ist 
hv 1—Wvh ' ho fp (L—bhh’)) 
t « -1 
P= () —y) bw Ot= (4 eis * 
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direkt-unzerlegbare, zu p(y) gehérige Polynome y, mit den Héhen 9, der- 
art, daB y,, ..., wr, DZW. yr+i, ---> Pax DZW. ..., DEW. Pua—_yetis--+ 
((A — 1)x<(l <= Ax) einander linksteilerfremd sind, wo x die Kapazitit 
von p(y) bedeutet (vgl. Satz 6). Die n-reihige Diagonalmatrix mit den 
Elementen y,, ..., y:, 1, -.., 1 ist za 2H — A Aquivalent. Andererseits 
ist sie nach dem obigen Hilfssatz zur Diagonalmatrix mit den Elementen 
I, = [Pre - <> Wales --+ fy = [Pa—natas -+-> Paz» 1, .--, 1 Squivalent. 
Nach Satz 2 sieht man also, daB jede zu «FE — A Aquivalente Diagonal- 
matrix mit dem kleinsten Gewicht zu /,,..., f,, 1, ..., 1 gleichartige 
Diagonalelemente besitzen mu8. Weiter ist /; durch das Zentrumspolynom 
p(y)** teilbar (falls « < A—1) und geht in p(y)**—-"**+?* auf. Daraus 
folgt der zweite Teil des Satzes mit Leichtigkeit. 


~ 


Nun ist S = K*[o| eine Algebra (endlichen Ranges) iiber k. Denn o 
geniigt einer Gleichung 2 a, o” = 0, da t = o” eine lineare Transformation 
ist und diese einer algebraischen Gleichung geniigt. Es gilt 

Satz 10. SG = K*[o] ist eine eimreihige Algebra iiber k. (Kine 
Algebra heiBt nach G. Kéthe™) einreihig, wenn sie die direkte Summe 
von zweiseitigen Idealen, die selbst primaire Ringe sind, ist und auBerdem 
jedes primitive Idempotent der Algebra ein Rechts- und Linksideal er- 
zeugt, die nur eine einzige Kompositionsreihe besitzen.) 

Beweis: Die Gesamtheit der Polynome f(z) mit f(c) = 0 bildet 
ersichtlich ein zweiseitiges Ideal a von 0 = K*[z]. a besitzt eine Form 


a = (p,(y)"'... p,-(y)*" 2*)"*). S ist alsc die direkte Summe von r+ 1 
zueinander orthogonalen Idealen: 
(23) K* (z/a x S = S, T eee S, - S = S* + S, 


_ 
= 


wobei S; > K* [x)/(p,(y))"', S =~ K* [K)/(z) ist. Es geniigt zu zeigen, 
daB der einzelne direkte Summand ein einreihiger primarer Ring ist. 


Betrachtet man die p(y)-adische Grenzmenge A*[z],= 2 I, ¢%; 
iij=i 


modulo p(y)’, so ist sie zu 0 = K*[z]/(p(y)) isomorph. Es ist also 


x 


t= Ste; txl,|(py. 


iij=1 
0 ist ein primarer Ring mit dem Radikal (p)/(p)? = po. t ist ein voll- 
stindig primirer Ring, der nur zweiseitige Ideale p't (0 < i < op) besitzt. 








4) G. Kéthe, Verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit hyperkomplexem 
Operatorenring, Math. Zeitschr. 39 (1934), S. 31—44. 
%©) Im nicht-singularen Fall tritt z° nicht auf. Es ist S*M — M* — 2°M, 
sm — M = IT p(y) M. 
‘ 
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idez 
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0 ist die direkte Summe von x minimal regukiren Linksidealen (Rechts- 
idealen): 
o> +1, see = Lite; = 08;;. 
! 


Alle minimal reguliren Linksideale von 0 sind isomorph etwa zu | = |, 
und [ besitzt die einzige Kompositionsreihe [> 5 >... > s¢-!'30 
(s' = p'l = 1p’). Analoges gilt fiir minimal regulire Rechtsideale. 0 ist 
also einreihig. Die Einreihigkeit von 0/(z)? folgt auch sofort. 


§ 4. 
Beziehung zwischen den Elementarteilern von o und denen von o”, 

Die Bezeichnungen in §§2,3 seien beibehalten. Ist o eine halb- 
lineare Transformation von M mit dem Automorphismus S der Ordnung m, 
so ist tT = o” eine lineare Transformation von MW: 

tT(au + Pv) = a(tu)+ B(tv) (a, BERK; u,veM). 
Der K*{z]-Linksmodul M wird auch als K{y]-Linksmodul angesehen: 
f(y)u =f(t)uw. Im nachstehenden untersuchen wir die Elementarteiler 
der linearen Transformation t von M. 

Satz ll. q(x) set ein zum Primpolynom p(y) aus k[y] gehdriges, 
direkt-unzerlegbares Polynom aus K*[xz] von der Hohe o, und § sei ein 
zyklischer K*{x]-Linksmodul mit dem zugehérigen Polynom @ (x). Ist 
p(y) = y, so ist § als K{y]|-Modul betrachtet die direkte Summe von ein- 
ander isomorphen zyklischen Untermoduln mit dem annullietenden Polynom 
p(y)’; die Anzahl der Summanden ist gleich dem Index der einfachen 
Algebra K*{x)/(p(y)), 4. h. gleich m/x, wo x die Kapazitit von p(y) ist; 
sie ist auch gleich m6(x(x)) 6(p(x™)), wo (x) ein irreduzibler Teiler von 
p(y) ist und 6 den Grad der Polynome bedeutet. Ist dagegen p(y) = y, 
d.h. p(x) = x%, so ist § als K[y]-Modul betrachtet die direkte Summe 


[£4 
von r zyklischen Moduln mit dem annullierenden Polynom y' : und, falls 


@ > m, m—r zyklischen Moduln mit dem annullierenden Polynom y' ff 
wobei 9 = m [=] +r (09 flrs m—1) wt. 

Beweis: Es sei p(y) + y. © = (u) sei ein zyklischer K* [z]}-Links- 
modul mit dem erzeugenden Element u, dessen annullierendes Polynom 
p(y)? ist. G ist die direkte Summe von x direkt-unzerlegbaren, einander 
isomorphen Untermoduln (vgl. Satz 3): 6 = §,+5,+.-.+,. § ist 
den Summanden §, als K*(z]-Linksmodul isomorph. Betrachtet man © 
als K [y]-Modul, so ist ersichtlich © = (u) + (xu) +... +(2™-'u). G ist 
also als K [y]-Modul die direkte Summe von m zyklischen Untermoduln, 
deren jeder das annullierende Polynom p(y)? besitzt. Weil die Summanden 






























104 K. Asano u. T. Nakayama. 


§, von © als A[y]-Modul eimander isomorph sind, so ist jedes §, und 
daher auch § die direkte Summe von m/z zyklischen K [y]-Moduln mit 
dem annullierenden Polynom p(y)’. m/x ist gleich dem Index von 
K*{(2z\/(p(y)). Da p(y) Produkt von x einander gleichartigen irreduziblen 
Faktoren ist, so ist x 6(2(x)) = 6(p(z™)), also ist m/x = m6 (x(z))/6(p(2™)). 

Es sel nun p(y)=y und §= K*[zju, seu = 0 (z2?-*u + 0), 


0 


0 m| | + r gesetzt. Ersichtlich gilt (als K [y|-Modul) 
$ {(t) + (wu) + coe + (z™—* ws) o =m, 
\(u) 4+ (wu) + ...+ (z?—' uw) o < mM. 


elt) 
Das annullierende Polynom von zu ist yl | fir 0 











s:sar-! 

(falls r = 0, so kommt dies nicht vor), und fir r= i <= m— 1 ist 
es y\ 4 a (fails 9 > m). Damit ist alles bewiesen. 

Nimmt man nun eine K-Basis u von WM, so ist ou = Au, 
Tu = ou = AS™~'AS™~?...A. Aus dem letzten Satz erhilt man 
sofort den 

Satz 12. (qi(z), -.-, Pir, (z)} {i = 1, ..., A) seien die Elementar- 
teiler einer halblinearen Transformation o = (A, 8); die zugehdrigen Prim- 
polynome aus k[y] seien p,(y) und die Hohen von gj,,..., ii, seien 
Oi. --+> Oi, Es ser 

t;-mal ty-mal 

fia (y)s fioly), --- Pa (yt, .--> Dely)*, pa (y)!?. -.., pe lyf'?, . - -} 

(24) fiir p(y) = y (t; = m/x)), 
r\-mal (m—r))-mal ro-mal (m—ro)-mal 
S|) hee O ee yn,...,¥9 » BOTs, 5 cag Oe yp Me ay BO. vel 


fiir p(y) = y (0;,, = mq+r7,, O17, <m), 


wo x, die Kapazitit von p,(y) bedeutet. Dann sind die Polynome 


fix (y), fia (y), -- -}"*) dae Blementarteiler'’) der linearen Transformation t = 0”, 
. om ° . . s 1 2 
d.h. die Elementarteiler der charakteristischen Matrix von AS”"~ ' AS™ mre 
sad = : a ‘ 
Die Elementarteiler der charakteristischen Matrix von A®* ’ eer 


sind Polynome in k{y] und besitzen die Form (24). Aus den Elementar- 


teilern (24) von AS”~' AS”~*... dA werden umgekehrt die Elementarteiler 
von o (bis auf Gleichartigkeit) eindeutig bestimmt, falls keine Potenz 
von y in (24) auftritt. Tritt dagegen eine Potenz von y in (24) auf, 
so kénnen zu y entsprechende Elementarteiler von o im allgemeinen in 
16) Man andere die Reihenfolge eventuell um, falls p,(y) = y ist. 
17) Die gewoéhnlichen Elementarteiler sind aus ihnen zusammengesetzt. 
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verschiedenen Weisen bestimmt werden; weil sie die Invariante des in 
§ 3 genannten Moduls M€ (als K*[z]-Linksmodul) bilden, so werden sie 
durch die Ringe von 2‘ M (0 =i oe-—1) charakterisiert. Es ist 
oM = M* + 2! M und zu = A“ '4"%>? A u; der Rang von 2‘ M 
stimmt mit dem von AS‘’~' A‘*~*...A iiberein. Wir haben also den 
folgenden 

Satz 13. Die Klasse von (A,S) wird durch die gewéhnlichen Elementar- 


teiler der charakteristischen Matrix von AS"~* AS” A und die Rénge 


der Matrizen A‘%*~' AS ~*...A(icn) vollstindig charakterisiert. Ist 
insbesondere (A, S) nichtsinguldr, so wird die Klasse von (A,S) nur durch die 
Elementarteiler der charakteristischen Matrix AS"~* AS"~*...A  eindeutig 


bestimmt '*). 

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch untersuchen, wann 
sich eine Matrix A in A durch eine regulire Matrix P in K auf eine 
Matrix P* A P~' bringen laBt, in der auf einer Seite der Hauptdiagonale 
lauter Nullen stehen. Ein notwendiges Kriterium dafiir li8t sich sofort 
angeben. Ist namlich 


/ a, * 
PSA p= = 4 : 
\o "Nl 
so ist 
(P24 P—1)8"—'( PS 4 P-1)8"—* ... (PSA P-1) = P AS"™~' A8”—* |... AP 
Na, . 
0 ‘Nag! 
Jeder Eigenwert von AS“~' AS"~*...A ist also Norm eines Elementes 


von K/k. Diese Eigenschaft ist aber, wie wir zeigen werden, auch 
hinreichend. 

Hilfssatz 1. Alle mit x —a gleichartigen normierten Polynome werden 
durch x —ay'-S = y-S(x—a)y gegeben, wo y ein beliebiges, von Null 
verschiedenes Element aus K bedeutet. 

18) Vgl. Anm. %). Diesen Satz kann man auch direkt nach einer von I. Schur 
herriihrenden SchluBweise beweisen; siehe Schur, Einige Bemerkungen zu der 
vorstehenden Arbeit des Herrn A. Speiser, Math. Zeitschr. 5 (1919). (Es handelt 
sich hier um Mairizenfaktorensysteme, statt der Zahlenfaktorensysteme.) Der Fall, wo 
k weniger als » 4+ 1 Elemente enthalt und also die Schursche Methode versagt, wird 
auf den giinstigen Fall reduziert, wo k mindestens » + 1 Elemente enthalt, aber K 
kein Kérper, sondern ein Ring ist. Man schlieBe wie beim Noether-Deuringschen 
Beweis des Satzes von den im Oberkérper’aquivalenten Darstellungen. Vgl. Deuring, 
Galoissche Theorie und Darstellungstheorie, Math. Annalen 107 (1932) oder 
van der Waerden, a. a. O.*). 
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Beweis: Ein beliebiges mit z—a gleichartiges normiertes Polynom 
wird durch (x—a)/ gegeben, wo (f(z),2—a), = 1 und f(z) normiert 
ist. Ist f(z) = (x—a)q(z) + 8; B + 0, so ist 


f(x) B-* (x —a)B* = (x—a)q (2) B-* (a2 — a) BS" + (2-0) BS. 
Demnach [f (zx), 2 —«],, = {(x)B-* (a — a) BS", also (2 — a)’ = a —ay'-* 


mit y = ps". 

Hilfssatz 2. 2—£ ist dann und nur dann ein Teiler von 
z™ —gitS+...+S™~) — y— Na, wenn NB = Na ist. Insbesondere ist 
y — Na durch x —« teilbar. 

Beweis: 


y—Na —_ (2 — p)(em—1 + SB™ cots... +g 1m 1) ++ NB — Na. 


Das zugehérige Polynom von z—« in k[y] ist y— Na. Ist c—8 
ein Teiler von y — Na, so ist  — 8 mit x — a gleichartig. Aus NB = Na 
folgt also 8 = ay'—*. Das ist der wohlbekannte Satz von Hilbert. 
y — Na 1aBt sich in ein Produkt von m linearen Faktoren zerlegen. Es 
besitzt die Kapazitit m. 

Es sei jetzt jeder Eigenwert der Matrix C = AS™~*AS"~*.../A ein 
Element von k, welches Norm eines Elementes von K ist. Zunichst sei 
o = (A,8) nichtsingulir. Bedeuten (y — Na,)"',...,(y—Na,)* die 
Elementarteiler von yE — C, so ist jeder Elementarteiler von o als Teiler 
von (y — Na,)** Produkt linearer Faktoren. Der (y — Na,)*' = (y — Nap 


entsprechende Elementarteiler sei p;(x) = p(z) = J] (x — a), a; = ayr—§, 
j=1 


Die 7, sollen dabei so gewahlt werden, da& @(z) direkt-unzerlegbar ist, 
d. h. daB y— Na durch kein Produkt (x —«,) (x — a; ,,) teilbar ist. 
(Ist insbesondere Spa-! = a~'+a-S+...4+a4-S"~' + 0, so kann 
man a, = a setzen, da y— Na = (x— a)’ q(x) + NaSpa' durch 
(x — a)* nicht teilbar ist. Im Falle, wo m durch die Charakteristik von K 
nicht teilbar ist, kann man a; = aS?" setzen, wie man leicht zeigen kann.) 
Ist o = (A,8) singular, so bat man auBerdem noch die aus Potenzen 
von z bestehenden Elementarteiler zu beriicksichtigen. 


Ci 
Es seien nun 9, (z),..., p(x); g(x) = J] (x — %,,;) die Elementar- 


teiler von o (die Elementarteiler der Gestalt ‘@ eingeschlossen). Dann ist 
der zu o entsprechende KA*(z]-Linksmodul M direkte Summe von r 
zyklischer. Untermoduln N, = (u,), wobei das annullierende Polynom von u, 
gleich g,(z) ist. Wahlt man als K-Basis von N, die Elemente 


Uj, (Z— ajo) My, ---, (2 —Oi2)...(L—aig)u (1 = 1,2, ...,7), 








di 
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so bilden diese r Systeme zusammen eine K-Basis von Mt. Man gewinnt 
dann als entsprechende Matrix 


/A, 0 Ky, l 0 
A, . Xo —i sac 
A* = i. mit A, = T'S. Se 
0 A, 0 oe 


Die Normalform (A*,S) von o nennen wir die Jordansche Normalform. 

Satz 14. Eine halblineare Transformation o = (A, 8) besitzt dann 
und nur dann die Jordansche Normalform, wenn jeder Eigenwert von 
As"~* AS™—" |. A ein Element von k ist 
von K ist. 


, welches Norm eines Elementes 


§ 5. 
Die Matrix 45"~' 49"~-*.. 4. 
Nach Satz 12 sind die Elementarteiler der charakteristischen Matrix 
von C = AS”™~* AS™~* ...A bekannt. Sie sind Polynome in k(y) und 


besitzen die Form (24). Besitzen umgekehrt die Elementarteiler der 
charakteristischen Matrix einer Matrix C von K diese Form, so ist C als 


As"~* A4S"~* |. A darstellbar. Denn alsdann existiert eine Matrix A, 
von K derart, da8 die Elementarteiler von C, = A*"~'...A, gerade mit 


denen von C iibereinstimmen, d.h. daB C = P-'C, P ist. Setzt man 
A= P-*4A,P, so ist C = A™"’...A. 


Satz 15. Dafiir, daB eine Matrix C von K als AS"~' AS"~*...A 
darstellbar ist, ist notwendig und hinreichend, daB die Elementarteiler der 
charakteristischen Matrix von C die im Satz 12 genannte Form besitzen. 

Wir wollen diese Bedingung in einer anderen Form ausdriicken. /[ (z) 
sei ein Polynom aus K*{z]. N/(a) sei die reduzierte Norm von f(z) als 
Element der Algebra K*(x) = (y, K(y),S) tiber k(y) betrachtet, d.h. die 
durch die Hauptgleichung von f(x) definierte Norm. Nf ist ein Polynom 
aus k{y]. Ist /(x) normiert, so ist Nf auch normiert. 

Hilfssatz1l. Sind f(x) und f(x) gleichartige normierte Polynome aus 
K*[z], so ist Nf = Nf. 

Beweis: Da 0/of und 0/of als o = K* {z}-Linksmoduln isomorph sind, 
sind sie auch als k[y]-Moduln isomorph. Die reduzierten Normen der Ideale 
of und of stimmen also iiberein'’). Wegen Nof = (Nf) = Not = (Nf) 
gilt Nf = Nf. 





1%) Fir die Definition der Normen der Ideale vgl. M. Deuring, a. a. O. 
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Hilfssatz 2. a(x) + & sei ein normiertes irreduzibles Polynom aus 
K*{[x). Ist p(y) das durch x(x) teilbare Primpolynom aus k[y], so ist 
N x(z) ply)", wo x die Kapazitét von p(y) bedeutet. Ist x(x) = zg, 
so wt Na(x) = y. 

3eweis: p(y) ist ein Produkt von x zu 2(z) gleichartigen Polynomen. 
Andererseits ist N p(y) = p(y)”. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 
Hilfssatz 1 

Diese Norm l&Bt sich auch einfach folgendermaBen definieren: Man 
bilde fiir ein normiertes Polynom /(z) = a, + 4,2+ ...+a,_,2"~'!+ 2" 


die Matrix 0 l 0 


A= 0 | 
-—-& — &, an—1 


i oe 
die Norm von f(z). Wir bezeichnen jetzt |yZ—C| mit N,f und wir 
zeigen, dab N,/ = Nf ist. Zunichst ist N,/ = N, f, falls f und f gleich- 


Dann ist das charakteristische Polynom |y# — C| von C = 4*” 


artig sind. Denn bedeutet A bzw. A die entsprechende Matrix von f 
bzw. /, so ist wegen der Ahnlichkeit von (A,S) und (4, S) A = PS A P-'. 
Daraus folgt N, f= N,/. Sei f = /,/,; die entsprechenden Matrizen von 
f, ff, seien bzw. A, A,, A,. Dann ist 


( A,| 0 


\1 0} A, |) 


('m dieses zu beweisen, betrachten wir eine halblineare Transformation 
o = (A,S8) von M.- M ist als K*{[z]-Linksmodul zyklisch und besitzt 
das zugehérige Polynom / = /,/,; M (u), fu=0. Wahlt man als 
Sasis von WM die Elemente 





(26) 


Pag, 











FM, BigG, ++, OY "1% & BE, «-.5 BO-*S, 
wo n, bzw. nm, den Grad von /, bzw. f, bedeutet, so wird die entsprechende 
Matrix gleich (26). Daraus folgt N,/,f, = N,/,N,/, unmittelbar. Fir 
ein Zentrumspolynom /(y) ist N,f/(y) = f(y)". Denn dann gilt fiir die 
entsprechende Matrix A 

a 0 


. u 1 
Am" ...4=A®°=2zA.xB,: 4,5 “ 7 | »f(y= Dey’, 


a r=0 
a. Co x C, pay Cn—-1 


wo E,, die Einheitsmatrix vom Grade m ist. Ist p(y) + y ein Prim- 


polynom aus k{y] und 2z(z) ein irreduzibler Teiler von p(y) in K*({z], 
so muB also N, a(x) = p(y)™* sein. Daraus folgt N{ = N,f allgemein. 








4. 


( 
e 
i 


a“ 
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Man erhilt ohne weiteres den folgenden 


Satz 16. Es sei C eine regulire Matriz in k. Dann und nur dann 
ist C gleich AS"~* AS"~*...A mit einer Matrix A in K, wenn jeder 
(primitive) Elementarteiler p(y)? von yE —C At-mal auftritt. Dabei ist 2 
eine natiirliche Zahl und t der Index der einfachen Algebra K*(x)/(p(y)); es 
ist N x(x) = p(y)’ mit einem irreduziblen (normierten) Teiler x (x) von p (y). 

Daraus folgt der 

Satz 17. K_ set ein Galois-Feld und k sei ein Teilkérper von K. 
Oder allgemeiner: k sei ein Kérper, tiber welchem keine nichtkommutative 
Divisionsalgebra existiert, und K sei ein zyklischer Oberkdrper. Zu 
jeder reguliren Matrix C in k gibt es eine Matrix A in K derart, dag 
C = AS"~* AS"~* |... A (m = (K:k)) ist, wobei S einen erzeugenden Auto- 
morphismus von K/k bedeutet. 

Beweis: Denn dann ist K*(zx]/(p(y))((p(y) + y) eine einfache 
Algebra iiber /, besitzt also den Index 1. 

Satz 18. k sei ein algebraischer Zahlkérper endlichen Grades und K 
sei ein zyklischer Oberkérper vom Grade m iiber k. Wenn eine Matrix C 

m 2m 
in k fiir jede Primstelle von K gleich AS nn AS. "3... Ay mit 
emer Matriz Ay in Kg ist, wo mg den Y-Grad von K/k bedeutet, so gibt 
es eine Matrix A in K derart, daB C = AS"~* AS"~* ...A ist. 

Beweis: Es gibt, wie nach der Klassenkérpertheorie wohlbekannt 
ist, ein Primideal $ in K, dessen Relativgrad gleich m ist. Die aus 
Potenzen von y bestehenden Elementarteiler von y# —C geniigen also 
der Bedingung des Satzes 12. Es geniigt zu zeigen, daB die Vielfachheit 
des Elementarteilers p(y)" (p(y) + y) von yZ —C durch den Index der 
Algebra K*[zx]/(p(y)) teilbar ist. Diese Algebra ist iiber dem Kérper 
A = k[y)j(p(y)) normal-einfach und es ist *°) 

(27) K* [2\/(p(y)) ~ (G. K*, Ss»), 

wo y die y enthaltende Klasse von A, K‘ das Kérperkompositum von K 
mit A und S, die niedrigste Potenz von S bedeutet, die in der galois- 
schen Gruppe von K4/A liegt. sei nun eine beliebige (endliche oder 
unendliche) Primstelle von K und p sei die durch } teilbare Primstelle 
von k._ Es sei 


P(Y) = 9, (Y) Gay) --- d(y) 
die Zerlegung von p(y) in irreduzible Faktoren im Koérper k,. Dann ist 
Ko lyl/(qs (y)) + «+ - + Re Lyl/(qe (y)) = oe Ly)/(p (y)) 


A x ky Ag, +... + Ae,, 


2°) Vel. etwa O. Teichmiiller, Verschrankte Produkte mit Normalringen, 
Deutsche Math. 1 (1936), S. 92—102. 
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wo p = J] 4% die Zerlegung von p in A ist. Bedeutet 


K% [zy] = Kg[y] + zp Kg[y] + ... + cys—' Kg [y]; 


rye = y, ted = ASM zy (A € Kg) 


den verschrinkten Polynombereich von zg itiber Ky(2k,) mit dem zu- 
gehérigen Automorphismus S"®, so ist K}(z) ~ K%(zq), also 


K% [x)/(q (y)) ~ Kp [2)/(q(y)) ~ (y, K*, Sade. 
Nach Voraussetzung ist die Vielfachheit des Elementarteilers g (y)*, 
d. h. die von p(y)*, durch den Index von K%[2]/(q(y)), also durch den 
q-Index von (¥, K4, S,) teilbar. Da dies fiir jede Primstelle q von A 
der Fall ist, so ist die Vielfachheit des Elementarteilers p(y)* von 
y&—C darch den Index von (y, K4, S,) selbst, d. h. von K*[z]/(p (y)) 
teilbar. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 6. 
Antilineare Transformation. 

Es sei nun K = Q der Kérper aller komplexen Zahlen und S der 
Ubergang zu den konjugiert-komplexen Zahlen. Die halblineare Trans- 
formation (A, S) heiBt in diesem Fall antilineare Transformation. Q* [z] 
sei der verschriankte Polynombereich mit za = ax(a@ = a‘). /(x) sei ein 
Polynom aus 2* [x]; dann ist {(z) = g(y) + zh(y), wo y = 2* und g(y) 
bzw. h(y) ein Polynom in Q[y] ist. 


N f(x) = (g(y) + zh(y)) @(y) — zh(y)) = 9(y)9(y) — yh(y) Aly) 
ist ein Zentrumspolynom, d. h. ein Polynom von y mit reellen Koeffi- 
zienten: Nf ¢eR{[y]. DaB Nf gerade die im vorigen Paragraphen de- 
finierte Norm ist, kann man leicht bestatigen. 

Hilfssatz. In Q*[2) ist jedes irreduzible Polynom linear oder qua- 
dratisch. Es ist entweder mit —a (a reell und >0) oder mit z?—a 
(a reell-negativ oder komplex) gleichartig. (x — a)? bzw. (x* — a) ist direkt- 
unzerlegbar. i 

Beweis: f(z) sei ein Polynom aus Q*{z]. Nf(z) = J] (y — «,) 


sei die Zerlegung von N/ in Q[y]. Ist « reell und > 0, so ist 


y— a= (xz—a)(z+ a) (a = a*,a > 0). 
Sonst ist z*— «a irreduzibel; denn aus z*— a = (x — B)(x — y) folgt 
B+y7 =0,a= £8. Ist f(z) irreduzibel, so ist es als irreduzibler Teiler 
von N/ entweder mit z—a oder mit z*—« gleichartig. Da’ (x — a)¢ 
bzw. (x* — a)® direkt-unzerlegbar ist, folgt aus Satz 5 unmittelbar. 
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Satz 19"). o = (A, 8) sei eine antilineare Transformation. Man 
kann als normierte Elementarteiler von o die Polynome 
(2 —a,)1, ..., (7 —a,/r; (z* —a,)1,..., (229 —a@,)Ms; 2, ..., wt 
annehmen, wobei a, > 0, % <0 oder = b, + 1b, mit b, > 0 sind. Dem- 
entsprechend besilzt a die Normalform (A*, 8S) derart, dag 
1. das zu (x — a)? (a > 0) entsprechende Kéastchen 
al 0 \ 


9 a ° 
(28) ( ca} 
0 i 


2. das zu (x* — a)" («a < 0 oder komplex) entsprechende Kdsichen 























01 0 
aoj}l 
01 
(29) a 0/1 
l 
01 
0 

















ist. Die Elementarteiler von yE — AA sind 





, srs oF), gl 

(y — at), ...5 (y—a,)", (y—a,),...5 yr 2 4, yt?4,.... 
Diese Normalform (A*, S) wird also bis auf Reihenfolge der Kéastchen 
durch (A, 8) eindeutig bestimmt. Die Vieljachheit des Elementarteilers 
(y — a)" von yE—AA mit reell-negativem « ist gerade. Dann und nur 
dann besitzt (A, S) die Jordansche Normalform, wenn jeder Eigenwert 
von AA reell und nicht-negativ ist. 

Beweis: Jedes direkt-unzerlegbare Polynom in Q*[z] ist entweder 
mit (x — a)?(a > 0) oder mit (z* —a)e¢ (a reell-negativ oder komplex) 
gleichartig, wie man aus dem obigen Hilfssatz unmittelbar sieht. Dem- 
nach besitzen die Elementarteiler von o die im Satz genannte Form. 
Man gewinnt die entsprechende Normalform, indem man als Basis des 
Vektorraumes die Elemente 
u, (ce —a)u,..., (cx —.a)?-1 4 
bzw. 

u, cu, (x? —a)u, z(z*?—a)u,..., (2? — a)“ u, 2(2? — a)“-1 4 


wahlt. Da® die Elementarteiler von yE—AA die im Satz genannte 
Form besitzen, folgt aus Satz 12. 


2!) Vgl. J. Haantjes, a. a. O. 
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Zusatz. Man kann bei der Normalform im letzten Satz statt (29) die 
folgende reelle Matrix annehmen: 




















ec —d 0 
d e{l 
s =e 
(30) qd djl (d > 0); 
| 
c —d 
0 d c 

















dabei ist B = c+ id(d > 0), B =a. Denn die (gewohnlichen) Elementar- 

teiler der charakteristischen Matrix von (30), die wir mit P bezeichnen, 

sind ersichtlich (y — B)", (y— 8)" und die von FP* sind (y — f°)’, 

(y — B*)*, naimlich (y — a)", (y— @)". Bezeichnet man die Matrix (29) 

mit Q, so sind die Elementarteiler von yE —QQ auch gleich (y — a)", 

(y — a)". (P, S) ist also als antilineare Transformation zu (Q, S) ahnlich. 
Hieraus folgt der 


Satz 20. Es sa & = E.a:, (§ = 1, 2,..., n) eine Substitution 


i 1 
der Verdnderlichen &, auf die &,. Man kann durch eine lineare Trans- 
formation der Verdnderlichen die Koeffizientenmatrix zu einer reellen Matriz 
machen. 

Man erhilt ohne Miihe den folgenden 

Satz 21. Eine Matric B in Q ist dann und nur dann gleich AA 
mit einer Matriz A in Q, wenn die (primitiven) Elementarteiler (y — a)? 
von y E — B entweder reell oder paarweise konjugiert komplex sind und 


wre M M 


auBerdem der Bedingung geniigen, daB 

1. die Vielfachheit von (y— a)? mit reell-negativem a eine gerade 
Zahl ist; 

2. y°(o > 1) im Paaren (y*, y*) oder (y*, y*~*) aufiritt. 


§ 7. 
Mit einer halblinearen Transformation vertauschbare 
halblineare Transformationen. 
Wir untersuchen jetzt die mit einer halblinearen Transformation 
o = (A, S) eines Vektorraumes M iiber A vertauschbaren halblinearen 
Trarsformationen, deren zugehérige Automorphismen Potenzen von S sind. 
Hilfssatz. Es gibt eine mit o vertauschbare, nicht-singulére halb- 
lineare Transformation o, von IM mit dem zugehdrigen Automorphismus S. 
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Beweis: Ist o selbst nicht-singulir, so sei o, =o. Andernfalls 
sei M — M* + M die Zerlegung von M, so dab oM* = M* ist und M 
durch eine geniigend hohe Potenz von o annulliert wird. Die halblineare 
Transformation o* bzw. o sei durch o* u = ou* bzw. cu = ou definiert, 
wo u=u*tia; u®EM*, TEM ist. Ohne Beschrankung der All- 
gemeingiiltigkeit kann man annehmen, daB o = (A, S) schon die in Satz 9 
genannte Normalform ist; es ist 


_ (A* ee —” 
A=( 3) mit o = (( o): 5), = (( a) 5): 
Nun sei é = ("): 8), wo t die Dimension von M und E£, die Ein- 
t 
heitsmatrix vom Grade ¢ ist. Da AS=A ist, ist #4 = G2. Die halb- 


* 
lineare Transformation o, = o* +é = ((* E ). s) ist demnach mit 
t 


o = o*+4 vertauschbar und ist ersichtlich nicht-singular, w. z. b. w. 

t sei eine mit o vertauschbare halblineare Transformation mit dem 
zugehérigen Automorphismus S“. Dann ist ro;>“ ein mit o vertausch- 
bare lineare Transformation. Daher wird unsere Untersuchung auf die 
von mit o vertauschbaren linearen Transformationen zuriickgefiihrt. 

Im folgenden beweisen wir**) 

Satz 22. Es seien (q,(Z), Pi2(Z), ---, Pu,(Z)}, @ = 1, 2, ... 9) 
die Elementarteiler der halblinearen Transformation o = (A, 8S) von MT, 
deren Grade hy, Shy, >... jhi, sind. Dann ist die Anzahl der tiber 
dem Invariantenunterkérper k von S linear unabhiingigen, mit o vertausch- 
baren linearen Transformationen von M gleich 


q 
DE (his + Shin + 5s +. + BL — hay, 
i=1 
wobei x, die Kapazitat des zugehérigen Primpolynoms p,(y) bedeutet. 
Satz 23. Fine lineare Transformation B von M ist dann und nur 
dann mit allen mit o = (A, 8S) vertauschbaren linearen Transformationen 
von IM vertauschbar, wenn B ein Polynom von AA‘... AS™~* = o™ mit 
Koeffizienten aus K ist. 
Wir werden die Satze im Falle g = 1 beweisen, da der allgemeine 
Fall leicht auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt werden kann. 
Es sei nun o ein primirer, einreihiger Ring. o ist ein Matrizenring 
iiber einem vollstindig primiren, einreihigen Ring t: 0 = = &;, t. 
iik=1 


#2) Fiir das Folgende vgl. K. Shoda, Uber die mit einer Matrix vertausch- 
baren Matrizen, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 696—712. 
Mathematische Annalen. 115. R 
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[= e,,t+...+ ,,t ist ein minimal regulires Linksideal von o und 
u = DI ist das gréBte nilpotente Unterideal von I, wenn dD das Radikal 
von t bedeutet. Es gibt ein Element c aus t mit })=tc=ct. Ist 
weiter o der kleinste Exponent mit d° = 0, so ist 

[, wu, u®,..., ue—-?, ue = 0 
die einzige Kompositionsreihe von I. 

Es sei M ein endlicher o-Linksmodul. M wird in die direkte Summe 
von zyklischen, direkt unzerlegbaren, zu {| homomorphen Untermoduln 
zerlegt: M=M,+...+M, Me xei/u! = VYelO=l»= e). Dann 
sieht man leicht, daB der M, — M,-Homomorphismenmodul zu 


cee (0 4 "4 cit = ae Sfp" 
isomorph ist. Der Automorphismenring MU von M ist also isomorph zum 
Kongruenzring der Matrizen 


(31) (t, a mod (d"* ), ty a€ _ (0, "-— "s) 


Man kann ferner WM als ein U-Rechtsmodul betrachten. Wir bezeichnen 
dann mit 8 den Automorphismenring des U-Rechtsmoduls M. Ist hier 
etwa », >, >... >», so durchlauft ¢,, in (31) fiir jedes Tt alle 
Elemente von t. Daraus folgt leicht, daB ein Automorphismus des 
W-Rechtsmoduls M schon durch den von ihm bewirkten Automorphismus 
von WW, bestimmt wird. Also ist 8 zum Automorphismenring des 
U-Rechtsmoduls M,, also zum Automorphismenring des t/c"! t-Rechts- 
moduls [/e":{ isomorph. Dieser letzte ist aber zu o/c’: 0 isomorph. 

Jetzt wenden wir diese Betrachtungen auf den Fall von 0 = K*|o] 
und seinem Linksmodul M an. Der Ring KR saimtlicher mit o vertausch- 
barer linearer Transformationen ist dann isomorph zum Automorphismen- 
ring M von M. Nach (31) ist 


(Mk) = (t/d:k)(v, + 3%, + ... + (21—1)»). 
Daraus folgt der Satz 22 mit Leichtigkeit. Weiter ist in diesem Fall 
ci = 0, also 6®~ov. Daraus folgt leicht, daB der Ring S simtlicher 


mit R elementweise vertauschbarer linearer Transformationen von I in o 
enthalten ist. Daher S = K [o™}. 


(Eingegangen am 31. 3. 1937.) 
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Einleitung. 
Die ,,.bekannten*“* Ungleichungen. 

Werden » ebene Eibereiche $,, ..., 8, linear kombiniert, so erscheint 
bekanntlich!) der Flacheninhalt der Linearkombination 8 > 1,8, 

r=] 

(A, > 0) als quadratische Form in den Scharparametern: 
n n ‘ 
Fx Fij= J ZLAASP,, F,.=Ff,.2%: 
“acm i 1 


dabei ist F,,, der gemischte Inhalt der Bereiche 8, und %,, im besonderen 


F, der Inhalt von 8,. Nach dem Satze von Brunn und Minkowski ist VF (A) 
eine konkave Funktion der Parameter /,, d. h. wenn A"? und 4°’ die Gesamt- 
heit zweier Wertsysteme A‘" bzw. A\”) vertreten: 





(1) VF (2, A + 2A”) > a, VF (a) + 2 VF (A) 


(xz, > 0, zr, > 0 fest). Sind A!” >0, A® beliebig und setzen wir 


(2) g(t) = VF(A™ + td), 


*) Auszug aus einer von der philosophischen Fakultat der Universitat Greifswald 
angenommenen Dissertation. 

1) Das hier als bekannt Erwahnte ist auseinandergesetzt bei Bonnesen-Fenchel, 
Theorie der konvexen Kérper, Erg. d. Math. u. ihrer Grenzgeb., Band III, Heft 1, 
Berlin 1934; dort ist auch die den Gegenstand betreffende Literatur zusammen- 
gestellt. 


R* 














116 R. Heine. 





so ist also p(t) eine konkave Funktion, solange 2“ + ¢4° > 0, und die 
zweite Ableitung von g nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 mithin nicht positiv: 


(3) ? (0) S29, 


und umgekehrt, wenn die Differentialungleichung (3) gilt, so ist q(t) eine 
konkave Funktion, solange A‘ + t4®’> 0?). Wir diirfen deshalb die Be- 
dingung (1) unter der Definition (2) durch (3) ersetzen. Nach Ausrechnung 
und Division durch 4 F (0)~ “= geht (3) iiber in: 


4 (FE SAK S SMM Ky (SF F APMP, <0 
a=lr=1 A=lr=t1 “a=ilr=t1 


(A? >0, A beliebig). 

Die Form F (A) ist im Inneren des Grundtetraeders positiv, wenn sie 
nicht identisch verschwindet. Die Gleichung: F (A) = 0 stellt eine Flache 
zweiter Ordnung dar. Die Ungleichung (4) besagt, daB eine Gerade durch 
den Punkt (A"’), der dem Inneren des Grundtetraeders angehért, die Flache 
zweiter Ordnung stets in zwei reellen Punkten schneidet, die auch zusammen- 
fallen diirfen. Die Form F (A) muB8 deshalb fiir n = 4 eine der Signaturen 
haben: . 


Oo +-—-—- +—=—6 +—O6h +666 


Fiir n = 2 und » = 3 gilt Entsprechendes; auch hier hat die Signatur genau 
ein Pluszeichen. Und wenn die Signatur der Form F (A) eine der Gestalten 
(5) hat und F (A) im Inneren des Grundtetraeders nicht negativ ist, gilt 
umgekehrt wieder (3). Deshalb sind die Bedingungen (1) und (5) gleichwertig. 

Die Bedingung (5) besagt*), daB die Hauptunterdeterminanten A, 
der quadratischen Form F einer ,,ausgezeichneten‘’ Numerierung diese und 
jene Vorzeichen haben. Im Fallen = 4 erhalten wir aus (5) die Bedingungen: 


(6) A,=>90, A590, A550, 4,50. 
Und es gibt vier Determinanten A,, sechs Determinanten A,, vier Deter- 
minanten A, und eine Determinante A,. Wir bilden im Hinblick auf das 
folgende die Determinanten A, fiir den Spezialfall: F,, = F,, = 0. Die 
erste der Bedingungen (6) liefert einfach: 

F,,=>9, 
die zweite liefert die Minkowskischen Ungleichungen: 

Fe. z _ Saw 


2) Vgl. Hardy-Littlewood-Pélya, Inequalities, Cambridge 1934, S. 76. 
5) Vul. Kowalewski, Determinanten (Leipzig 1909), S. 234. 
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Die dritte der Bedingungen (6) fiihrt zu den folgenden Ungleichungen: 


F, 
2Fi2 => Prize + Poop 





F 
(7) 2Fy, > Puztt F 


= 227,” 

2P is Fig => Fis Pq, 

2 Fos Fog ]> Poo Pq. 

Endlich erhalt man aus der vierten der Bedingungen (6) die folgende Un- 

gleichung: 
Py Pog P5,— 2 Faq (Pir Pos Poa + Poo P is PF 14) 

(8) — (Pie F3, + Fis Poa + Pia Ps = 0. 
+ 2(Pyo Pig Pog Psat Fish ig Pas Psa + Fis Pia Pas Fos) 

Die Ungleichungen (7) sagen mehr aus als die Minkowskischen Ungleichungen. 

Wir werden die aus (5) fiir die F,, sich ergebenden Bedingungen kurz 
als die ,,bekannten‘‘ Ungleichungen bezeichnen. Dann lautet die dem folgenden 
zugrunde liegende Frage‘): 

Wie muB ein Schema nicht negativer Zahlen F,,, = F,,, (4, v = 1, 2 (3, 4)) 
gegeben werden, damit zwei (drei, vier) Eibereiche existieren, fiir die diese Zahlen 
die gemischten Inhalte sind? 

Diese Frage wird vollstaindig beantwortet fiir zwei und drei Bereiche, 
fiir vier Bereiche aber nur unter der Einschrankung, daB mindestens zwei 
Bereiche den Inhalt Null haben. Es ergibt sich dabei, daB die ,,bekannten“ 
Ungleichungen zwar bei zwei und drei, aber nicht mehr bei vier Bereichen 
hinreichende Bedingungen dafiir sind, daB die Werte F,,, die gemischten 
Inhalte von zwei bzw. drei oder vier Eibereichen sind. 





I. Abschnitt. 


Zwei und drei ebene Ejibereiche’). 


Im Falle n = 2 findet man zu einem Wertetripel (F,,, 7,2, F29), das 
den ,,bekannten“ Ungleichungen geniigt, stets zwei Rechtecke 8, und Bg, 
die das Tripel zu gemischten Inhalten haben. 

Im Falle » = 3 hat man ein Schema von sechs Werten F,,. Jedem 
Bereiche 8 der Linearkombination enfspricht hier ein Punkt im Inneren 
oder auf dem Rande des Grunddreiecks, den drei Grundbereichen entsprechen 
dessen Ecken. F (A) = 0 stellt einen Kegelschnitt dar, der mit dem Grund- 

*) Vgi. Bonnesen-Fenchel, a. a. O., S. 100. 

5) Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind, zum Teil mit anderer Begriindung, 
in der Greifswalder Priifungsarbeit von G. Kittler (1932) abgeleitet worden. 
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dreieck keine inneren Punkte gemeinsam hat, und die Signatur von F (A) 
ist eine der folgenden: 


+, —, 0; +, 0, 0. 


Als Kegelschnitt kommen in Frage eine Ellipse, ein Kreis, ein Paar paralieler 
Geraden oder eine Doppelgerade. Liegen auf dem Kegelschnitt noch nicht 
alle drei Ecken des Grunddreiecks, so dehnen wir dasselbe aus; jedes Dreieck 
ist nimlich enthalten in einem anderen, dessen Ecken saimtlich auf dem 
Kegelschnitt liegen oder, falls der Kegelschnitt eine Doppelgerade ist, in 
einem anderen, dessen eine Seite ganz auf der Doppelgeraden liegt. Gelingt 
es, fiir diesen Spezialfall, daB die Ecken des Grunddreiecks auf dem Kegel- 
schnitt liegen (im Falle der Doppelgeraden zwei von ihnen), das Hinreichend- 
sein der ,,bekannten“ Ungleichungen zu erkennen, so gilt es allgemein fiir 
drei Bereiche (die sich durch Linearkombination mit nicht negativen Koeffi- 
zienten ergeben wiirden). 

Die Aufgabe besteht also darin, drei Strecken zu finden derart, daB 
die drei von ihnen aufgespannten Parallelogramme vorgegebene Inhalte 
(2 F,,, 2 Fy 3, 2 F,3) annehmen, und drei Bereiche, bei denen die gemischten 
Inhalte bis z. B. auf F,, gleich Null sind, wihrend F,, einen gegebenen 
nicht negativen Wert hat. Diese Aufgabe ist aber stets lésbar. Wir sprechen 
daher das Ergebnis aus: 

Ein Schema von drei bzw. sechs nicht negativen Zahlen F,, = F,, 
(u,v 1, 2 (3)), das den ,,bekannten“ Ungleichungen geniigt, kann stets auf- 
gefapt werden als das System von gemischten Inhalten zweier bzw. dreier ebenen 
Eibereiche. 


Il. Abschnitt. 


Vier ebene Ejibereiche, 
von denen mindestens zwei den Inhait Null haben. 


1. 
Alle vier Bereiche haben den Inhalt Null. 


Im Falle n 4 treten zehn gemischte Inhalte auf. Zuniichst sei 
Fy, = Fo. = F33 = Fg, = 0. Dann sind die Grundbereiche vier Strecken, 
die alle vom Ursprung ausgehen mégen. Ihren Endpunkten geben wir die 
Koordinaten (z,, y,) (v = 1, 2,3, 4). Die Linearkombination stellt hier ein 
Achteck dar, das sich aus sechs Parallelogrammen zusammensetzt, deren 
jedes den doppelten gemischten Inhalt zweier Grundstrecken gibt. Setzen wir: 


(9) Pus - z, y, — TyYus 
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so gilt also fiir den gemischten Inhalt F,,,: 
2F,., - | Parl: 
Die p,, geniigen aber einer Identitit: 


(10) Pie Psa + Pis Paz + Pia Pos = 9. 
Mithin miissen die gemischten Inhalte eine der in (11) zusammengefaBten 
Gleichungen befriedigen: 


(11) Pio P sgt Fis Poy t Fig Pos = 0. 


Sind aber Werte F,, gemaB (11) gegeben, so setze man 


us 
Pag =+2F,,, 

so daB (10) gilt; dann gibt es bekanntermaBen immer Werte z,, y,, mit denen 

(9) gilt. Das Bestehen einer der Gleichungen (11) ist also notwendig und hin- 

reichend dafiir, daB es vier ebene Eibereiche gibt mit den zehn Zahlen F,,, 

als gemischten Inhalt«n. 

Vergleichen wir noch die Gleichungen (11) mit den ,,bekannten“ Un- 
gleichungen, so zeigt sich: Die Ungleichungen (7) liefern nichts Bemerkens- 
wertes; (8) sieht hier so aus: 

Fro P 34 r Fis Pee U Fi? is S2(PyoP is Poa Psat Pia Pig Pos P 3s 
F, 3 F, a) Fy F, 4). 
Diese Ungleichung ist erfiillt, wenn (11) gilt, aber das Umgekehrte ist nicht 
immer der Fall. Wir erkennen: 

Ein Schema von zehn nicht negativen Zahlen F,, = F,,, (u, v = 1,2,3,4), 

von denen die vier Zahlen mit gleichen Indizes verschwinden, muf auBer den 


ay 


, bekannten“ Ungleichungen noch einer der Gleichungen (11) gentigen, damit 
sich vier ebene Eibereiche finden lassen, die diese zehn Zahlen zu gemischten 


Inhalten haben. 


9 


Drei Bereiche haben den Inhalt Null. 


In diesem Abschnitt sei F,, = F;, = Fy, = 0. Dann sind die Be-- 
reiche 8,, 8,, 8, wiederum Strecken. Setzen wir voraus, dab F,,, Fo, 
und F,, von Null verschieden sind, so diirfen wir die Strecken B,, B,, B, 
als je um 120° zueinander geneigt annehmen. Ihre Lingen nennen wir bzw. 
l,, 1s und 1, und erhalten die Beziehungen: 


2F.5 = 1,13. 4 3, 
2 F's, = 1, 1,. 4 ¥3, 
2 Faq = 1gl,.3 Y3. 











120 


Man findet daraus: 


F, iF 


Aw” my 





L= 


(A+ uw +v+A; A, u,v = 2, 3, 4). 


Au 


Sle 


Sei ferner 6, (v = 2, 3, 4) die Breite des Bereiches 8, in der zu B, senk- 
rechten Richtung, so gilt: 
2F,,=16, (vy = 2, 3, 4). 


Daraus ergeben sich die Breiten },: 


4 F. 
(12) b, = V3-\/> r ‘Fi, (A+ pm+v+A; Ap,» =2,3, 4). 


Aus den gemischten Inhalten F,,, mit ungleichen Indizes u und yr er- 
geben sich also die Breiten des Bereiches 8, in drei verschiedenen Richtungen; 
der Bereich 8, hat deshalb die Seiten 

eines Breitensechsecks ABCDEF (Fig. 1) 








Pr ts / zu Stiitzgeraden. Die Seiten des Sechsecks 
* / \ laufen paarweise den Strecken B,, 8B, 
it f/m \D { und &, parallel. Wir bezeichnen diese Seiten 
y Fo . —* . 
| / \ / mit z,, ..., % (Fig. 1); dann gelten die Be- 
I; / \ 2; ° 
ss \/ ziehungen: 
<< / 
oe ee | Va a 
| i . h\ (a, + 2,)-4 ¥3 (z3+ 2) 4 V3 = dy, 
/=\ /* \ ’ . 
{ 





(13) (2 + 25): V3 = (x, + 24)-4 V3 = by, 
. \ , (2, + r,):} ¥3 = (24 + a5): ¥3 = by. 
y \ Das Breitensechseck la8t sich aber nur 
bilden, wenn jeweils die Summe zweier 
Breiten nicht klemer ist als die dritte 
Breite. Wir miissen deshalb die gleich- 
zeitige Giiltigkeit der folgenden Ungleichungen fordern, die man mit 
Hilfe von (12) erhalt: 
Pie P sq = PisPog + Pig 2s, 
(14) Pus Pog SP ah sq + Pig Fos, 
Pig Pos SP iP 3, + Fis F oq. 


Fig. 1. 


Sind nun die gemischten Inhalte auBer F,, gemaB (14) gegeben, so ist 
der Wertvorrat von F,, zu ermitteln. Da die Gesamtheit der Bereiche 8, 
mit den Breiten 6, stetig zusammenhingt, ist nur die obere und die untere 
Grenze des Wertvorrats zu suchen. Fiir die Bereiche 8,, die etwa einen 
festen Punkt enthalten, gilt aber wegen der gleichmaBigen Beschranktheit 
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der Hiufungsstellensatz*), und F,, hangt stetig von $8, ab; daher werden 
die Grenzen angenommer. 


Die obere Grenze fiir F,, ist der gréBte Flacheninhalt, den ein Sechseck 
mit den Breiten b, anzunehmen vermag. Das tritt ein bei paarweise gleichen 
Gegenseiten, denn eine Verschiebung zweier Gegenseiten aus dieser Lage 
bei Wahrung ihres Abstandes wiirde zum Sechseck ein kleines Trapez hinzu- 
fiigen, ein gréBeres jedoch fortnehmen. Allgemein besteht das Breiten- 
sechseck aus drei Parallelogrammen und einem gleichseitigen Dreieck (Fig. 1); 
dessen Seitenlinge ist, bei geeigneter Numerierung einschlieBlich des Vor- 
zeichens, gleich 


(15) Zy— 44 = 1 — Te = Tug — % => 0”. 
Allgemein hat das Sechseck den Inhalt: 
S = 43 (xqay + 24% + tg % + 4 (% — 2%)*). 


Im Falle, daB S ein Maximum wird, verschwinden die Differenzen (15); 
mit Hilfe von (13) und (12) errechnen wir den maximalen Wert von S und 
kommen zu der Bedingung: 








(16) Fis 


1 2 Ps, | 2 Po, a P, 
— 3 (Fiery +Kisy FP 19, Fy) 


Welches ist die untere Grenze fiir F,,? Hat der Bereich 8, die Seiten 
des Sechsecks A BCDEF (Fig. 1) zu Stiitzgeraden, so nehmen wir je einen 
Punkt von %, auf den Sechsecksseiten und bilden die konvexe Hiille dieser 
Punkte. Sie ist in 8, enthalten und hat die gleichen Stiitzeigenschaften 
wie %,, jedoch nicht gréBeren Inhalt. Wir ersetzen zunachst 8, durch ein 
solches einbeschriebenes Sechseck. Dessen Inhalt wiederum wird nicht 
vergroBert, wenn man seine Ecken passend in die Ecken des Sechsecks 
ABCDEF verlegt. Der nunmehr reduzierte Bereich mu mit einer be- 
stimmten Ecke des Sechsecks A BCDEF auch spitestens die iibernichste 
Ecke enthalten, da sonst die geforderte Breiteneigenschaft aufgehoben wird. 
Hat er aber drei aufeinanderfolgende Ecken mit dem Sechseck 4A BCDEF 
gemeinsem, so kann die mittlere fortgelassen werden. Daher bleiben fiir die 
Minimumsbetrachtung von F,, lediglich die Trapeze ABDE, BCEF und 
CDFA sowie die Dreiecke ACE und BDF ibrig. 


*) Vgl. Bonnesen-Fenchel, a. a. O., 8. 34. 
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Die Inhalte der Trapeze hangen nur von den Breiten 6, ab und errechnen 


sich zu: 
Tr, po (- Fy 2Fa + Fas Fea + Fig Fos), 
(17) tT, = FR Fie Fes ~ Faz Voc + Fae Pad 
T, = Ft (° Pag Poa + Fas Fae — Fae Fea)- 


Nun betrachten wir z. B. das Dreieck BDF (Fig. 1). Seine Flache ist 
die Differenz der Fliche S und der Dreiecke BCD, DEF, FAB. Der kleinste 
Inhalt, den das Dreieck BDF annehmen kann, kann dann neben den Werten 
T, (17) ebenfalls die untere Grenze fiir F,, sein. Um sie zu finden, ver- 
schieben wir z. B. das Sechsecksseitenpaar von der Breite 6, (Fig. 1) so, 
daB zx, um den Betrag d verkleinert wird. Dann nehmen z, und 2, gleich- 
falls um d ab, 24, z, und zg aber um d zu. Unter Beachtung von (15) findet 
man, daB das Dreieck BDF sich dann um den Betrag : V3 (x, V4 d) 
andert. Wegen y=, (15) ist aber dieser Betrag fiir geniigend kieines d 
negativ, wenn nicht 7, r, ist. Das Dreieck BDF und entsprechend auch 
das Dreieck ACE kénnen mithin nur im Falle gleicher Gegenseiten beim 
Sechseck A BC DEF am kleinsten sein. In diesem Falle haben sie den mini- 


malen Inhalt 


l (Fy, F F,,F Fis f 
8) ) x Leetne «A: atic eee 
(138) l 5 \ Fy; Fo, Ps, 
l r) Ps, 72 Fo ps Fos 
x Pier P, 1 Fisp ri. t+ “ice F,,)° 


der halb so gro ist wie die Flache S im Maximalfall. 

Von den vier Ausdriicken (17) und (18) kann jeder der kleinste sein. 
Das folgt daraus, daB die Trapeze gleichberechtigt sind und der Wert von D 
drei Viertel des arithmetischen Mittels der drei Trapezinhalte ausmacht. 


Somit diirfen wir schreiben: 
(19) F,, > Min (T,, T;, T,; D). 


wo T und D durch (17) bzw. (18) gegeben werden. 

Zum Vergleich mit den ,,bekannten“ Ungleichungen laBt sich sagen: 
(7,) ist hier trivial; die iibrigen Ungleichungen (7) liefern je eine obere Grenze 
fiir F,,, von denen keine kleiner ist als die obere Grenze (16); diese aber 
stimmt mit der durch (8) gegebenen oberen Grenze fiir F,, iiberein, (16) 
ist also keine ,,neue“ Ungleichung 

Die Voraussetzung, daB F,,, F,, und F,, von Null verschieden sind, 
heben wir jetzt auf. Zuniichst sei F;, = 0. Dann sind 8, und %, parallele 
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Strecken, und wir miissen die Proportionalitat fordern: F,, = AF,,(v = 1, 2); 
diese wird aber durch (8) gewiahrleistet. Ist F,, = F,, = 0, so sind entweder 
%,, B, und B, drei parallele Strecken oder $, ist ein Punkt. Dann ist also 
zu fordern, daB entweder F,, oder F,, verschwindet. Beides wird gleichfalls 
durch (8) gewahrleistet. 

Ist F,, = 0, so mu8 eine der unteren Grenzen (17) verschwinden, d. h. es 
mu8 eine der Gleichungen (11) gelten. 

Somit erhalten wir das Ergebnis: 

Ein Schema von zehn nicht negativen Zahlen F,, = F,, (u,v = 1, 2, 3, 4), 
von denen Fy, = Fy, = Fy4 = 0, muB neben den ,,bekannten“ Ungleichungen 
noch den Bedingungen (14) und (19) geniigen, damit sich vier ebene Eibereiche 
finden lassen mit diesen zehn Zahlen als gemischten Inhalten. 


3. 
Zwei Bereiche haben den Inhalt Null. 


Es sei F,, = Fy, = 0. Ist dann F,, = 0, so sind 8, und &, parallele 


Strecken, und es miissen die Proportionalititen bestehen: F,, = ‘F,, 
{vy = 1, 2). Diese Forderung ist aber in der ,,bekannten‘ Ungleichuny (8) 
enthalten. 


Wir setzen im folgenden voraus: 
Fy, > 0. 

Dann sind 8, und %, Strecken, die wir als aufeinander senkrecht annehmen 
diirfen. Von den Lingen /, und /, dieser Strecken ist die eine beliebig positiv 
wahlbar, die andere ergibt sich dann aus der Beziehung: 
(20) Lt, = 2F 4, 
Bezeichnen wir die Breiten von 8, und B, in den zu 8, und %, senkrechten 
Richtungen bzw. mit 6,3, 5,4, 5o3, 524, so gilt: 


15d, 5 2F 3; 
(21) — 2 
3%3 = =/'93; 
Igbag = 2F gy. 


Daraus ergeben sich die Breiten b, , eindeutig,. wenn die obige Wah! von /, 
oder |, vollzogen ist. Die Inhalte F,, und F,, sind nun nicht mehr beliebig 


wahlbar, denn sie diirfen die Inhalte der Breitenrechtecke — 6,, 6,4, bzw. 
bs, bo, — nicht iibertreffen: 

Pag 2 By 
(22) FF 

Fx,e 52 or 
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Im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen wird der gemischte 
Inhalt F,, stehen. Wir werden fragen: Innerhalb welcher Grenzen darf 
F,, gewiahlt werden, wenn die iibrigen F,,, — innerhalb der fiir sie giiltigen 
Schranken — bereits vorgegeben sind, damit sich vier ebene Eibereiche 


finden lassen mit den zehn Zahlen F,,, als gemischten Inhalten ? 


; 
Im Rahmen der Beantwortung der gestellten Frage’) betrachten wir 
jeweils innerhalb einer stetig zusammenhangenden Schar von Bereichpaaren 
nacheinander verschiedene Klassen von Bereichen 8, und $,. Auf die Be- 
reiche einer jeden Klasse iiben wir Abanderungen so aus, daB die Flachen- 
inhalte der Bereiche fest und die verlangten Breiten erhalten bleiben und die 
variierten Bereiche sich von den urspriinglichen um beliebig wenig unter- 
scheiden. Fiihrt eine solche Bereichsabinderung zur VergréSerung oder 
Verkleinerung des gemischten Inhaltes der Bereiche, so ist die obere bzw. 
untere Grenze des gemischten Inhaltes sicher nicht unter den Bereichen 
der jeweils betrachteten Klasse zu suchen. Bei dieser Untersuchung wird 
sich dann je eine Klasse oder ein Typ von Bereichen herausstellen, bei denen 
der gemischte Inhalt sich augenscheinlich nicht vergréBern bzw. verkleinern 
laBt, bei denen er einen bestimmten Wert hat, der leicht angebbar ist. Diese 
Werte des gemischten Inhalts werden dann die Grenzen des Intervalles dar- 
stellen, das den Wertvorrat von F,, in der betreffenden Schar ausmacht, 
wenn alle iibrigen gemischten Inhalte vorgeschrieben sind. 
Zuniichst laBt sich zeigen, daB fiir F,, => 4 b,, 5,4 sich simtliche még- 
lichen Bereiche $, stetig imemander iiberfiihren lassen, wihrend es fiir 
F,, < $5,,5,4 zwei getrennte Scharen 
2, es G von Bereichen 8, gibt, die sich nicht 
stetig miteinander verbinden lassen. 








In diesem Falle ist die eine Schar 
,,laings der Diagonale A,C, orientiert“, 
die andere Schar lings der Diagonale 
Ay 5 4, 4 B,D, (Fig. 2), wenn A,B,C,D, das 
Fig. 2. Breitenrechteck von 8, bedeutet. Fiir 

die Bereiche 8, gilt Entsprechendes. 

Ist nun F,, < }6,,6,, und gleichzeitig F,, << }6,,56,.4 gegeben, so 
gibt es fiir 6, und fiir B, je zwei getrennte Bereichscharen, in der Kom- 
bination beider Bereiche also vier Méglichkeiten. Davon sind aber nur zwei 
Méglichkeiten wesentlich verschieden, weil die Bereiche der einen Schar 
durch Spiegelung in die Bereiche der anderen Schar iibergehen. Fiir den 
gemischten Inhalt gibt es deshalb zwei Scharen des Wertvorrats, die jedenfalls 




















*) Die folgenden Untersuchungen werden hier nur angedeutet. Naheres vgl. in 
der Greifswalder Dissertation gleichen Titels (1937). 
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in gewissen Fallen nicht zusammenhingen, z. B. wenn F,, = F,, = 0. Den 
Wertvorrat von F,,, der zur Linearkombination der lings ,,gekreuzter“ 
Diagonalen (A,C, und B,D, oder B,D, und A,C,) orientierten Bereiche 
gehoért, nennen wir den ,,oberen“, den Wertvorrat von F,., der zur Linear- 
kombination der lings ,,gleichsinniger Diagonalen (4,C, und A,C, oder 
B,D, und B,D,) orientierten Bereiche gehért, den ,,unteren‘‘ Wertvorrat. 

Ist aber z. B. F,, > $5,554, so bilden die danach zulassigen Bereiche 
%, eine stetig zusammenhiangende Schar. Wenn nun auch F,, < } bg bg,4, 
die Bereiche 8, also zwei getrennte Scharen bilden, so gehen diese durch 
Spiegelung ineinander iiber, liefern also mit der einen Schar der Bereiche 8, 
denselben Wertvorrat fiir F, ». 

In Verfolgung der oben (S. 124) gestellten Aufgabe lassen sich zunichst 
durch elementar- und analytisch-geometrische Uberlegungen alle Bereiche, 
die zwischen zwei festen Stiitzgeraden — damit sind letzten Endes die Seiten 
der Breitenrechtecke gemeint — von héchstens drei Geradenstiicken berandet 
werden, zuriickfiihren auf Bereiche, die zwischen den festen Stiitzgeraden nur 
noch je ein einziges Geradenstiick zum Rande haben. Es werden also gewisse 
sechzehneckige Bereiche auf Achtecke zuriickgefiihrt. 

Um sodann allgemeine Bereiche auf Achtecke zuriickzufiihren, beweist 
man den Satz: 

Seien 8, und B, zwei ebene Eibereiche, g,, g. und g,, g, zwei Paare 
gleichsinnig paralleler Stiitzgeraden bzw. in den Punkten A,, B,, Ag, B, 
an die Bereiche (Fig. 3). Dann laBt 
sich unter der Nebenbedingung, da 
die Inhalte von 8, und 8, fest bleiben, 
durch eine Variation der dem Schnitt- 
punkt von g, und g, bzw. g, und g, zu- 
gekehrten Teilbégen A,A, und B,B, 
der Bereiche deren gemischter Inhalt B, 
vergroéBern oder verkleinern, auBer Fig. 3. 
wenn beide Bégen homothetisch sind 
(allenfalls bis auf zusitzliche Geradenstiicke an den Enden der Bégen) 
oder wenn beide Bégen gleichzeitig aus héchstens drei Geradenstiicken 
bestehen. 

Im letztgenannten Falle gehéren die Bereiche aber unter die schon 
erwihnten Sechzehnecke und sind bereits auf Achtecke zuriickgefiihrt. Fiir 
den Fall von homothetischen Bégen A,A, und B, B, ersetzen wir zwecks 
weiterer Untersuchung der Bereiche die von den Verbindungslinien und Bégen 
A,A, und B,B, jeweils eingeschlossenen Segmente durch entsprechend 
inhaltsgleiche homothetische Dreiecke, deren Spitzen auf einem Paar ent- 
sprechender Stiitzgeraden, z.B. den Stiitzgeraden in A, und B,, liegen. 
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Dabei bleiben die Inhalte der Bereiche ungeandert, ebenso auch der gemischte 
Inhalt. Nach dieser Ersetzung haben die Bereiche zwischen den festen Stiitz- 
geraden nur noch ein einziges Geradenstiick als Rand und sind, da im ganzen 
vier feste Stiitzgeraden vorliegen, auf Achtecke zuriickgefiihrt. 

Die noch zu untersuchenden acht- 
eckigen Bereiche 8, und 8, haben 
innerhalb ihrer Breitenrechtecke die 
aus Fig. 4 ersichtliche Gestalt. 











rt Zwischen den Bereichen und den 
L ~~ 8 Breitenrechtecken bleiben einige, ,Zipfel- 
] ; dreiecke“ frei (héchstens je vier). 
in Wir variieren nun diese Zipfeldreiecke 
ry unter Festhaltung der Inhalte von 8, 





Fig. 4. und %,, versuchen aber, deren ge- 
mischten Inhalt zu vergréBern oder 
zu verkleinern. Auch ist es erstrebenswert, mit der Variation médglichst 
weniger Zipfeldreiecke zum Ziele zu kommen. 
Die genauere Untersuchung fiihrt zu folgenden Ergebnissen: 
Der Wertvorrat von F,, war unter den Nebenbedingungen: 
Fy, > 9, 0S Fis? 4, OS Fy, < 27", 


34 34 


Fs; om Fy, = 0 
aufzusuchen. 

Die obere Grenze, erreichbar bei jedem zulissigen Wertepaar (F,,, F >»), 
wird von Bereichen angenommen, die ,,gekreuzte‘‘ Diagonalen der Breiten- 
rechtecke enthalten. Diese Bereiche lassen sich so zeichnen, daB die vor- 
handenen Zipfeldreiecke paarweise kongruent werden und ihre Hypotenusen 
den entsprechenden Diagonalen der Breitenrechtecke parallel sind (vgl. 
Fig. O, der Extremalbereichtafel am Schlu8 der Arbeit). Fiir die angegebenen 
Bereiche hat der gemischte Inhalt den Héchstwert: 


‘ 1 
(23) 0, = F,, (Fy; Fx, + Fi, F 3). 


Sind beide Bereiche kleiner als die Halfte des zugehérigen Breitenrechtecks, 
so laBt sich der gemischte Inhalt nicht vergréBern bei gewissen dreieckigen 
und gewissen viereckigen Bereichpaaren, wie sie aus Fig.0,, und O,, der 
Extremalbereichtafel zu ersehen sind. Die zugehérigen Héchstwerte des 
gemischten Inhalts lauten: 


l Al 
(24) 04 “7 [Fis Foe + FyqFo3—2 V(Pis Fig Fs Poa) (Pos Fes — Foe Fsa))- 





1 y 
(25) O., = r. [Fis Pos + Fy, Pos 
a4 
1 





(2 Fas Fag — Fra Py) (2 Fas Fea — Foo Fa). 


~ 2 Max (Fis kaw Fy 4F 3) 
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Von den Werten (24) und (25) des gemischten Inhalts kann jeder der 
gréBte sein, jeder also die obere Grenze des unteren Wertvorrats vorstellen. 

Die untere Grenze des oberen Wertvorrats mu von Vierecken an- 
genommen werden, die lings ,,gekreuzter‘‘ Diagonalen der Breitenrechtecke 
orientiert sind und aus den Breitenrechtecken paarweise ihnliche Zipfel- 
dreiecke ausschneiden. Man kann sie in die Gestalt von Parallelogrammen 
(Fig. U, der Extremalbereichtafel) bringen. Thr gemischter Inhalt hat den 
Kleinstwert: 


(26) U, = —_ [Fis Fea t+ Fis Pos 

—— oe 

+ WF is Fea + FiaFos)* — 2 [(2F 13 Pia — Fr. P ya) Poe F's4 + (2F 23 Fog — Fae Ppa) Fir Fall: 
Die untere Grenze des unteren bzw. einzigen Wertvorrats von F,, wird von 
Bereichen angenommen, die ,.gleichsinnige‘‘ Diagonalen der Breitenrecht- 
ecke enthalten. Sind die Bereiche ,,geniigend klein“®), so lassen sich beide 
als Parallelogramm darstellen (Fig. U,, 


gemischter Inhalt hat den Kleinstwert 


, , 1 7 . Dp 
(27) Usa = p- | Fis Fea Fy 4F 35). 





der Extremalbereichtafel), und ihr 


Andernfalls laBt sich nur der eine Bereich zu einem Parallelogramm machen, 
der andere ist dann ein Sechseck derart, daB beide Bereiche vier ahnliche 
Zipfel aus den Breitenrechtecken ausschneiden (Fig. U,, der Extremal- 
bereichtafel). Ihr gemischter Inhalt hat dann den Kleinstwert 


7 1 7 , 
(28) Uy, = F,. [Fis Poa + Pia Pes 





— V(2F ys Fig — Fyy Fo) (2 Fes Poa — Fo F34)|: 

Es zeigt sich, daB stets nur der gréBere der beiden Werte (27) und (28) von 
F,, erreichbar ist, wenn die iibrigen gemischten Inhalte schon vorgegeben 
sind. Demnach wird die allgemeine untere Grenze von F,, gegeben durch 
Max (Ll U,,)- 

Der Wertvorrat von F,, laBt sich also folgendermaBen charakterisieren: 

1. Es sind nicht beide Bereiche kleiner als jeweils die Halfte des Breiten- 
rechtecks, es gilt also nicht gleichzeitig: 


Fi, F 7 
Py < his , Poo << 
34 


* 
2a? 


Fy F54 ° 
Fs; 4 R 
dann mu8 F,, der Ungleichung geniigen: 
(29) O, => Fy, =} Max (U,,, U,,). 
2. Beide Bereiche sind kleiner als jeweils die Halfte des Breitenrechtecks: 


F,,F Fy; F; 
F mM 6. <= m. 
11 < ' 3 22 Pus ’ 


8) Naheres vgl. in der Greifswalder Dissertation. 
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(30) O,2F,,20;; 


fille: 
Fi,F 
Fi, = 13 as 


34 


dann mu8 F,, einer der Bedingungen geniigen: 
Max (0, ,,0,,) = Fig =} Max (U 


Die durch (30) gegebenen Wertvorrite von F,, sind nicht immer ge- 
trennt, kénnen es aber sein. Man sieht es ein durch Betrachtung der Grenz- 


2a’ 





U, »)- 


Pye = Fay Fae und Py = Fes = 0. 
34 




















N 











Fig. O,. 





woe nied 














ar 


Der Vergleich mit den ,,bekannten“ Ungleichungen liefert folgendes: 
Die Ungleichungen (22) stimmen iiberein mit den ,,bekannten“ Ungleichungen 
(7,) und (7,); (7,) und (7,) sind nicht hinreichend, denn die durch sie ge- 


lieferten unteren Grenzen fiir F,, iibertreffen U,, und U,, nicht. Die ,,be- 






































Fig. O02 a- 



































Fig. Oa». 






















Fig. U3 a- 


7 
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Fig. Uap. 


Tafel der Extremalbereiche. 


kannte“ Ungleichung (8) reicht auch nicht hin, denn sie liefert eine untere 
und eine obere Grenze fiir F, ,, da sie in F, , quadratisch ist; die untere Grenze 
stimmt mit U,, iiberein, die obere Grenze ist nicht kleiner als 0). 
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Fiir F,, = 0 gehen aus (29) und (30) die Ungleichungen des Abschnitts 2 
hervor; man mu8 nur (29) und (30) nach F,, auflésen. Dabei entsteht (16) 
aus: F,, => U,,, (19) aus den Ungleichungen fiir U,, O,,, und O,,, (14) aus 
den Ungleichungen fiir O, und U,,. Fiir F,,; = Fz, = 0 erhalt man die 
Gleichungen (11). 

Das Ergebnis des Abschnitts 3 und damit der ganzen Arbeit laBt sich 
in die Worte kleiden: 

Ein Schema von zehn nicht negativen Zahlen F,, = F,,, (u, ¥ = 1, 2, 3, 4), 
von denen F,, = Fy, = 0, das den ,,bekannten‘’ Ungleichungen geniigt, lapt 
sich als System der gemischten Inhalte von vier ebenen Eibereichen dann und 
nur dann auffassen, wenn es (fiir F,4 > 0) noch den Ungleichungen (29) bzw. 
(30) gentigt, wo die Werte O,, O,,,0,,, Uy, Us, Ug, bzw. durch (23), (24), 
(25), (26), (27), (28) gegeben sind. 


(Eingegangen am 5. 7. 1937.) 
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Zur Theorie der konvexen Kérper: 
Die Monotonie des Ausdrucks j hig)de +h’ (¢). 


Von 


Rudolf Heine in Ballenstedt (Harz).*) 


In der Literatur ist anscheinend noch nicht auf die Monotonie des Aus- 
drucks { h (g) dq + h'(q) hingewiesen worden, wo h(g) die Stiitzfunktion 
eines ebenen Eibereiches und h'(@) ihre Ableitung darstellt. Wir zeigen, 
daB diese Monotonie notwendig und hinreichend dafiir ist, daB h(q) Stiitz- 
funktion eines ebenen Eibereiches ist. 


1, Notwendigkeit. 
Es sei h(q) Stiitzfunktion eines ebenen Eibereiches und 


P 4 
1 < 2 < Mit s- 


Voraussetzung und Behauptung sind invariant gegen eine Transformation, 
die h(q) iiberfiihrt in 4 (g) + «cos w + fsin yg. Deshalb diirfen wir ohne 
Beschriinkung der Allgemeinheit voraussetzen: h’(q,) = h’ (qs) = 0, d.h. 
, die“ Normalen zu m, und @, schneiden sich im Ursprung. Allerdings miissen 
wir vorher festsetzen: Liegt der Punkt (z, y) in einer Ecke des Eibereich- 
randes, so werde eine Stiitzgerade durch diese Ecke willkiirlich gewihlt und 
das zugehérige Argument @ als dasjenige des Punktes (z, y) angesehen. 
Liegt der Punkt (z, y) auf einem Geradenstiick des Eibereichrandes, so 
schreiben wir ihm einen bestimmten Wert der Ableitung h’(q) zu, der zwischen 
der vorderen und der hinteren Ableitung der Stiitzfunktion an der zum 
Geradenstiick gehérigen Stelle (q) liegt, denn h’(q) macht hier einen Sprung; 
die Zuordnung geschehe so, daB auch auf dem Geradenstiick fiir die recht- 
winkligen Koordinaten (z, y) die bekannten Beziehungen gelten: 

f= h (@) cos q h’(q) sin q; 

y=h (p) sin g h' (p) cos @p. 

Nun gehért der Punkt (h(¢,) cos g,,h(@,)sing,) (vy = 1,2) dem 

Kibereich an; daher ist h(@,) cos(g— 7,) SA(—). Z. B. ist 


h (py) 608 (%2 — G1) SA (G2), 4 (72) cos (py — He) S (91), 
also h(y,) >0 (vy = 1, 2). 
*) Anhang der von der philosophischen Fakultét der Universitat Greifswald 


angenommenen Dissertation: Der Wertvorrat der gemischten Inhalte von zwei, 
drei und vier ebenen Eibereichen. 
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Ferner ist fiir 9, < 9 S 92: 


R h (9) cos (y — 91) SA (¢), also h(y) > 0. 
Daher ist auch 


¢ 
fkipap eo, 
1 


und wegen h’(g,) = 0 (» = 1, 2) folglich auch 


(fh dt + W (pre = 0, 
womit die Monotonie bewiesen ist. Und sie gilt nicht nur fiir das g-Intervall, 
fiir das sie bewiesen wurde, sondern dann ganz allgemein. 


2. Hinreichendsein, 
Es sei 
9 
H (9) = {h (t) dt + h’(~) monoton (nicht abnehmend). 
Ferner sei 
t(~)=h(y)cosp—h'(p)sing, y(y) = h(y) sing + h’(¢) cos g. 


Dann wird 
%(p) cos Po + ¥ (Y) SIN Po — A (Go) 
= [h (yp) cos (y — yo) —h’(y) sin (y — po) =, 


y 
= {[—A (yp) sin (py — 90) dy —sin (yp — 9») dh’ (y)] 


fo 
= — {ein (y — o) dH (y). 
fo 


Dieses Integral ist nicht positiv, wenn | ~ — go| <2. Das bedeutet: Der 
Punkt (x(q), y(@)) liegt fiir jedes gy) in der Halbebene: 


COS Po + Y¥ SIN Yo Sh (Gp). 
Die Gerade: 2 cos y + ysin g = h(¢) enthilt also den Punkt (x(q), y (¢)) 
des Durchschnitts $ jener Halbebenen, ist also Stiitzgerade und A (q@) 
Stiitzfunktion von 8, womit das verlangte Hinreichendsein bewiesen ist. 
Damit ist die Richtigkeit der eingangs gestellten Monotoniebehauptung 


erwiesen; der monotone Ausdruck fh(p)dg + h'(q) stellt iibrigens die 
Bogenlinge des Eibereichrandes dar. 


(Eingegangen am 5. 7. 1937.) 











Bemerkung 
iiber die gemischten Inhalte in vier Dimensionen. 


Von 
Hellmuth Kneser in Greifswald. 


Die vorstehende Arbeit von R. Heine ist ein Beitrag zu der all- 
3 . FS m+n—l1 

gemeinen Frage, welche Wertsysteme iiberhaupt von den ( Me ) ge- 
mischten Inhaltea von m konvexen Kérpern im »-dimensionalen Raume 
angenommen werden. Die bisher bekannten') Beschrinkungen des Wert- 
bereichs sind die Eigenschaft der gemischten Inhalte, nicht negativ zu sein, 
und diejenigen, die sich aus dem Brunn-Minkowskischen Satze ergeben. 
Ein Teilergebnis von R. Heine ist, daB diese bekannten Beschrinkungen 


im Falle m t, n = 2, bei vier ebenen Bereichen, nicht die einzigen sind. 
Das entsprechende beweise ich hier im Falle m = 2, » = 4, bei zwei vier- 
dimensionalen konvexen K6rpern. 
Sind Vy, ..., V4 die gemischten Inhalte der Kérper 2 und M, ist also 
V=ViA+4V, Pu + 60,2 yp? +40V,Ap8 + Vat 


fir 4 >0, « >O der Inhalt der Linearkombination 22 + ~M, so sind 
die bekannten Ungleichungen V, > 0 und 
l 


eV ev av \3 
a= (Se iy (arax) ) =° 420, u>0). 


Wir beschrinken uns nun auf den Fall, daB 2 und M den Inhalt Null 
haben, setzen also V, = V, = 0; dann ist 


H —(V,2#— Vyp?? —2V,V,4 we —3 0322 vu? —2V,V,A 23, 
also H = 0 eine Folge von V, >0. Die Korper 2 und M liegen in zwei 
Uberebenen. Sind diese nicht parallel — sonst haben wir den trivialen Fall 


Vo = Vi, =... = V4 = 0 —, so wihlen wir die Koordinaten z, y, z, t so, 
da8 2 und M durch 

2: axr=sb, y=0, (2,t) im &,, 

M: z=0, exysd, (2,t) mM, 


1) Bis auf die kurzen Mitteilungen bei Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen 
Korper, Ergebn. d. Math. u. ihrer Grenzgeb. 3, Heft 1 (1934), S. 100, 102. 
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gegeben sind. Dabei sind £2, und Mt, ebene, nicht leere, von x bzw. y ab- 
hiangige konvexe Bereiche. Sie biiden konvexe Scharen, d. h. 

(1) fir OS tr Xl ist 2, , 4 _4,, enthalten in r2, + (1 —1) 2, 
und 
R,,,+a-oy, 2 TM, + (1 — 2) MR,,. 


Sind daher f(z), g(x, y) und h(y) die gemischten Inhalte von 2, und M,, 
also 4? { + 2Aug + y*h der Inhalt von AL, + uM, so gilt: 


(2) die Funktionen Y/(z) und yh (y) sind nach oben konvex. 


Der Satz von Brunn und Minkowski ergibt ferner 


(3) g (x, y) => Vi (x) h (y). 


Der K6rper AL + uM enthilt — bei positivem 2 und u — die Punkte 
(X, Y,Z, 7) mit 


4a@SXS1b, pol Y Sud, (Z,T) im ALy, + uMy,; 


sein Inhalt ist also 


Ab ad 
V = ax [dy (af (X/a) + 2 aug (X/A, ¥/u) + 2h (Yu) 
ia ue 


b d 
= Ap | dxf dy (f(x) + 2Aug (x, y) + 2h (y)), 
d.h. es ist 
l b 1 bd 1 d 
Y= 7 —e) | t(x)dz, Ww=5 fo(z,y)dady, V3= 7 (b — a) { h(y)dy. 
Aus (3) folgt 


b d 
(4) Vi=q) Wade | vay) dy. 


Nun gilt aber der folgende Hilfssatz, dessen Beweis wir am Ende nachtragen: 
Ist p(x) fir «x cB eine nicht negative, nach oben konvexe Funk- 
tion, so ist 


(—a)f pera < $(Je@ae) 


und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn p aus zwei linearen Stiicken zwischen 
den Werten (a) = p(f) = 0 besteht, von denen eines auch fehlen kann. 
Im Hinblick auf (4) und die Werte von V, und V, ergibt er 
(5) ViVssVy. 
Diese Ungleichung folgt nicht aus den bisher bekannten. 
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Wann kann in (5) das Gleichheitszeichen gelten? Da /, g und h stetig 
sind, mu8 es dann durchweg in (3) gelten, d.h. 2, und M, miissen immer 
homothetisch sein. Weiter ‘muB es auch bei der Anwendung des Hilfssatzes 


auf Vf und Va gelten, d.h. diese Funktionen miissen vom Werte 0 bis zu 
einem Héchstwert linear anwachsen und dann linear zu Null abnehmen, oder 
linear und am einen Ende gleich Null sein. Das heibt aber: 

In (5) gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn die konvexen Kérper 2 und M 
einfache oder Doppelkegel auf homothetischen ebenen Eibereichen als Grund- 
jlachen sind, oder wenn sie in parallelen Uberebenen liegen.. 

Beweis des Hilfssatzes. Hinzufiigen fester Faktoren zu z und 
andert die Behauptung nicht, und fiir g = 0 gilt der Satz. Wir diirfen daher 

B 


B—e=1, | p(a)dz =1 


annehmen. Sei M der gréBte Wert von g, und fir 0 u=<M sei yp (u) 
die Lange der Strecke, auf der g(x) > u ist. Dann ist p eine nach oben 
konvexe, nicht zunehmende Funktion und y (0) = 1. Ferner ist M <2, und 
= 

2 

dann und nur dann, wenn @ von der im zweiten Teil des Hilfssatzes an- 
gegebenen Art ist. SchlieBlich ist 

M ; 


{ y(u)du = | p(2)dz =1, 


M=2, yp(u) = y(u) =1— 


P x 

| p(x dz = 2) uy(u)du. 
Ist nun y von w, verschieden und setzen wir y = 0 fiir u > M, so ist 
y(u) > yo(u) fir O< u<p und y(u)< y,(u) fir p< xr<M mit 


einem bestimmten p zwischen 0 und M. Daher ist 


0<f(p—u)(v(u) — yo(u)) du 
M 2 2 
(J y (u) du—f yo (ts) du) + «(yo (u) — y (u)) du 
M 


2 fu yp (u) du, 


0 


M 


(B —a)? | p(z/Pdz = 2 { up(u)du< 


a 


3 
~Z 
wie der Hilfssatz behauptet. 
[Zusatz bei der Druckprobe, Oktober 1937.] Da die vorstehende 
Bemerkung nur ein Seitenstiick zu der Arbeit von R. Heine darstellt, wurde 
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ihre Veréffentlichung auf meinen Wunsch aufgeschoben, bis der in diesem 
Heft enthaltene Auszug aus der Heineschen Dissertation fertiggestellt 
war, was aus duBeren Griinden laingere Zeit dauerte. Inzwischen erschien 
eine Note von W. Fenchel (C. R. Paris 203, 12. 10. 1936), in der dieser 
die allgemeine Ungleichung 

(6) Vias.. n Voes. n = Viss...0 

behauptet und den Beweis andeutet. Wenn dieser Beweis veréffentlicht 
sein wird, wird das Hauptergebnis (5) meiner Bemerkung darin enthalten 
sein und diese sich nur noch darin auszeichnen, daB in unserem Sonderfall 
genau angegeben werden kann, wann Gleichheit besteht. Dagegen ist von 
den neuen Ergebnissen von R. Heine keines in (6) enthalten. 


(Eingegangen am 17. 3. 1936.) 














Zum Anfangswertproblem der Gravitationsgleichungen. 
Von 
Karl Stellmacher in Géttingen *). 


Im folgenden wird fiir die Lésungen der Feldgleichungen der allgemeirien 
Relativititstheorie gezeigt, daB sie die Eigenschaft besitzen, in einem Welt- 
punkt P nur von demjenigen Teil der iibrigen Welt abzuhingen, der innerhalb 
der in P zu denkenden Zeitscheide liegt. 

Andert man also die ZustandsgréBen auBerhalb der Zeitscheide, so werden 
diese GréBen in P ihren Wert beibehalten bzw. durch Transformation in die 
alten iiberfiihrbar sein. 


1. 

In der Relativitatstheorie definiert man: Ein Weltpunkt P ist ,,friiher“ +) 
als ein Weltpunkt Q, falls P und Q durch eine iiberall zeitartige Linie mit- 
einander verbunden werden kénnen und falls zu Q ein gréBerer Wert der 
x°-Koordinate gehért als zu P. 

,,Gleichzeitig’’ werden zwei Punkte genannt, die durch eine iiberall 
raumartige Linie verbunden werden kénnen. 

Durch diese Definitionen ist der Welt ein gewisser Kausalzusammenhang 
aufgepriigt. Man wird namlich verlangen miissen, daB bei einer Gleichzeitig- 
keit kein Wirkungszusammenhang besteht. 

Der Wert einer ZustandsgréBe in einem Weltpunkte P kann also nur 
von solchen Weltpunkten abhingen, mit denen P durch iiberall zeitartige 
Linien verbunden werden kann; d.h. nur von den Punkten, die im Innern 
der in P konstruierten Zeitscheide liegen, und zwar in dem Teil, der in die 
Vergangenheit gerichtet ist. Es diirfen sich also alle Feldwirkungen héchstens 
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. 

Der Wirkungszusammenhang wird jedoch unabhingig von diesen De- 
finitionen festgelegt durch gewisse partielle Differentialgleichungen fiir die 
physikalischen ZustandsgréBen. 


*) Diese Arbeit ist ein Teil einer von der Math.-naturwissenschaftl. Fakultat 
der Universitat Géttingen angenommenen Dissertation. Die Anregung gab mir Herr 
Professor Friedrichs. Ich bin ihm hierfiir und fir sein férderndes Interesse zu herzlichem 
Dank verpflichtet. 

1) Siehe Hilbert, Math. Annalen 92, S. 11ff. — Ges. Abh. Bd. III, S. 268 ff. 
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Es erhebt sich daher die Frage, ob der Wirkungszusammenhang, der 
durch die Feldgleichungen festgelegt ist, iibereinstimmt mit dem Wirkungs- 
zusammenhang, der der Welt durch die Einfiihrung der indefiniten Metrik 
aufgezwungen ist. 

Im Falle der speziellen Relativitatstheorie weiS man von den Maxwell- 
Lorentzschen Gleichungen, da8 sie fiir die elektromagnetische Feldstirke den 
richtigen Wirkungszusammenhang liefern. 

Stellt man namlich das Cauchysche Anfangswertproblem, d. h. gibt man 
die Feldstirke zu einer gewissen Zeit z° = 0 vor, so hingt ihr Wert in einem 
spiiteren Weltpunkte P nur ab von demjenigen Teil der Anfangswerte, der 
durch den in P zu konstruierenden charakteristischen Kegel dieses Gleichungs- 
systems aus der Anfangsfliche ausgeschnitten wird; der charakteristische 
Kegel fallt mit der Zeitscheide zusammen. Hier erscheint der geforderte 
Wirkungszusammenhang als eine ganz besondere Eigenschaft einer Lésung 
der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen. 

Auch im Falle der allgemeinen Relativitatstheorie miissen wir unter- 
suchen, ob die Feldgleichungen und insbesondere die Gravitationsgleichungen 
die entsprechende Eigenschaft besitzen, nur von einem Teil der Anfangswerte 
abzuhingen. 

Diese Fragestellung ist schon mehrmals aufgeworfen worden. Zunichst 
war es Einstein, der fiir schwach gravitierende Felder das Problem in erster 
Naherung erledigte?). 

Ferner wurde von Vessiot*) gezeigt, daB der charakteristische Kegel der 
Gravitationsgleichungen mit der Zeitscheide zusammenfallt, d.h. da8 alle 
Unstetigkeiten von Ableitungen zweiter und héherer Ordnung der Feld- 
komponenten sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, wofern diese 
Singularitaten nicht wegtransformierbar sind, und wofern die entsprechenden 
Ableitungen niederer Ordnung an der betreffenden Stelle stetig sind. 

Einen weiteren Schritt zur Erledigung des Problems tat de Donder*), der 
das von Einstein fiir schwache Felder benutzte Koordinatensystem auf den 
Fall beliebiger Gravitationsfelder iibertrug; in einem solchen Koordinaten- 
system nehmen die Gravitationsgleichungen eine derartige Form an, daB eine 
Ausbreitung der Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit und die richtige 
Kausalstruktur der Welt schon sehr plausibel werden. (Dieses Koordinaten- 
system werden wir dem einen unserer beiden Beweise zugrunde legen. Niheres 
dariiber s. in Kapitel 3.) 


2) Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1916, S. 688, und 1918, S. 154; siehe dazu die Be- 
merkungen und Bedenken von Eddington, Relativitaétstheorie in math. Behandlung 
(Berlin 1925), § 57. 

8) Compt. rend. 166 (1918); siehe hierzu auch Levi-Civita, Atti d. Linc. 11 (1930), 8.1. 

*) La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S. 40—41. 
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(In nicht so direktem Zusammenhang mit der vorliegenden Fragestellung 
stehen die beriihmten Hilbertschen Untersuchungen zum Kausalitits- 
problem ). Es wird dort gemi8 dem Theorem von Cauchy-Kowalewsky ge- 
zeigt, daB die auf einer raumartigen Anfangsmannigfaltigkeit analytisch vor- 
zugebenden Werte der Feldkomponenten nebst deren ersten Ableitungen in 
der Umgebung der Anfangsflache bis auf Transformationen eindeutig eine ana- 
lytische Lésung induzieren. 

Die Fragestellung, die uns interessiert, wird dabei jedoch kaum beriihrt, 
da iiber das Abhiangigkeitegebiet der Lésung nichts ausgesagt wird, und auf 
Grund der Methode von Cauchy-Kowalewsky wohl prinzipiell nicht ausgesagt 
werden kann. Auch ist die Eindeutigkeit insofern nicht garantiert, als der 
Fall denkbar ist, daB ein zweites nicht analytisches Lésungssystem existiert.) 

Demgegeniiber werden wir den Beweis dafiir fiihren, daB sich Feld- 
wirkungen héchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, und zwar werden 
wir zwei Fille behandeln; 1. beliebige elektrische und gravitierende Felder im 
leeren Raum, 2. reine Gravitationsfelder, die stetig verteilter Materie iiber- 
lagert sind. 

2. 


Die Durchfiihrung unseres Beweises fiir die Giiltigkeit des Kausalitats- 
postulates gelingt auf Grund der Anwendung einer Methode, die von Friedrichs 
und Lewy stammt*). 

Wir beweisen zunichst als Hilfssatz, daB das Eindeutigkeitstheorem von 
Friedrichs und Lewy sich ohne Schwierigkeit auf den Fall einer beliebigen 
nicht mehr notwendig linearen hyperbolischen Differentialgleichung iiber- 
tragen laBt, indem wir gleichzeitig kurz den Gedankengang des Friedrichs- 
Lewyschen Beweises wiederholen. Es soll also gezeigt werden, daB der Wert 
der Lésung einer vorgegebenen Differentialgleichung von totalhyperbolischem 
Charakter nur von demjenigen Teil der Anfangswerte abhingt, der durch das 
in P zu konstruierende charakteristische Konoid aus der Anfangsfliche aus- 
geschnitten wird. 

Vorgelegt sei eine Gleichung vom Typ’): 


= Fu 
(1) L[{u] =a uj, +f = 0 (un =“). 
a —— Oz dz 

5) Siehe die in FuBn. *) zit. Arbeit. 

®) Math. Annalen 98, S. 192ff. 

”) Man iibersieht leicht, daB die vorliegende einfache Verallgemeinerung sich auch 
auf den Fall iibertragen 14Bt, daB eine beliebige Differentialgleichung allgemeinster 
Form F (u) = 0 vorgelegt ist. Es lassen sich dann namlich die Uberlegungen bei 
entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen auf die differenzierte Gleichung 
oF OF 
— = —— tl. 
a x Ou, , iko 
Fundam. Mathem. 34 (1935), S. 213. 


+ W=0 anwenden. Siehe hierzu die Arbeit von Schauder, 
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In einem Gebiet G, das einen Teil der Anfangsfliche A enthilt, seien a‘* 
und / stetig differenzierbare Funktionen der vier unabhingigen Verinder- 
lichen z', sowie von « und seinen ersten Ableitungen, den u,;. Die Gleichung (1) 
soll fiir eine gewisse vorgegebene Lésung u totalhyperbolisch sein, d. h. die 
zu a‘* gehérige quadratische Form soll den Index (———-+-) besitzen; 
ferner sollen sich die a‘* kontravariant transformieren, und es soll das Ko- 
ordinatensystem so gewiahlt sein, daB die Bedingungen der Raumartigkeit 
erfiillt sind: 
gil ql? qi3 
(2) q®® > 0, a2) q22 q23 < 0 
a?! q32 q33 


Dann ist offenbar die Matrix (a‘*) (i,k = 1, 2,3) nicht ausgeartet negativ 
definit; denn die Diskriminante der Form ist nach Voraussetzung nezativ, 
so daB nur die Trigheitsindizes (+ + —) oder (———) méglich sind. Da 
aber nach Voraussetzung nur ein positives Vorzeichen auftreten kann, so 
folgt die Behauptung. 

Innerhalb des Gebietes G mége eine wohlbestimmte zweite Lésung ix) 
der Differentialgleichung (1) gegeben sein, die auf emer raumartigen®) Anfangs- 
mannigfaltigkeit A hinsichtlich ihres Wertes sowie der Werte der ersten Ab- 
leitungen mit der Lésung wu iibereinstimmt. @ sei in G nebst seinen Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung nach oben beschrinkt; ebenso natiirlich uw: 


|, ||, |eecel, [ae], | tl, | ty] <a i,k = 0, 1, 2, 3. 


? 
| 


M ist eine feste wohlbestimmte Zahl. Es gilt also auch: 


Liu] a’* Ui k 5 ig } 0 


’ 


wo a’* und / die Funktionen a‘*, f bedeuten, nachdem in ihnen wu nebst Ab- 
leitungen durch @ und seine Ableitungen ersetzt ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen gilt der 


Satz. Innerhalb ewnes noch zu bestimmenden Nachbargebietes von A sind 
beide Lésungen identisch. 
Zum Beweise bilden wir L (u) — L (a): 


at* (tin — thin) + thn (a"* — a) + (f —f) = 0. 
Setze ich jetzt: ' 
“e-—u =v 


> 
u —% Vi, 


Uin — Vin = Vix» 








5) DaB wir eine bestimmte zweite Lésung ins Auge fassen, darin liegt das Neue 
gegeniiber Friedrichs und Lewy. 
®) Sei A die Flache f = const.. So nennt man / raumartig, falls 
sx Of Of 
oCo—— 
da! Ox 
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so bekomme ich eine in v lineare und homogene Differentialgleichung mit 
verschwindenden Anfangswerten auf A: 


a fg) 2 ata 
fe = Fa + 5 








Ou 
3 ik be le | =0 vd ; 
(3) a* Un + OP v, + cv dee da'*(u)-~ =, Af (u) 
- Ou “ik Ou 
stu. 


Von jetzt ab kénnen wir die Uberlegungen von Friedrichs und Lewy (insbe- 
sondere |. c. Kapitel 4) ohne weiteres iibertragen. 

Man konstruiere in einem Punkte P innerhalb von G den charakteristischen 
Kegel B, von dem wir die vereinfachende Voraussetzung machen, daB er mit 
der Anfangsflache A zusammen ein einfach zusammenhingendes Gebiet G’ 
definiert; dieses Gebiet soll ganz innerhalb von G liegen. B schneide aus A 
einen ebenfalls einfach zusammenhingenden Bereich A’ aus. Ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ferner an, A sei die Fliche z® = 0 
(s. Fig. 1). 

Wir denken dann das Kegelinnere ausgefiillt mit der Flaichenschar 
2° = const, die wir im Innern von G’ als raumartig voraussetzen. Durch 





Fig. 1. 


we 


Integration der mit vy multiplizierten Gleichung (3) iiber ein Gebiet G’’, das 
begrenzt wird von A’, 2? =c > O und B’, gewinnt man die Gleichung 


(4) {ff (a'*v,, + B&v, + cv)o,dt = 0. 
a” 


Der Integrand la8t sich darstellen als eine Divergenz vermehrt um eine 
quadratische Form der ersten Ableitungen von v sowie von v selbst: 


J[f lo eve — d(oemaJde = [ff Q(r, oy dr. 


a’ G 
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Die linke Seite wird nach dem GauSschen Satz in ein Oberflichenintegral 
umgeformt : 


[fa (v0 Fe— dom deo = | 


0” 


j Q (v;, v) dr. 


« 


Die &; bedeuten die Richtungscosinus der nach innen weisenden Normalen. 
Der iiber A’ zu erstreckende Anteil des Oberflaichenintegrals verschwindet ; der 
iibrige Teil zerfallt in ein Oberflichenintegral iiber einen Streifen M’ des 
Mantels des Konoids M und in ein Oberflichenintegral iiber das Gebiet C 
der Fliche z® = c. Wir formen den Integranden des Oberflichenintegrals um 
und erhalten: 


*. 


R 0a Ss on 2 Ts ( 

<< \\z [a‘* (v; es U9 §;) (UF — Vp Fx) a alk &, E, uj ]dw = | | Q(v,,v)dr 
C4 Vv “a ° 

Links unter dem Oberflichenintegral haben wir offenbar, da auf C & = 6° 

und daher a’* é, é, a®® jst, als Integranden des Anteils iiber C eine 


nicht ausgeartet negativ definite Form der siimtlichen ersten Ableitungen 
von v, wihrend der Integrand des iiber M’ zu erstreckenden Anteiles sicher 
nicht negativ wird, da auf M a‘* é,&, = 0 ist. Indem wir diesen letzteren 
Anteil unterdriicken, kénnen wir offenbar abschitzen: 


{[ Peedo < Dif[(Lo?+e°)dr SE [ff Lv} dr. 


G G"’ 
E und D sind Konstante, die nicht von der Wahl des Parameters c abhingen”), 
Durch Integration der Ungleichung nach z® von 2° = 0 bis x® = ¢ erhilt 
man schlieBlich: 
({{ Suede < cE ((( Lu? dr. 


Wahlt man nun c < 1/E, so folgt offenbar v = 0 innerhalb von @”. 


Indem ich nun mit dem eben angegebenen Beweisverfahren stiickweise 
weiter fortschreite von der Fliche 2° =c bis zur Fliche x® =c’, dann 
von ¢’ bis e” und so fort, kann ich schlieBlich bis zur Spitze P des charak- 
teristischen Kegels vordringen, da man fiir £ von vornherein eine Abschitzung 
angeben kann, die gleichmabig fiir jeden Gebietsstreifen zwischen 2° = c'” 
und z® = c"*” gilt, wie auch immer diese beiden positiven Konstanten ec” 
und c”*” gewaihlt werden mégen (solange nur ¢ < ¢ (/’)). 

Danach haben wir den folgenden Satz bewiesen: Jede innerhalb und auf 
dem Rande von G’ zweimal stetig differenzierbare Funktion @, die dort nebst 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung beschriinkt ist, und die im 


10) Naheres siehe in der Originalarbeit. 
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Teilgebiet A’ der Anfangsfliche A (einschlieBlich des Randes) nebst ihren 
ersten Ableitungen mit u iibereinstimmt, ist innerhalb von G’ mit u identisch. 

Daher folgt auch: u(P) andert sich nicht, wenn beliebige Anderungen 
der Anfangswerte auf A auBerhalb von A’ vorgenommen werden. 


3. 


Um diese Methode auf die Gravitationsgleichungen anwenden zu kénnen, 
benutzen wir ein Koordinatensystem, in welchem die Gravitationsgleichungen 
wesentlich vereinfacht erscheinen hinsichtlich derjenigen Anteile, in denen 
zweite Ableitungen der g, nach den Koordinaten auftreten. 

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des von Einstein bei der 
Integration nicht stationarer schwacher metrischer Felder benutzten Koordi- 
natensystems. 

(Die Méglichkeit eines solchen Koordinatensystems ist zuerst entdeckt 
worden von de Donder™); Lanczos?) hat es unabhangig davon etwas spiter 
ebenfalls gefunden und den zu erfiillenden Gleichungen eine besonders 
elegante und pragnante Form gegeben (siehe hierzu auch die Bemerkung von 
Darmois ")). 

Nach Lanczos vereinfachen sich in einem Koordinatensystem, in welchem 
die vier Relationen 


1 ay— 4 9” p 
l — = 0 = 0, & 2, 3 
( ) V9 aa? (0 ) 


erfiillt sind, die Komponenten des verjiingten Riemannschen Tensors zu der 
2 


folgenden Form ( wir schreiben (2 fiir g** 55)" 
a2‘ Ax" 
9954 99e% 
(2) Rix = 4092+ Trp, cDon eg? 94 —— Serge’. 
. ax” d2x* 


Wir zeigen, daB sich stets in der Umgebung einer beliebigen raumartigen 
Hyperfliche (z® = 0) ein neues eigentliches™) Koordinatensystem auffinden 
laBt, derart, daB die Koordinatenflichen z' = const auf eine invariante Art 
mit dem metrischen Felde verkniipft sind, und da8 dort die Gleichungen (1) 
erfiillt sind. 


Wir suchen also eine nicht singulire Transformation 


(3) Ze = op (2, zt, 2, 2) (« = 0, 1, 2, 3) 


") La gravifique Einsteinienne (Paris 1921), S. 40/41. 
12) Phys. Zeitschr. 28 (1921), S. 537ff. 

13) Mém. des Sc. Math. 25 (1926), S. 14—19. 

14) Siehe Hilbert, 1. c. 
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derart, daB in dem neuen Koordinatensystem gilt: 


(1a) we te =o (i = 0, 1, 2, 3) 


Dazu betrachten wir die egg Potentialgleichung“: 
a = 9 ws 2 
(4) = 
— g a. x” 


Sie ist invariant, falls eine skalare Funktion darstellt. Wir bestimmen dann 
vier skalare Funktionen g“ derart, daB jede von ihnen die Gleichung (4) 
befriedigt, und daB auBerdem die Anfangsbedingungen erfiillt sind: 


= 0. 








. | (p),0 =o = gi, 
(5) | (22, ne = &, 
Ox /p =o 
woraus sofort folgt: 
0 q" e é! 
<> 


Die Lésung dieses Anfangswertproblems kann nach Hadamard”) ermittelt 
werden. 
Auf die vier derart gewonnenen Gleichungen 


a(V—9 9" 2 >) 
———_— - (i = 0, 1, 2, 3) 
ao z 


wenden wir die Transformation (3) an; dann resultiert offenbar: 


Gg 
=, 
). 








= 0 (i = 0, 1, 2, 3), 


d. h. die Gleichungen (1: 

War nun das alte Koordinatensystem insbesondere auf der Anfangs- 
flaiche ein eigentliches, so gilt aus Stetigkeitsgriinden das gleiche in einer 
gewissen Umgebung der Anfangsfliiche fiir das neue. 

Ein de Dondersches Koordinatensystem ist dadurch eindeutig festgelegt, 
daB es mit einem anderen beliebig vorgegebenen lings einer gewissen raum- 
artigen Hyperfliche einschlieBlich der ersten Ableitungen der Trans- 
formationsfunktionen iibereinstimmt. Auf dieser Anfangsfliche stimmen 
dann die Komponenten eines beliebigen Tensors in beiden Koordinaten- 
systemen iiberein. Die neuen Koordinatenflichen sind auf invariante Weise 
mit der Metrik verkniipft, da die Gleichung (4) invariante Form besitzt. 


8) Le probléme de Cauchy, App.1. — Dort ist der Existenzbeweis nur fir Glei- 
chungen mit analytischen Koeffizienten durchgefiihrt. Doch macht es, wie Hadamard 
selbst bemerkt, keine wesentliche Schwierigkeit, diese Voraussetzung zu iiberwinden. 











K. Stellmacher. 


4, 


Jetzt sind die Mittel bereitgestellt, um das Problem zu erledigen. Wir 
denken ein Weltstiick G, das frei von Materie ist, in welchem also die 
Gleichungen gelten: 

(1) Rix = k8;, (1, k = 0,1, 2, 3). 


Ry, bedeutet den verjiingten Riemannschen Tensor, S,, den elektromagneti- 
schen Energietensor: 
= ix = Pia Feit — 49:4 F ap F*? (i,k = 0, s 2, 3) 
mit S = 0. Der schiefsymmetrische Tensor F,, der elektrischen Feldstirke 
ist durch das Vektorpotential ® darstellbar. 
0 0d 


, a ee F 
(2) tk 5 Pe azt 


®; (i,k = 0, 1, 2, 3), 
und es gelten die Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen: 


-=0 } = 0, 1, 3, 3). 
6 x* (* 


Bekanntlich ist durch (2) und (3) der Vektor ®,; nur bis auf einen willkiirlichen 
additiven Gradienten bestimmt, so daB man ihm noch die zusitzliche Be- 
dingung 


(4) 


(3) 


aVy—g & 

0 «* 
vorzuschreiben pflegt. Aus (2), (3) und (4) erhalt man durch einfache Um- 
formung "*): 


= 0 


—d@., 
Orns aa Y= 958) + gael aa oe] tea GG = 
(@ = 0, 1, 2, i 

Innerhalb von G konstruieren wir dann analog Kapitel 2 (Fig. 1) das 
charakteristische Konoid B (das ist die Zeitscheide), das mit der Anfangs- 
fliche z® = 0 zusammen das einfach zusammenhingende Gebiet G’ begrenzt. 
In @ gebe es dann zwei Lésungssysteme der Gleichungen (1), (5) 


dix, ® wnd Hy, (i, k = 0, 1, 2, 3), 


die beide innerhalb von G’ und auf seinen Randflachen als zweimal stetig und 
beschrinkt differenzierbar vorausgesetzt werden. Beide Lésungssysteme 
mégen auf dem von der Zeitscheide B aus der Fliche z® = 0 ausgeschnittenen 
Gebiet A’ nebst ihren ersten Ableitungen iibereinstimmen. 


16) v. Laue, Phys. Zeitschr. 21 (1920), S. 659ff.; siehe auch Rel. Theor. Bd. II, 
1. Aufl., 8. 148. 
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Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir den Satz: Beide Lésungs- 
systeme sind innerhalb von G’ durch Koordinatentransformation ineinander 
tiberfiihrbar, also physikalisch gleichwertig. 

Zum Beweise fiihren wir in der Welt mit der Metrik g, , ein de Dondersches 
Koordinatensystem 2, ein. In dieser Welt gilt also: 

aV—gg'" i 
Oxy 
Dieses Koordinatensystem soll gemi$ den Anfangsbedingungen (5) von Ka- 
pitel 3 nebst den aus der Anfangsfliche herausfiihrenden z{-Achsen mit 
demjenigen eigentlichen auf der Anfangsfliche z® = 0 iibereinstimmen, in 
dem die Anfangswerte gegeben sind. 

Desgleichen wahlen wir in der zweiten Welt mit der Metrik 9,, ein 

de Dondersches Koordinatensystem 2,,;, das den Bedingungen geniigt: 
aV—95*" _ g 
da, 
Wieder sollen auf z®° = 0 die Koordinaten z,,; mit den Koordinaten, in denen 
die Anfangswerte gegeben sind, iibereinstimmen, desgleichen dort auch die 
z°-Achsen. 

Bilden wir dann die Welt II durch die Gleichungen 

of = a, (¢ = 0, 1, 2, 3) 
auf die Welt I ab, so bleiben bei dieser Abbildung alle invarianten Gleichungen 
giiltig, die in der Welt II bestanden haben. Auf der Anfangsfliche gilt dann: 

(Gi x)eo = o = (Yixdzo = o 
(s. 8. 143). Aber auch die ersten Ableitungen der g,;, stimmen jetzt noch auf 
der Anfangsfliche iiberein, da die zweiten Ableitungen der Transformations- 
funktionen gy‘ und 9) auf der Anfangsfliche iibereinstimmen, was man 
mit Hilfe von (4), Kapitel 3, leicht bestatigt. 

Auf diese Weise haben wir dann in der Welt I gema8 Kap. 3, Gleichung (2), 
die beiden Gleichungen gewonnen: 


(G = 0, 1, 2, 3). 


(i = 0, 1, 2, 3). 





3? 
D Jin + Aix = RS ( = 95) 
(7) = ss * x i 3 
O in + Ain = KS, (G = 9"). 


Die A;, sind Ausdriicke, die nur ‘die g,;, und deren erste Ableitungen enthalten. 
Entsprechendes gilt auch fiir die A,,2’). 


17) Obwohl wir im Kap. 2 fir die zweite Lésung % nicht die Voraussetzung 
brauchten, daB fiir sie die Koeffizienten a‘* die totalhyperbolischen Bedingungen 
erfiillen, miissen wir hier auch von den J, , voraussetzen, da8 ihre Matrix den Tragheits- 
index (— — — +) besitzt (bei dem Beweise des nachsten Abschnitts ist dies nicht 
ndétig), da sonst in der Welt II die Transformation von de Donder nicht durchfiihrbar 
zu sein braucht. 

Mathematische Annalen. 115. 10 








146 K. Stellmacher. 


Dazu haben wir noch die Gleichungen (5) fiir die elektromagnetischen 
Potentiale. ~ in ihnen zweite Ableitungen der g;, nur in der Kombination 
1 aVy— g 9° 
y- g a x 
fiir diese Gleichungen schreiben: 
0 ®, + B, = 0, 
od, + B, = 0, 





bzw. in Ableitungen dieser GréBen auftreten, so kénnen wir 


(8) 


wo die B, nur erste Ableitungen der g;, und ®; enthalten. Auch die S;, in 
den Gleichungen (7) enthalten héchstens erste Ableitungen der ®;. Ent- 
sprechendes gilt fiir die mit Haken versehenen GréBen. 


Setzen wir nun 
Jizx—Fix=l, wnd O,—@, =f, 
so erhalten wir durch Differenzbildung gemaB (7), (8): 
Le=Oke—Dy = 90, 
L, =of, —D, 0. 


Analog der Gleichung (3), S. 140, sind die D lineare Funktionen der 1;, und 
deren erster Ableitungen, sowie der /; und deren erster Ableitungen. Als 
Koeffizienten dieser Linearformen D fungieren gewisse ganze rationale 
Formen der g;,, 9:x, ®;, ®; und deren erster und zweiter Ableitungen. Die 
besondere Gestalt dieser Formen ist fiir den Beweis ohne Bedeutung. Auf das 
so gewonnene Gleichungssystem kénnen wir die Friedrichs-Lewyschen Uber- 
legungen anwenden. Offenbar a naimlich die g'* alle Voraussetzungen, 
die wir in Kapitel 2 fiir die a‘* machen muBten hinsichtlich des Trigheits- 
index und insbesondere auch hinsichtlich der Bedingungen (2), Abschnitt 2, 
die mit der Hilbertschen Forderung eines eigentlichen Koordinatensystems 
aquivalent sind?*). 

Gema8 dem Schlu8 von Kapitel 2 ist damit der verlangte Beweis er- 
bracht. Man hat nur statt des Integrals (4), S. 140, zu bilden 


I) Gau)ex = 9 


ge" 
und dann genau wie in Kapitel 2 zu verfahren. Das Abhingigkeitsgebiet 
der Lésung in einem Punkte P erhalten wir demnach, indem wir in diesem 
Punkte die Zeitscheide denken. Das Abhangigkeitsgebiet wird dann durch 
die Zeitscheide aus der Anfangsmannigfaltigkeit ausgeschnitten. 


g. 
Q 


Ii 4 Liy)dt = 0 baw, | 


18) |. c. 
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Diesen Satz kénnen wir in der Sprache der Relativititstheorie auch so 
ausdriicken: 

In Teilen des Raumes, die frei von Materie sind, kénnen sich ,,gleich- 
zeitig’‘ gelegene Weltpunkte gegenseitig nicht beeinflussen. 


5. 

Der vorstehende Beweis laBt sich nicht ausdehnen auf den Fall, daB auBer 
den ZustandsgréBen g,;, und ®; auch noch stetig verteilte Materie vorhanden 
ist *9), 

Durch einen besonderen Kunstgriff lat sich jedoch der Fall inkoharenter 
Materie bei Abwesenheit irgendwelcher elektrischer Felder behandeln. 

Wir haben dann das Gleichungssystem: 

(1) Rix = (Tin —4 9x D 
mit 

Ti, = MU, Uy. 
Wie iiblich, bezeichnet m die Massendichte der Materie; u’ den Tangenten- 
vektor von der Linge 1 an die Weltlinien der Materie. Zur Bestimmung 
dieser GréBen haben wir die Gleichungen: 


du' . ' ‘ 
(2) oa - Teg u* uw? = 0, ji,uiuk = i 
und 
: 
(3) oes .. 0. 
6x 


In G’™) seien zwei Systeme von Lésungen (zweimal stetig und beschrankt 
differenzierbar) 


dix, v,m und 4, v,™ 


dieser Gleichungen vorgegeben, die im Gebiet A’ der Anfangsfliche z° = 0 
iibereinstimmen; und zwar sollen die g, , einschlieBlich ihrer ersten Ableitungen 
iibereinstimmen, wahrend die Funktionen u’ und m nur selber mit @ und m 
auf z° = 0 iibereinzustimmen brauchen. 

Wiederum haben wir dann den Satz: Unter den angegebenen Voraus- 
setzungen sind beide Lésungssysteme durch Transformation ineinander 
iiberfiihrbar. 

Die Erledigung des Problems, d.h. der Beweis des Satzes gelingt auf 
Grund der Einfiihrung eines ,,Ruh-Koordinatensystems (s. Hilbert, 1. c.); 


19) Dahingehende Versuche scheiterten an der Form der Divergenzgleichung 
der Materie, die sich iberhaupt in unserem Sinne bei der Behandlung als unangenehm 
erweist. 

20) Vgl. Kap. 2, Fig. 1. 

10 * 
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d. i. ein Koordinatensystem, in dem der kontravariante Tangentenvektor u‘ 
die Komponenten (1 0 0 0) besitzt. Im Gegensatz zum de Donder-Koordinaten- 
system ist das Ruh-Koordinatensystem durch Differentialgleichungen erster 
Ordnung fiir die Koordinaten festgelegt. Es wird namlich verlangt, daB im 
neuen Koordinatensystem gelten soll: 


(2a) wa aS us = 3 (i = 0, 1, 2, 3). 
=z 





Diejenigen Weltstellen, an denen keine Materie vorhanden ist, sind in 
stetig differenzierbarer Weise mit einem Einheits-Vektorfeld ausgefiillt zu 
denken, das ebenfalls den Differentialgleichungen der geoditischen Linien 
geniigt. 

In unserem Ruh-Koordinatensystem besitzt die Kontinuitatsgleichung 
der Materie die Gestalt: 

om 
3 —=+0 
(Sa) ax 
Ferner folgt aus den Bewegungsgleichungen (2) bei Beriicksichtigung des 
Wertes fiir den Vektor u: 








ry, =0 (t = 0, 1, 2, 3), 
daher auch: 
(4) yo, =9 (t = 0, 1, 2, 3). 
Ferner gilt wegen u' u; = 1 (Einheitsvektor!) 

Joo = I. 
Daher bekommen wir aus den Gleichungen (4) 

99; 
(5) i on (i = 0, 1, 2, 3). 

Oz 


Wir fiihren in beiden gedachten Weiten je ein Ruh-Koordinaten- 
system z, bzw. 2, ein (gemiB dem Vorgehen auf §. 145), die auf 2° = 0 
mit dem urspriinglichen Koordinatensystem iibereinstimmen. Wegen des 
Ubereinstimmens der Anfangswerte der u‘ stimmen auf der Anfangsfliche 
wegen (2a) dann auch die Ableitungen 

Ox; — Oxi, 

ax* 0 x* 
mit dem Einheitstensor 4 iiberein. Aus dem gleichen Grunde stimmen auch 
die zweiten Ableitungen der z, bzw. z,,; auf der Anfangsfliche iiberein. 

Bilden wir wiederum die Welt II durch die Gleichungen z,; = 2, auf 
die Welt I ab, d. h. legen wir die Weltlinien der Materie der beiden Welten 
aufeinander, so erhalten wir iibereinstimmende Anfangswerte der g;, und m 
mit den j,;, bzw. m; ferner folgt im Innern von G’ wegen (3a) 








(6) n=m 
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und aus (5) 

(7) Joi = oi (+ = 0, 1, 2, 3). 
Unter Beriicksichtigung der Vereinfachungen, die unser Koordinaten- 

system gewahrt, erhalten wir statt (1) fiir die beiden Lésungen die 

Gleichungssysteme: 


R,, =k > (9 Jou — 49x), 

Bix = k = (Gor dou — 45:2) 
Unter Benutzung von (6) und (7) bilden wir die Differenzen: 
(la) Ri, _ Rix = k-m| (7 = =) (Goi Jor — $9: x) TT i (— 4)(91x—3a)| ° 
Wieder setzen wir 9;, — 9;, = 1,;, und kénnen die rechte Seite von (la) als 
homogene lineare Funktion der sechs GréBen 1;, (i, k = 1, 2, 3) darstellen. 
Auch die linke Seite werden wir als Linearform der /,;, und ihrer ersten und 
zweiten Ableitungen darstellen. Gemai®S Abschnitt 2 wird uns davon am 
meisten derjenige Anteil interessieren, der die zweiten Ableitungen der 1, 
enthalt. 

Es wird auBerdem fiir das folgende von Bedeutung sein, daB in der 

Gleichung (la) mit dem Index 00 die linke Seite hinsichtlich der ersten Ab- 


leitungen der /,;, eine solche Darstellung gestattet, daB nur Ableitungen 
nach z° auftreten. Offenbar gilt wegen der Gleichungen (4): 


or, rome 

R,, = — Zor — Pooler, 
z 

D oT, jr ypu 

R,, = — Zoe — Feel ors 
zx 


daraus durch Subtraktion 
@ (9,5 me 9, 2) 
(a x)? 

™ Fe. oy, A rr Ys Lon Ag, 
Die A®" sind Polynome der g,,, g‘* und der I’;,, ;, sowie der 9,,, 7", Din. 
und deren erster Ableitungen. 

Nach Gleichung (7) ist 1); = 0; es folgt dann: 
Wie 1 Ol 


‘ I ee 
Ry. — Ryo == ah i omit toe Toeg?? + Foes”) +1, 4%". 


Ry, — By. = -—<¢e" +I. (Ive — Te.) 


Durch Integration nach z® von der Anfangsfliche bis z® und anschlieBende 


passende Umformung mittels partieller Integration erhalten wir schlieBlich: 
z D al 79 

(83) | (o— Bde = — Fo gt +1, Bee + [1,,Cendat, 
? z 


0 0 
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wobei die Koeffizienten C*“ wiederum durch ganze rationale Rechenoperationen, 
die BY“ auch noch durch Integration nach x aus den g;,, 9;, und deren ersten 
und zweiten Ableitungen gebildet sind. 

Ehe wir die iibrigen Komponenten aufschreiben, merken wir an, da8 sich 
der verjiingte Riemannsche Tensor hinsichtlich seiner zweiten Ableitungen 
folgendermaBen schreiben laBt: 


a a e 





2R — = re —___—_ ' + ay = Fo it D; ; 
ik g pa’ oa Vik 5 ot Pe + 558. + Liz 
dabei ist gesetzt 

0g 1 99 
9 , ao gre (et — eee), 
(9) B 9 (a 2 oa) 


wahrend die L,, nur noch erste Ableitungen der g;, enthalten. Durch Sub- 
traktion folgt daraus: 


a Lin 3 Yk a V5 








9 2(Riz — Rix) = —g" » ofp com > dl, 
ie (Bin +) T ava2' oe oe ™ 
mit 

9b Ty 4 ee ee ee 

(95) ? 9 : L 3) 


Danach schreiben sich die Gleichungen (la) unter Beriicksichtigung der 
Gleichungen (8), (9a), (9b): 


a) be 2% = Lon Bew + [lew Cex dz, 
0 





in 06 
(10) ee a ee i= 1,2,3 
ax’ ax° . (s » 2, 3), 
Oy, 0% , 
d oly ——4-—$ = A, (i, k = 1, 2, 3). 
dz 62’ 


Die A sind wieder Linearformen der /;, und ihrer ersten Ableitungen. 
Indem wir aus den Gleichungen (10a) und (10b) +, eliminieren, erhalten 
wir die folgenden drei Gleichungen 





Zo 
OY, a a 0 
1 — i -_ ae 
ae ee he Fr scala og eB", 
0 
oder 


se 
‘ 


ax 


(11) V,d 2°, 





art, 


0 


wo A, und V; wieder Linearformen der 1,, und ihrer ersten Ableitungen sind. 
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cali i “a ‘ él 
Jetzt ~~ wir die Gleichungen (10c) entsprechend mit —* 
Oz 





lig 
P 











5= D+ [van 


ry 








a 


ol,, al, CAs oO”, ght Oy, 
6x" 7a) 


0 1 4 a A 
(ix) az” ax” az* az 





= <. s : . ‘ , al 
Die linke Seite ist eine Divergenz bis auf quadratische Formen der " *; 


es gilt namlich (s. Friedrichs und Lewy) “ 
Pl, al 


. ik Cs ““t) a (— dL, + & =) 
az’ az® ax® az” dax°/, ax” 52), az* a2°/, 


Somit erhalten wir: 
aly, aly, ali, 
arr a) a”) arg n) 


(12) Co big Ohi, — 3 (gee ay _ ee og axt 
a ot) : a2" ax*/, ax aat ~ Oa 





























= 2+ [Naz 
0 


Ferner addieren wir noch zu (12) die entsprechend mit 2 Py, multi- 
plizierten Gleichungen (11): 
= 2PA,%4+2% p | wax 

0 
(P ist eine Konstante, deren Wahl wir noch offen halten.) Wir integrieren 
die Summe der linken Seiten von (12) und (13) iiber das Gebiet G”’ (s. 8. 140, 
Fig. 1). Dann resultiert nach Anwendung des GauBschen Satzes unter dem 
Oberflaichenintegral eine quadratische Form der 4-6 Ableitungen erster 
Ordnung der /;, sowie der drei P some 
(2 ee t£ )— Sve E+ 2 8,4 2P(y)PE 

az’ ax 2aztax”® saree ane saree na Se 
Der von den (-Ausdriicken herriihrende pie ist positiv definit auf C 
(vgl. Kapitel 2). Also kann diese quadratische Form durch hinreichend groBe 
Wahl der Konstanten P auf C positiv definit gemacht werden. Indem 
wir fiir die y, wieder ihre Werte (9a) einsetzen, gewinnen wir eine Gleichung: 


(14) [[e(F4)2e = iI) [a “ty, ,) 4 Birman = | V, da‘|ar. 


M+C 


7] 
(13) 4p od 














Q und Q sind quadratische Formen der 24 ersten Ableitungen der /,,, Q auch 
noch der 1;,, Q ist auf C nicht ausgeartet positiv definit, auf M’ eventuell 
ausgeartet positiv definit. Rechts haben wir auBer der quadratischen Form Q 
unter dem Raumintegral noch einen Ausdruck, den wir als quadratische 
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Zo 
Form der /,, und ihrer ersten Ableitungen sowie der drei GréBen {Vid x 


ansehen kénnen. Demgema8 gewinnen wir aus (14) die Ungleichung: ° 


ay fj Gipjam off (Ga) car +(f rte Jo 


Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung gewinnt man leicht: 
(16) (j Very BE \(ViPda’. 
Ferner gilt offenbar: so eae ‘ : 
fda®{ (VP dx < W{ (VP da". 
0 0 0 





D, E und W sind Konstanten, die unabhingig vom Parameter c gewahlt 
werden diirfen. Danach erhalten wir aus (15): 


an ff Cafue sr fff Ms) rar}. 


f 
F kann wiederum unabhingig von c gewahlt werden (vgl. 8.141). Aus 
Gleichung (17) folgt dann gemaB dem im Kapitel 2 Gesagten die Eindeutigkeit 
innerhalb von G’. Somit ist der Satz bewiesen. 

Es ist also auch fiir den Fall einer Welt mit beliebig verteilter inkoharenter 
Materie die richtige Kausalstruktur fiir die Welt garantiert. 





6. 


Die Erledigung des allgemeinen Falles, in dem die Materie iiberdies noch 
geladen ist, ist mir bisher nicht gelungen. Jedoch kénnen wir auf Grund des 
Kapitels 4 einiges iiber die Kausalitét auch in diesem Falle aussagen, falls 
die geladene Materie diskontinuierlich auf einzelne sehr diinne Weltschliuche 
verteilt ist. Man leitet dann mit Hilfe des SchluBergebnisses des Kapitels 4 
leicht den Satz ab: 

Alle Wirkungen, die ein Materieteilchen im Weltpunkt P erzeugt, liegen 
innerhalb des in die Zukunft weisenden Teiles der in P zu konstruierenden 
Zeitscheide. 

Um das zu zeigen, hat man nur im Beweisgang des Kapitel 4 als Be- 
grenzung des Gebietes G’ anstatt der Zeitscheide B’ eine Hyperfliche zu 
berutzen, die folgendermaBen zu gewinnen ist: Man errichte in P die in die 
Zukunft weisende Zeitscheide B und bringe diese zum Schnitt mit einer 
beliebigen raumartigen Fliche R. Die Enveloppe aller derjenigen Zeit- 
scheiden, die in Punkten der Schnittmannigfaltigkeit B, R zu denken sind, 
liefert dann die gewiinschte neue Begrenzungsflache des Gebietes G’. 


(Eingegangen am 7. 6. 1937.) 








Ein Satz tiber Teilfolgen 
der Reihe der natiirlichen Zahlen. 
Von 
R. Sprague in Berlin-Charlottenburg. 
1. 


Es seien a,, a,,... und 6,, b,,... zwei unendliche Teilfolgen der 
natiirlichen Zahlenreihe, die kein gemeinsames Glied besitzen und zusammen 
jede natiirliche Zahl enthalten. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, aus einem in der 


Gestalt a, = [f(k)], k = 1, 2,..., gegebenen Bildungsgesetz der ersten 
Folge unter gewissen Bedingungen ein Bildungsgesetz 6, = [g (k)], 
k = 1, 2, ..., der anderen Folge abzuleiten; hierbei bedeutet [z] die durch 


l= «<1+1 bestimmte ganze Zahl l. 
Der Sinn dieser Aufgabe mége an zwei Beispielen erliutert werden. 
1. Das Bildungsgesetz a, = [k- V2], k = 1,2, ..., ergibt die Folge 
Ay is Oe Oy Fe Oe Oe Eee Be Wy w08 


Die Folge 
3, 6, 10, 13, ... 

der Zahlen b, hat, wie man sieht, im Anfang die Eigenschaft 
b, —@a, = 2-k. 


Kennt man nun eine Funktion g(k), fiir welche, bei k = 1,2,..., 
b, = [g(k)] ist, so laBt sich entscheiden, ob etwa 5b, — a, auch weiterhin 
die Reihe der geraden Zahlen darstellt. In diesem Falle wire es leicht, 
die Folge [V2], [2- V2}, [3 - v2], ... ohne Benutzung von ¥2 zu berechnen. 

2. Die Folge der Zahlen a, = (k+}3-+ Vk], k=1,2,..., wo Vk 
den positiven Wert der Quadratwurzel bezeichnet, heibt 

2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17,...; 

die Folge der 6, beginnt daher mit 1, 4, 9, 16. Das gibt zur Frage 
AnlaB, ob in der ersten Folge stets gerade die Quadratzahlen fehlen. 


2. 


Eine fiir s > 0 definierte Funktion f(z) mége den Bedingungen 
geniigen: 
fO <1, /M>1, FAI</@) fir k= 1,2,...; 
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ferner sei f(z) — x eime umkehrbar-eindeutige, stetige, unbeschrinkt 
wachsende Funktion von z. 

Offenbar stellt dann 

(f(1)], Uf (2)), --. 

eine unendliche Teilfolge der natiirlichen Zahlenreihe dar, die unendlich 
viele ganze Zahlen auslaBt. 

Aber auch umgekehrt kann man zu jeder monoton wachsenden 
,» @,,-.. natiirlicher Zahlen, die unendlich viele Zahlen auslaBt, 
eine solche Funktion bestimmen. Zum Beispiel hat F(x) die verlangten 


F Ras 
olge a 


Eigenschaften, wenn 


F(0)=0, F(k) = aq+1-—- . 


2-k 
und F (x) in jedem abgeschlossenen Intervall (k — 1, k) als lineare Funktion 
angenommen wird. 


fir k= 1,2,... 


Unter den angegebenen Bedingungen gibt es eine fiir z > /(0) um- 

kehrbar-eindeutige, stetige Funktion g(z), welche die Gleichung 
f(x) = g (f(x) — 2) 
identisch in =z erfiillt. 

Diese Funktion g(z) hat folgende Eigenschaften: 

l. g(z) —z =a wichst mit z und darum auch mit z = /(z)—2z 
unbeschrankt. 

2. Wegen /(0) << 1 wird /(z,)—2z, = 1 durch ein z, >0 gelést; 
daher ist g(1) = f(z,) = 1+2,>1. 

3. Ist f(z.) — 2, eine natiirliche Zahl, so wird z, > 0, und, wegen 
[f(k)] < f(k), k = 1, 2,..., ist 2, also auch f(z,) = g(f(z,) — 2,) eine 
gebrochene Zahl. Infolgedessen gilt fiir k = 1, 2,... 

[9 (k)] < g ('). 
Aus 1. und 2. geht hervor, daB auch 
(9(1)], (9 (2)}, -.- 
eine Folge der betrachteten Art ist. 

Die Beziehung /(z) = g (i (x) — zx) ist in f und g symmetrisch; denn 
mit Hilfe der Umkehrungen f und g erhilt man, wenn /(z) = y gesetzt 
wird, 

y = 9(y — f(y), 
g(y) = y¥ —/y), 
(A) f(y) + 9(y) = y. 
Nun sei  irgendeine natiirliche Zahl und 
f(z,) =n, g(z,) =n, 
also 
v, =f (n), 2, = 9(n). 
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Die Zahlen z, und z, sind gebrochen; daher ist 

Himl<f(m), (n)] < 9(n). 
Die Anzahl der Glieder der Folge [/(1)], [/(2)], ..., die unterhalb von n 
liegen, betragt [z,] = [/(m)]; die entsprechende Anzahl in der Folge [g(1)], 
{9 (2)], ... ist [z,] = [9 ()]. Die Summe [f(n)] + [9 (n)] beider Anzahlen 


werde mit s,, bezeichnet. Dann ist 


f (mn) + 9(n) —2< 8, < f(n)+9(n), 
und wegen (A) 
n—-2<8& <n, 
also 
&, =n— 1, 
Sn+1 — 8 = 1. 


Wenn die Gesamtzahl derjenigen Glieder beider Folgen, die unterhalb 
von » liegen, beim Ubergang von » zun-+1 um 1 zunimmt, muB di: 
Zahl n in einer und nur einer der Folgen vertreten sein; daB sie dort 
héchstens einmal vorkommt, war schon bekannt. 

Dies Ergebnis werde zusammengefaBt in dem Satz: 

Es sei f(z)—a eine umkehrbar-eindeutige, stetige, unbeschrinkt 
wachsende Funktion von z > 0, die fiir positive ganzzahlige Werte des 
Arguments stets gebrochene Werte annimmt und die Bedingungen 
f(0) <1, f(1) > 1 erfiillt. Es bezeichne g die durch f(z) = g (f(z) — 2) 
definierte Funktion. 

Dann sind a, = [f(k)] und b, = [g(k)], k = 1, 2,..., zwei unendliche 
Teilfolgen der natiirlichen Zahlenreihe, die kein gemeinsames Glied besitzen 
und zusammen jede natiirliche Zahl enthalten. 


3. 


Um zu den Beispielen von 1. zuriickzukehren, wihle man /(z) = a .V2; 
diese Funktion geniigt den Bedingungen des Satzes. Aus 


a+ ¥2 = g ((¥2—1)-2) 


und . 
z= (¥2—1)-2 
erhalt man 's 
2 
g(z) = ye—-1° = (2+ ¥2)-z. 


Der Folge a, = [k- ¥2] entspricht also die Folge 
b, = [k-(2 + ¥2)] = [2-4 + k- V2] = 2-k + [k- YQ]; 
daher gilt fiir alle k = 1, 2,... 
b, — a = 2-k. 
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Mit Folgen a, und 6,, fiir welche die Zahlen 6, — a, die Glieder einer 
arithmetischen Reihe darstellen, hat sich Herr Wythoff') beschaftigt. In 
seinen Fallen ist f(z) eine lineare Funktion. 





Die Funktion f(z) = 2 +4-+ Vz des zweiten Beispiels erfiillt gleich- 
falls die Voraussetzungen des Satzes. Aus 


2+4+ Ve =g(}+ Vz) 


und 


$+ V¥2= 


x 


ergibt sich der Reihe nach 
Vz = 2 — }, 


e=2—2z+}, 


o+434+Ve=24 


t, 
g(2) = 2 +4, 
b = (9k) =P +3] =F, k= 1,2... 


Die Folge a, = [k+4+ Vk] mit k= 1, 2,... liBt also in der Tat 
gerade die Quadratzahlen aus. 


1) W. A. Wythoff, ,,A Modification of the Game of Nim“, Nieuw Archief 
voor Wiskunde (2) 7 (1906), p. 199—202. 


(Eingegangen am 2. 4. 1937.) 


Zum Fermatschen Problem. 
Von 


Eugen Gottschalk in Breslau. 





In den bekannten Kriterien von Wieferich, Mirimanoff, Vandiver, Fro- 
benius') hat man notwendige Bedingungen fiir die Lésbarkeit der Fermat- 
schen Gleichung x”? + y’ + 2? = 0 im ganzen durch die Primzahl p nicht 
teilbaren Zahlen. Diese Kriterien sind aber fiir gegebene Fille bisher kaum 
praktisch brauchbar gewesen, weil ihre unmittelbare Anwendung uniiber- 
steigliche Rechenarbeit erfordert. Es gelingt aber durch einen Hilfssatz, 
der im folgenden mitgeteilt werden soll, die Kriterien in sehr einfacher Weise 
verwertbar zu machen und damit die Nichtlésbarkeit der Fermatschen 
Gleichung fiir eine bis jetzt nicht iibersehbare, vielleicht unendlich groBe 
Anzahl von Exponenten sicherzustellen. 

1. Wir schicken folgendes voraus. 

Irgendeine der Kongruenz 


u?’~*=1 mod p? 

geniigende Zah] u heiBe eine Zahl F (Fermatzahl), eine der Kongruenz nicht 
geniigende, durch p nicht teilbare Zahl wird mit N bezeichnet. Dann gilt 
offenbar: 

1. Ein Produkt von zwei Zahlen F ist wieder ein F. 

2. Ein Produkt einer Zahl F mit einer Zahl N ist ein N. 

3. Ist ein Produkt eine Zahl NV. so muB mindestens einer der Faktoren 
ein N sein. 

Es besteht nun der 

Hilfssatz. Die ungerade Primzahl p und jedes durch p? nicht teilbare 


Vielfache von p kann niemals die Summe oder Differenz von zwei F-Zahlen sein. 
Beweis. Sei?) 


(1) mp=a-+b, 
m nicht durch p teilbar, so folgt aus a = — 6 + mp nach dem binomischen 
Lehrsatz 

a? = — b” mod p* 


a? + b? =0 mod p*. 
Wiiren nun a und 6 F-Zahlen, so wiirde folgen 


a+b=0 mod p* 





1) Vgl. z. B. P. Bachmann, Das Fermatproblem, 1919, 8. 150. 


2) Es wird im folgenden vorausgesetzt, daB a und 6 nicht durch p teilbar sind. 
Mathematische Annalen. 115. ll 
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im Widerspruch mit (1). Entsprechend fiir irgendeine Darstellung von mp 
als Differenz mp = a — b. 

Es ist also bei jeder Zerlegung mp = a +- b mindestens eine der Zahlen 
a, 6 eine N-Zahl. 

Hieraus folgt aber weiter nach 3.: 

Bei jeder Zerlegung mp = a —- b (m nicht durch p teilbar) ist mindestens 
ein Primfaktor von a oder b eine N-Zahl. 

2. Die Kriterien von Wieferich u. a. fiir die Lésbarkeit der Fermatschen 
Gleichung besagen: Zur Lésbarkeit der Gleichung z’ + y’? + 2? = 0 in 
ganzen durch p nicht teilbaren Zahlen miissen notwendig die Zahlen 2, 3, 5, 
ll, 17 und, falls p=5 mod 6 ist, auch 7, 13, 19 F-Zahlen sein. 

Hiermit kénnen wir nun das folgende Kriterium fiir die Nichtlésbarkeit 
der Fermatschen Gleichung aussprechen: 

Ist die Primzahl p (oder ein nicht durch p* teilbares Vielfaches von p) derart 
in zwei Zahlen mp = a +- 6 zerlegbar, daB 

I. a und b keine anderen Primfaktoren als 2, 3, 5, 11, 17; 

II. wenn p = 5 mod 6 ist, sogar a und b keine gréBeren Primfaktoren als 19 
enthalten, 
so ist die Fermatsche Gleichung x” + y” + 2? = 0 im ganzen durch p nicht 
teilbaren Zahlen unlésbar. 

Beispiele. 1. Fiir die Primzahl p = 1093 ist bekanntlich 2 eine F-Zahl). 
Aber die Zerlegung 1093 = 2? + 3*- 11? zeigt gemaB Fall I., daB die Fermat- 
sche Gleichung fiir p = 1093 nicht lésbar ist. 

2. p = 6857 = 5 mod 6. 

Dies ist die einzige Primzahl < 7000, fiir die nach Dickson*) das Fermat- 
sche Problem noch unentschieden blieb. Aber aus der Zerlegung 


6857 = 6615 + 242 = 3°-5-7%4 2-112 
oder aus 6857 = 27.5 . 73 — 3 ergibt sich gema8 Fall II., daB die Fermatsche 
Gleichung fiir diesen Exponenten nicht lésbar ist. 


3. Zu den Exponenten, fiir die auf diese Weise die Nichtlésbarkeit der 
Fermatschen Gleichung nachgewiesen ist, gehéren als einfachste Fille 


alle GauBschen Primzahlen p = 2” + 1, 
die Mersenneschen Zahlen p = 2" —1, 


mit denen bekanntlich die geraden vollkommenen Zahlen gebildet werden. 
Unter ihnen befindet sich die gréBte bis jetzt bekannte Primzahl p = 2'*? — 1. 


3) MeiBner, Sitzungsber. Berl. Akad. 1913. 
*) Mess. of Math. 1908; Quart. Journ. 1908. 


(Eingegangen am 25. 6. 1937.) 








Uber die Nullstellen einiger Klassen von Polynomen. II. 
Von 


Nikola Obreschkoff in Sofia. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit") habe ich Sitze iiber die Nullstellen 
der Taylorpolynome einiger Klassen von Funktionen bewiesen. 

In dieser Arbeit werden wir mittels eines neuen Methode Sitze ableiten, 
die sich auf allgemeinere Funktionen beziehen und auch die Laguerresche 
Vermutung?) zu beweisen gestatten. 

Satz 1. Seien p® reelle Zahlen, die durch 
(1) p= - [ 93 (2)d ys (2), ¢=1,2,....m; #=0, 1, 2 3, ..., 


-« 


gegeben sind, wo q, (x), @e(Z), ..., Gm (x) reelle Funktionen und 
Vi (Z), We (Z),..., Ym (x) reelle nicht abnehmende Funktionen sind. Die 
Integrale seien absolut konvergent. Wir setzen 


(2) F(z) = (p+ plMat+...) (p+ pMat ...)... (p+ pMat...) 
= Cp + 06,2 + Cgz*+.... 
Sei fiir gerade n und 


3) Ana) =A("T "tah Tet. a(R Ta 


ein reelles Polynom, das fiir kein reelles x sein Vorzeiwchen wechselt, dann hat 
das Polynom 
(4) Q,, » (2) = Age, +A, 6,,, 2+... +A,0,,,2" 
keine reelle Nullstelle. Ebenso hat fiir ungerades n und gerades v das Polynom 
Q,,, (x) nur eine reelle Nullstelle, wenn i, ,,(x) keine Zeichenwechsel fiir 
reelle x hat. 

Im Spezialfalle haben wir: das Polynom 
(5) P, ,(z) =¢,+¢ 2”, vy 0,2,4,...58 = 1,2,3,..., 


hat héchstens eine reelle Nulistelle. 


Z+...+6,, 


y+1 n 


1) N. Obreschkoff, Uber die Nullstellen einiger Klassen von Polynomen, Math. 
Annalen 114 (1937), S. 530—539. Siehe die dort zitierte Literatur. — Ein Auszug 
aus der vorliegenden Arbeit erschien in C. R. 205 (2. 8. 1937) unter dem Titel: Un 
théoréme pour les zéros des polynomes. 

11* 
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Beweis. Fiir den Koeffizienten c, erhalten wir: 


a= 2 geet 
My +Mgt..-tag=n 


PENS 
[ond yy... d ym D = —, (2,) + Gy (Zq) + --- + Gm (Lm)- 


(Die Vertauschung der Integrationsfolgen ist offenbar gestattet.) Betrachten 
wir jetzt das Polynom R, , (x) = "Q,.(~)- Man findet aus (6): 


n+? 
Rp, +(@) = >” dy —+ey at?" 

a=>r 
n+rF yt a - co x 

= > des err ial ir tyntr—ude & | O*dy,...d¥m 
a=y 

_ "eet —tyn+r ILE ® 

= ooale mt+rdt |... { > ( ) Au» (5) dy, ... dpm 

0 —o —o = 


ao 


z™t 


= iat)! Jrectemtrde bn ° 
0 Ba 


{(%) An, (5 o)dy,.. 1 Ym 


woraus fiir gerades m und » die Behauptung unmittelbar folgt. 
Wenn aber » ungerade und » gerade ist, betrachten wir das Polynom 
R,,, (x) und erhalten 
nt+v¥—1 
By,+(2) = 3" (w+ 9 — May ve, art? 


n+v—1 - 7 + 
i? —= ‘ 
n+¥r-i~u 


- - pratense | ectmt eras f ++. | Od y...dpm 


a=sr 





0 — oo —c 


x 
a+r-1 


us —tynty ®\ (®@ 
- nl e~ti + dt | sais | (=) An—1,y(S)dy.--.d ym: 


— oo _ 


Also hat R’ , keine reellen Nullstellen und das Polynom R,,, hat nur eine 
reelle Nullstelle. Damit ist der allgemeine Teil des Satzes bewiesen. 
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Wir beweisen jetzt den Spezialfall. Setzt man » + v = N, so hat man 
als Polynome /, , die Polynome 
N 


v 


N , 
gy,v(z) = a’ +( je + of ), N=» 
zu betrachten, wo v eine gerade Zahl ist. Wir werden beweisen, daB gy , (x) > 0 
fiir jedes reelle z und N=vy. Den Beweis fiihren wir durch Induktion, 
indem wir annehmen, da8 die Behauptung fiir N — 1 bewiesen ist. Fiir 
N = » ist in der Tat 
Qr(z) =ar+(f)e-rt...+(") = (24+ 120. 


Ferner betrachten wir fiir N > v das Polynom 
Gy, (z) = a*— "oy, (x). 
Man findet durch leichte Rechnung 
Gy,» (2) = Na*~'~*gy_,,, (2). 


Fiir gerades N ist also x Gy , (x) > 0, und das Polynom G y,» (2) ist nie negativ 
und verschwindet nur fiir z = 0. Also ist g, , immer positiv. Dagegen 
wichst bei ungeradem N das Polynom G, , (z) von — o bis + o, wenn 
% von — o bis + oo wichst. Auch in diesem Falle ist-daher g, , (x) >0 
fiir jedes reelle z. Damit ist der Beweis des Satzes 1 vollstandig. 

Nimmt man noch beispielsweise A, == (v + )!, so sieht man, daB die 
Polynome 


vic,+ (y+ 1)!e,,,2+...+(v+mn)!c,, ,2"*,»=0,2,4,...;n=1, 2,3, ..., 
héchstens eine reelle Nullstelle haben. 
Satz 2. Wir bezeichnen mit x, (x) die Funktion 


n 


_——- 
Xo (2) = ae T(n+g+1): 


n=0 

Seien B,, Bo, ..-, By, &y, Hg, .. +» Xm reelle Zahlen, g,, Jo, ..-, Gp reelle und 
nicht negative Zahlen, und v,, v2, ..., Vm positive Zahlen. 

Setzen wir 

Za, (Bx 2) Xp, (Ba ®) « -- tq, (By 2) (1 — 4 2)-" «(1 = yt)" 

=d,+d,2+d,2+..., 

dann haben die Polynome 
D, ,(z) =d,+4,,,2+...+4,,,2"%, »=0,2,4,...; n= 1,2,3,... 
héchstens eine reelle Nullstelle. 
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Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1. Denn 


1 


1 ’ Pia+))ly) _ 1 [ ioe 
Totathy ~ iP@T@tath ~ rw) “Yat, g>0, 
0 
1 a i ; not 
(n+l) 2! Ine“ ‘dt, 
om y n 
(1 a, Z) — a gq? x > 
() n I'(n+0,) a” ' 





0,1 

=a Ar =e Te) = aT | et gh Tee ge, 
Alle diese Zahlen haben somit die Form (1) und Satz 1 ist anwendbar. 

Ein Sonderfall dieses Satzes ist der von Laguerre vermutete. Er lautet 
bekanntlich: /st P (x) ein Polynom mit lauter reellen Nullstellen und P (0) + 0, 
so haben die Taylorpolynome der Funktionen P (x)~® (w reell positiv) héchstens 
eine reelle Nullstelle. Man erhalt ihn, indem man in Satz II die Polynome 
D, ,(z) mit p= 0, 0, = MT, ..-., Om = OT, betrachtet, wo 1), ..., Tm 
positive ganze Zahlen sind. 


Zum Schlu8 bemerken wir, da8 die bei dem Beweis von Satz 1 gebrauchten 
Methoden sich auch auf folgende Polynome anwenden lassen : 


U,, (z) = > Cu,, ety 8 **', 
4, + coe a a ee 
wo 
Cuy, »“m 
L { Am y 

TT) 2° [oie oc oy Ze) Sas a (z,, 26 05 2,)G (z,,.. +» Bx) dX e° .42,, 

(k) 

G(z,,...,.2,) 0 

und 9, ..-, Mm reelle Funktionen sind. 


(Eingegangen am 23. 7. 1937.) 








Uber einen Satz 
von Laguerre und seine Verallgemeinerungen. 


Von 


Ljubomir Tschakaloff (L. Cakalov) in Sofia. 


Ein Satz von Laguerre und eine von ihm ohne geniigenden Beweis aus- 
gesprochene Vermutung') haben im letzten Jahr eine gréBere Zahl von 
Arbeiten hervorgerufen, die mit verschiedenen Methoden und in verschiedenem 
Umfang den Beweis der genannten Vermutung und gewisser Verallgemeine- 
rungen angreifen?). 

Im folgenden wird, unter Verwendung nur elementarer Hilfsmittel, zu- 
nichst die Laguerresche Vermutung vollstindig bewiesen, nimlich gezeigt, 
daB die Taylorschen Naiherungspolynome der Funktion 


f(x) = (1 —a,z)~"' (1 —agz)-” ... (1 —a,2)~”? 


bei reellen a, und positiven «, héchstens eine reelle Nullstelle haben. Ferner 
wird dieses Ergebnis ausgedehnt auf gewisse unendliche Produkte, so daB 
sich insbesondere die folgende Erweiterung des Laguerreschen Satzes ergibt: 
Ist g (x) eine reelle ganze Funktion vom Geschlecht 0 oder 1 mit lauter reellen 
Nullstellen und bedeutet 2, eine reelle Zahl, so daB g (zy) + 0 ist, so haben 
die Partialsummen der Taylorschen Entwicklung des Quotienten 


1 — 
g(z) 





Cc, (% — 2)" 


Ms 


nach Potenzen von xz — 2, nur einfache Nullstellen, von denen héchstens 
eine reell ist. 


1) Sur quelques propriétés des équations algébriques qui ont toutes leurs racines 
réelles, Nouvelles Annales de Mathématiques 19 (1880), S. 224—236; Oeuvres Com- 
plétes 1 (1898), S. 108—118. 

*) N. Obrechkoff, Sur un théoréme de Laguerre, Comptes Rendus 203 (1936), 
8. 760—762; L. Tchakaloff, Sur un probléme de Laguerre, Comptes Rendus 204 (1937), 
S. 842—844; M. Ghermanescu, Sur un probléme de Laguerre, Comptes Rendus 204 
(1937), S. 1782—1784; N. Obreschkoff, Uber die Nullstellen einiger Klassen von Poly- 
nomen, Math. Annalen 114 (1937), S. 530—539, sowie die in diesem Heft voranstehende 
Arbeit desselben Verfassers: Uber die Nullstellen einiger Klassen von Polynomen. II. — 
Eine Zusammenfassung der Resultate meiner vorliegenden Arbeit wurde veréffentlicht 
in Comptes Rendus 205 (1937), S. 355—357. 
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§ 1. 
Unsere Ausfiihrungen stiitzen sich wesentlich auf folgenden Satz, der 
auch ein selbstandiges Interesse bietet: 
Satz I. Es bedeuten c,, cy, .. ., Com 2m reelle Konstanten, w eine positive 
Konstante, c (t, A) und h(t) die Polynome in t 


2m 
—y sA+E—1 

c(t, A) = >» ( k )e2m—at*, 
k=0 


2m | (¢ = 1); 





k 
h(t) = p> Com Th = lim ¢ (=, 4) 

schlieBlich seien (A) und yw die (absoluten) Minima von c(t, A) und h (t), 
wenn t zwischen —c und +o variiert, wiihrend 1 einen festen positiven 
Wert beibehilt. Unter diesen Voraussetzungen gilt folgendes: 

l. plo) ZS au(o@+]lh 2u(o+2)]...; 

2. lim w(w@ +n) = pw, wenn n die natiirliche Zahlenfolge durchléiujt; 

3. entweder enthilt die unendliche Folge 
(1) u(o), u(m@+ 1), w(@m@+ 2), ... 
unendlich viele verschiedene Glieder, oder alle ihre Glieder sind einander gleich; 
die letzte Méglichkeit tritt nur dann ein, wenn das Polynom c (t,w + n) 
(n = 0,1,2,...) seinen Minimalwert u(@ +n) nur an der Stelle t = 0 
errewcht. 

Beweis. 1. 4 bedeute eine positive Zahl. Offenbar sind die beiden 
Minima yu (A) und uw endlich, da die Koeffizienten von (?” in ¢ (t, 4) und 


h(t) positiv sind. Mit Riicksicht auf die Identitat 
Atk) (Atk—1)_ k/A+k—1 ( 
( k 7 ( ; 7° 5 ( k ] 
erhalt man leicht die Formel 
‘ - ,_ de 
(2) e(t,A+1)—e(t,a) = Fe (ta) (= 3): . 
Erreicht nun das Polynom c (t, A) sein Minimum yu (A) an der Stelle t = ft, 
so folgt aus (2) wegen c’ (t,, 4) = 0 r 
(A) =e (ty, A) = c(t A+ 1) 2 u(A+)), dh. w (A) S (A+ 1). 8 
Damit ist Behauptung 1 bewiesen. " 
2. bedeute stets eine natiirliche Zahl. [Erreicht das Polynom r 
c(t,@ +n) sein Minimum fiir ¢ = ¢,, so geniigt diese Zahl der Gleichung | 
e’(t,w +n) = O und folglich ist u, = nt, eine Wurzel der Gleichung , 


m= > SET TI) ge (SP = 0. 


k=1 
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Hierin konvergiert der Koeffizient von u‘-! fiir n +o gegen den Grenz- 
wert am iyi Com—e und dieser Grenzwert ist positiv fiir k = 2m. Daraus 
folgt leicht die Beschranktheit der unendlichen Folge u,, u,, us, .... Nach 
dem Satze von Bolzano-WeierstraB besitzt sie mindestens einen Haufungs- 
wert uw, und es gibt eine unendliche Folge von wachsenden Indizes 
M1, Mg, M3, -..-, 80 daB lim u, = uw. Durchlauft nun n diese Folge, so 


k—> oo 
p u 
konvergiert offenbar «(wm +n)=c (=, @ - n) gegen den Grenzwert 


lim 4 (w + m) = h (uo) = uw. Da aber die Folge (1) abnehmend ist und 
eine ihrer Teilfolgen konvergiert, so ist die Folge (1) selbst konvergent und 
hat den Grenzwert A(u,). Es gilt somit 


(3) lim «(m+ n) = h(u) = pb. 


at-—>« 
Es sei andererseits h (t,) = mu; die Ungleichung 
e(%,0 + n) = u(w+n) 
liefert durch Grenziibergang n — 
lim ¢ (2.0 - n) = h (t,) = w= limu(@ +n), 
also 
(4) uw = limu(@ + n). 
Aus (3) und (4) entnimmt man die Gleichung w = lim u (w + n). 
3. Wir nehmen an, daB von einer gewissen Stelle an alle Glieder der 
Folge (1) einander gleich sind: 
(5) w(o+r) = w(@+r4)]) = w(ot+rt2) =... 
Erreicht das Polynom ¢ (t,@ + r) sein Minimum fiir t = t), so hat man 
e(j,o+r) = w(w+r), C(t,o+r) = 0 
und aus (2) ergibt sich (fiir A = r + w) 
C(ty,a+r+1) = ¢c(h,o+7r) = w(w+r- l), 
d.h. ¢(t,@ + r+ 1) erreicht ebenfalls sein Minimum fiir t = t). Auf dem- 
selben Wege schlieBt man allgemein, daB das Polynom c(t,w + n), 
n=r,r+1,r+2,..., seinen kleinsten Wert an der Stelle ¢ = t, an- 


nimmt. Dies ist aber nur dann méglich, wenn t) = 0 ist, da sonst 
lim ¢ (tj, @-+) = @ ware. Alle Glieder der Folge (5) miissen daher den 


n-> x 


gemeinsamen Wert c,,, haben. Dasselbe gilt auch von der Folge (1) wegen 
Com = c (0, w) = Lt (w) = (w+ 1) = .--2e(@+7) = Com: 
Damit ist Satz I vollstandig bewiesen. 








166 L. Tschakaloff. 


Folgerung. Fiir t = 0 besteht stets die Ungleichung c(t,w) > pu. 

Diese Ungleichung ist namlich sicher erfiillt, falls «(@) > mu ist; ist 
dagegen «(w) = mw, so haben wir den Ausnahmefall 3. und das Polynom 
e(t,@) erreicht sein Minimum nur fiir t = 0, so daB auch in diesem Falle 
e (t,@) > wu (m) = pw fiir t= 0. 


§ 2. 

Im folgenden betrachten wir nur analytische Funktionen einer Ver- 
anderlichen, die in der Umgebung des Nullpunktes regular sind und auf der 
reellen Achse reelle Werte annehmen. Fiir eine solche Funktion / (z) wollen 
wir sagen, daB sie der Klasse (A) angehért, wenn in ihrer Entwicklung 

f(z) = (9 + ¢,2 + c,2* 
alle Koeffizienten mit geraden Indizes = 0 sind. Es gilt zunichst der 

Satz I]. Jst {(0) > 0 und gehért die Funktion e&* f(x) zur Klasse (A) 
fiir jeden reellen Wert des Parameters t, so gilt dasselbe auch von der Funktion 
(1 —taz)-’f (x), wenn w eine positive Konstante bedeutet; ist daber t = 0, 
so sind alle Koeffizienten der geraden Potenzen von x in der Entwicklung dieser 
letzten Funktion von Null verschieden, also positiv. 

Beweis. Wegen /(0) > 0 darf /(0) =c, = 1 gesetzt werden. Man 
bilde die Entwicklungen 


0 


f(z) = Teqz", (L—tz)-°f(z) = Sealto)ar,  e*f(z) = Th 2, 


v0 
wobel 
~ k 
D. téol- baw I + t 
| )cn— att, hy (t) = c 
k=0 k fe 


C,, (t, @) 


yesetzt wird. Da e¢*/(x) der Klasse (A) angehért, so ist h,,, (t) = 0 fiir 
jeden reellen Wert von ¢ und, nach der Folgerung aus Satz I, hat man stets 
Ce, (t,@) = 0, wobei das Gleichheitszeichen nur eventuell bei t = 0 gelten 
kann. 

Zusatz. Aus diesem Beweise ergibt sich auBerdem: Wenn e?7 f (z) 
(mit /(0) > 0) fiir beliebige reelle Werte von ¢ der Klasse (A) angehért 
und 2 + 0, w > 0 reelle Konstanten bedeuten, so ist der Koeffizient von z?™ 
in der Entwicklung von (1 — Az)-” f(x) gréBer als das Minimum des Poly- 
noms hzg,,, (t); es gibt also eine reelle Zahl tj, so daB der Koeffizient von z?™ 
in der Entwicklung von (1 — Az)-@ f(z) gréBer ist als der entsprechende 
Koeffizient der Entwicklung von e°*/(z), wie man aucn die reelle Zahl 
A + 0 und die positive Zahl w wahlen mag. 
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Bemerkung. Folgende Umkehrung von Satz II ist ebenfalls richtig, 
aber fast selbstverstandlich: Gehért (1 — tx)-” f (x) zur Klasse (A) fiir jeden 
reellen Wert von ¢ und fiir unendlich viele beliebig groBe Werte von w, so 
gilt dasselbe auch von der Funktion 

: tz\-— 
et f (2) = lim (1 — =) "t(). 

Wir beweisen ferner den 

Satz III. Es seien w,, ws, ..., W, p positive Zahlen und a, a,, ..., ay 
p + 1 reelle, nicht stimtlich verschwindende Zahlen; dann sind die Koeffizienten 
der geraden Potenzen von x in der Entwicklung von 


f,(z) = &* (1 —a,2z) "*=1+e,2+¢,2°+... 
alle positiv. 

Vorbemerkung. Der Koeffizient c,,,, stellt offenbar eine Form 2 m-ten 
Grades der p + 1 GréBen a, a,, a9, ...,a@, dar und Satz III driickt aus, daB 
diese Form positiv definit ist. 

Beweis. Es geniigt, den Beweis unter der Voraussetzung zu fiihren, daB 
@,, Gg, ...,@, alle von Null verschieden sind. Wir setzen*) 


r 


i, (z) = e&* [7 (1 — qz)-”* y= 0,1,2,..., 7, 
1 
und nehmen an, daB bei einem gewissen ganzen r = 0 der Satz schon be- 


r 
wiesen ist, und zwar fiir jede Funktion vom Typus e’*/7 (1 —a,z)~“*, wie 
1 


man auch die reelle Konstante 4 wihlen mag. Wir bilden die Funktionen 
f(z) = (1 —ta)-"f, (2) und g(z) = e*f,(2), 


wo ¢ eine reelle und w eine positive Zah] bedeuten. Offenbar unterscheidet 
sich g (x) von f, (z) nur dadurch, daB die Konstante a im Exponentialfaktor e** 
durch a -+ tersetzt wird. Nach unserer Annahme gehért die Funktion e*? f, (z) 
fiir jeden reellen Wert von ¢ der Klasse (A) an, und nach Satz II sind alle 
Koeffizienten der geraden Potenzen der Entwicklung von 


fea y(%) = (1 — a,4,2)~ +1 f, (2) 


positiv, da a,,, von Null verschieden ist. Auf diese Weise haben wir bewiesen, 
daB Satz III fiir die Funktion /,,,(z) richtig ist, wenn er fiir /,(z) gilt. 
Er ist aber fiir die Exponentialfunktion /, (x) = e** offenbar richtig, woraus 
seine allgemeine Giiltigkeit erhellt. 

Wir gehen nun zum Beweis unseres Hauptsatzes iiber. 





3) Bei r = 0 ist natiirlich das Produkt JJ durch 1 zu ersetzen. 
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Satz IV. Haben die Buchstaben w,, a, a, dieselbe Bedeutung wie im 
2 p 
Satz III und ist d'c, x die Entwicklung der Funktion f (x) = [](1 — a,2z)~*, 
0 1 
so hat die Partialsumme 
P,(z) = 1+¢,2 + 227+ ...+ 0,2" 
nur einfache Nullstellen, von denen héchstens eine reell ist. 
Beweis. 1. Man betrachte die Entwicklung 
(1 i tx)-*f (x) = & % (t, l) x, 
0 
wobei 
cq(t, 1) = & + 6,0-? + ...4+6. 


Nach Satz III ist cg, (t, 1) > 0 fiir jedes reelle t; wegen 
P,.,(2) = 2° 6s, (=, 1) fir s=0 und P,j,,(0) = 1 
nimmt das Polynom P,,,(z) ebenfalls nur positive Werte an, wenn = reell ist. 


Setzt man ferner (1 — tz)-?f (x) = J e¢,(t, 2) 2", so kann man wieder 
0 


2m 
nach Satz III behaupten, daB das Polynom ¢,,,(t, 2) = 2 (k + 1) com—zt* 
0 
nur positive Werte annimmt, wenn ¢ reell ist. Die Beziehung 
fo ?*—* Pam s(2)} = — Beams, 2) <0 
zeigt, daB die Funktion z~?"-!P,,,,,(z) iiberall abnimmt, wo sie stetig 
ist. Sie nimmt also von c,,,,, bis — o ab, wenn z von — bis 0 wiichst 
und nimmt weiter von + o bis ¢.,,,, ab, wenn ‘x von 0 bis +  wichst. 
Es folgt daraus, daB P,,,..,(z) nur eine reelle Nullstelle hat, wenn ¢,,,,, 
von Null verschieden ist, und daB diese Nullstelle einfach ist until entgegen- 
gesetztes Vorzeichen mit c.,,,, hat. Damit ist die Behauptung des Satzes IV 
beziiglich der reellen Nullstellen von P,, (x) bewiesen. 

2. Um auch die Behauptung iiber die nichtreellen Nullstellen von P,(z) 
zu beweisen, bedienen wir uns des folgenden Hilfssatzes, wobei wir voraus- 
setzen kénnen, daB die a, voneinander verschieden sind: 

Hilfssatz I. Setzt man 

P Wy 


P 
= =o N(z) = [] (2@-a), M(x) =N(@) »' 5-5) 


so besteht die identische Gleichung 

(6) (M —aN)P, + NP), = 2*Q(2), 

in der Q (x) ein Polynom vom Grade S p mit lauter reellen und einfachen Null- 
stellen bedeutet. 
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Beweis. Die logarithmische Ableitung von 


i) = [f (1-2) 


f(z) _ x2 M (2) 
fa 9+ ema" *- Fea 


Multipliziert man die Entwicklungen 


hat die Gestalt 


(2) — Pa(z) = Eo", f(2)— P,(a) = E vo,a-% 


n+1 
bzw. mit aN(z) — M(z) und — N(z), so erhalt man durch Addition die 
Identitat 
(M —aN)P, + NP, = 2*Q(z2), 


wobei Q(z) = 4, + A,z +... + A,2” ein Polynom héchstens p-ten Grades 
bedeutet. Durch Koeffizientenvergleich erhalt man leicht 


Q (0) = Ay = (—1)?-3 (wm + 1) aay... ey Cay, A, = — acy. 


a) Es sei zuniachst » gerade, n = 2m. Denken wir uns die p Zahlen a, 
der GréBe nach geordnet, so ist 


N (a) = 0, Pa(ax) > 0, sgn M (a,) = sgn N’(a,) = (— 1)?-* 


und aus (6) folgt leicht, wenn man z durch «, ersetzt, 
sgn Q (ax) = (— 1)?*, ye Seer 


Q(z) hat also in jedem Intervall «,< 2< a,,,, k= 1,2,..., p—1, je 
eine Nullstelle. Dies sind auch die einzigen Nullstellen von Q(z), falls 
a = 0 ist. Ist dagegen a = 0, so ist der Grad von Q(z) genau gleich p 
und man hat 


sgn Q (+o) = sgn, = —sgna, sgnQ(—o) = (—1?-"egna; 


folglich hat Q (xz) fiir a > 0 noch eine Nullstelle gréBer als «, und fiir a << 0 
eine Nullstelle kleiner als «,. Somit hat Q(z) im Falle n = 2m nur reelle 
und einfache Nullstellen, die von den p Zahlen o, getrennt werden. 

b) Es sei m ungerade, n = 2m+ 1. Ist cy,,,, = 0, also auch A, = 0, 
so ist der Grad von Q(z) kleiner als p und P,,,,,(z) stimmt mit P,,,(z) 
iiberein, so daB, nach a), +Q (zx) lauter reelle und einfache Nullstellen hat. 
Ist dagegen c, = 0, so hat P,,(z) nur eine reelle und einfache Nullstelle 8 
und es ist sgnf = —sgne,. Ferner hat man fiir beliebiges reelles z 


Pr , 
sgn wth = sgn P,, (8) = sgne,. 
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Wir nehmen zunichst an, daB 8 mit keiner der Zahlen «, iibereinstimmt 


Es sel 
Q(z) A B 7 A 
— } k 
( - y . ( j = + - + = 


die Partialbruchzerlegung der linken Seite. Man findet leicht 





_ Q(B) _ P, (8) 7) : 

B= 5yN@) = at? sgn B = sgnc,; 
- Q («,) cm OP (%) = ow, P, (a,) 
adic a, (a, — B) N’ (a,) r %, (1, — B) M (a,) 7 «’* (a, — B) 


ih Nd P, (2) 
Beachtet man, daB w, und «{*? positiv sind und da8 ~ 


fiir jedes reelle « 


—B 
das Vorzeichen von ¢, hat, so ist auch sgn A, = sgnc,. Wenn wir die p + | 
Zahlen «,, %, ..., &», 8 der GréBe nach ordnen, so liegt zwischen zwei be- 


nachbarten dieser Zahlen, die dasselbe Vorzeichen haben, eine Nullstelle 
ungerader Ordnung von Q(z), da die Koeffizienten A, und B dasselbe Vor- 
zeichen haben. Solche benachbarten Zahlenpaare gibt es mindestens p — 1, 
woraus sofort folgt, daB alle Nullstellen von Q(z) reell und einfach sein 
miissen. 

Es kann schlieBlich vorkommen, daB die einzige reelle Nullstelle 8 von 
P,,(z) mit einer der Zahlen «,, etwa mit «,, iibereinstimmt. Dann muB #, 
als gemeinsame Nullstelle von P, (x) und N (zx), auch Q(z) angehéren, so 
daB die Partialbruchzerlegung 


z(z—f)N(z) 





Pp 
Q(z) A B y” 4: 
etaz—pt 2 ze, 


gilt; der Akzent nach 2 soll dabei andeuten, daB der Index r bei der 
Summierung auszuschlieBen ist. In diesem Falle hat man 


pa 2) _ P,, (B) | M (8) + N’ (B)) _ Met) P;, (6)° 
BN’ () pu +! N’ (8) putt ’ 

w, P,, (a4) 
ap **(x,— B) 
Wegen B + 0 ist z = # eine einfache Nullstelle von Q(z). Genau so wie oben 


schlieBt man aus sgn B = sgn A, = sgnc,, daB das Polynom hers 





A, = fiir k +- fr. 


eine 


Nullstelle ungerader Ordnung hat zwischen zwei benachbarten der Zahlen 
&1, Hy, ..., &», die dasselbe Vorzeichen haben. Da die Anzahl dieser 
Zahlenpaare mindestens gleich p — 2 ist, so besitzt Q(z) mindestens p — 1 
Nullstellen ungerader Ordnung und folglich sind alle Nullstellen von Q ¢r) 
reell und einfach. Damit ist Hilfssatz I bewiesen. 
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Ware nun & eine mehrfache Nullstelle von P,, (xz), so folgte sofort aus 
Formel (6), daB € auch eine Nullstelle von Q(z) sein miiBte, was in Wider- 
spruch mit dem soeben bewiesenen Hilfssatz I steht. 


Zum Schlu8 wollen wir noch mit denselben Hilfsmitteln folgenden all- 
gemeineren Satz beweisen: 

Satz V. Es seien zwei unendliche reelle Zahlenfolgen {w,} und {a,} gegeben, 
von denen die erste nur aus positiven Zahlen besteht; die zweite sei beschrankt 
und auferdem konvergiere die Reihe Xw,,a®. Dann stellt das unendliche Produkt 


(7) e*= JT ((l—a,z) “ke PR" e*} (a reell) 
1 
eine in der Umgebung des Nullpunktes reguliire Funktion f(x) dar, deren 
Maclaurinsche Entwicklung 
f(z) =1+c¢,2-+-cgz?+... 
folgende Eigenschaft besitzt: ihre Partialsummen 
P, (z) = 1+ ¢,2+¢,27+...+ 0,2" 

haben lauter einfache Nullstellen, von denen héchstens eine reell ist. 

Vorbemerkung. Es sei gleich bemerkt, daB dieser Satz nicht durch 


einfachen Grenziibergang aus Satz IV gefolgert werden kann. Setzt man 
namlich 


p co 
fy (a) = e** JJ ((1— a,x) “Fe **K* | = 1+ Deyya, 
1 


n=1 
Puy (2) = 1+ yt +... +eny2", 
so hat P,,, (x), wie schon bewiesen, nur einfache Nullstellen; aus der Limes- 
beziehung lim P,,, (xz) = P,,(x) folgt aber nicht, daB notwendig auch P,,(z) 


?- 2 
dieselbe Eigenschaft besitzen muB. 
Beweis. Es sei o eine obere Schranke der Zahlen |a,|, also |a,| < 0 
fiir k = 1,2,3,...; Osei eine feste Zahl zwischen 0 und 1. Wir wollen zu- 


nachst die normale Konvergenz des Produktes (7) im Kreise |z! < 2 fest- 
stellen. Wegen |a,2| < O< 1 stellt in diesem Kreise jeder Faktor *) des 
Produktes (7) eine regulare Funktion von z dar. Fiir |z| = r< e und fiir 


jeden Wert von & hat man 


(1 —a,z) “* e Wy, ay z =e v=2 


4) Es handelt sich offenbar um das Element der betreffenden Funktion, das im 
Kreismittelpunkt z = 0 den Wert 1 annimmt. 
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Wegen 

w7 1 . e 1 

Wy ) = (2) Ss @, apr a |a, 7” << @, af rte" Aw, ai, 
r=2 v=0 
i eo 1 , ‘ : . 
wo zur Abkiirzung rm > fio A gesetzt ist, gilt die Abschitzung 
= all 

(8) \(] —a,zy eo MEM _ ge _ |, 


Bedeutet nun A eine obere Schranke der Zahlen w,a? (k = 1, 2,3,...), 


t 
30 erhalt man mit Riicksicht auf die Tatsache, daB s—t eine wachsende 


Funktion von ¢ ist, die Ungleichung 
3 
(9) ss (ei % =-bH< Fy le4 —l)= B. 


Ao a? 
Aus (8) und (9) folgt 





kk 


\(1 —a, 2) “te "*#*F*_1| < BAayna?} 


fiir jz| < 4 und fiir jeden Index k. Die letzte Ungleichung zeigt, daB das 


. 


Produkt (7) im Kreise |z| << . normal konvergiert und folglich dort eine 


regulare Funktion definiert. 

Wir kénnen weiter den Beweis von Satz V unter der Voraussetzung 
fiihren, daB alle a, von Null und voneinander verschieden sind. Der Kiirze 
halber fiihren wir die Bezeichnung C,, [/ (x)] ein fiir den Koeffizienten von 2” 


in der Entwicklung von / (x) nach Potenzen von z, also C,[/(z)] = a (0). 


Wir bezeichnen auBerdem mit /,(z) und @, (x) die endlichen Produkte 
Lid Pp din 

I, (x) = e** dT 1a — az) “Fe ME“E*), py (2) = if () — 3) : 

a = 1 


und mit 2m eine feste gerade positive Zahl. Bilden wir nun die Ent- 
wicklungen 


= oe P " k 
Pp(2) =14+ Sb,2%, &y,(2) = Shea" (hg (t) = E bye), 
1 0 k=O ° 


so stellt nach Satz III das Minimum des Polynoms hg,, (t) eine positive Zahl 
dar, die wir mit u® bezeichnen wollen. Nach unseren Bezeichnungen ist also 
uw? = Min Ce [e'* ,(z)). Wir betrachten ferner die Entwicklung von 


—-nw<t<ax 
- Oo 4 1 
e* py + 1(2) - e7(1 ne ay +12) P P, (2), 
unter A eine reelle Konstante verstanden. Nach dem Zusatz auf 8.166, kann 


man die reelle Zahl t, so bestimmen, daB 


Come’? py - 1] = Cam[e** (1 — a,412) “P+! =, (x)] > Cam[e** eo? @, (z)]. 





>. m. AP a 


a. ar oe ted 
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Wegen C,,, [e*** p,(x)] = u™ besteht die Ungleichung C,,, [e** 9,1] >" 
fiir jedes reelle A, und folglich ist auch u®*” > u™, d.h. die Minima p® 
wachsen bestindig mit dem Index p. Beachtet man andererseits, daB /,, ,(x) 
die Gestalt e* ,, ,(z) hat, so ist klar, daB 


Com[fp+1(z)) => w?t> > pw, also Crm [fp+1(2)] > vw. 
Die wiederholte Anwendung der letzten Ungleichung lehrt, mit Riicksicht 
auf die Ungleichungen u™ < p®*” < ..., daB bei jedem natiirlichen n 


Com (fosn(%)] > u™ > 0. Durch den Grenziibergang n > o schlieBt man 
daraus, daB 


Com Uf (z)] _ lim Com [fo+n(z)] =} uw” eo 0, 


no 


d. h. daB alle Koeffizienten der geraden Potenzen von z in der Entwicklung 
von f(z) positiv sein miissen. Nach dieser Feststellung beweist man genau 
so, wie bei Satz IV, indem man die Koeffizienten von z*™ in den Entwick- 
lungen von (1 —tz)-1f/(xz) bzw. (1 —tz)-*f(zx) betrachtet, daB P,, (zx) 
héchstens eine reelle und zwar einfache Nullstelle hat. 

Es bleibt noch iibrig, zu zeigen, daB P, (x) keine mehrfache (nichtreelle) 
Nullstelle haben kann. Zu dem Zwecke bilden wir die logarithmische Ab- 
leitung 
4 o,4} x 


T(z) iy? ; i—a,2’ 








die ja in der ganzen z-Ebene eindeutig und regular ist mit Ausnahme der 


Punkte © und ihrer Hiufungspunkte. Man leitet leicht die Formel ab 


(10) — P, 5 + Pa = 2" (2), 
in der w(zx) denselben Regularitatsbereich wie Tip hat und insbesondere 


in der Umgebung des Nullpunktes regular ist. y(z) kann dabei nicht identisch 

f (x) 
P, (2) 
daB (zx) keine nichtreelle Nullstelle hat, so ist damit bewiesen, daB P, (z) 
keine mehrfache Nullstelle haben kann. Setzt man 


verschwinden, da keine Konstante ist. Wenn es uns gelingt, zu zeigen, 





1 , P 7 
— =%, a =a— 2 One, N, (%) = (% — %) (2 — a) ... (% — ay), 
k 
vp 
yY @ oo n 
M, (x) = N,(z) > sz fle) = 2 cep a, = Pap (@) = 2 em, 
T A = oa 


so konvergiert 
’ 4 ’ mM, (x) 
fy (2): fp (2) = ap — ¥,@) 
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174 L. Tschakaloff, Satz von Laguerre. 


fiir p->o gegen f(x): f(z), und zwar gleichmaBig in jedem beschrankten 

abgeschlossenen Bereich, der keinen der Punkte « = = enthalt. Nach 
k 

Hilfssatz I besteht die Formel 

; M,(z) , — Q, (#) 

© (PO 6) 2s) + Pte) = BE. 

wobei Q,(z) nur reelle (und einfache) Nullstellen hat. Angenommen, es gabe 

eine nichtreelle Nullstelle z) von y (x). Offenbar konvergiert in einer geniigend 

kleinen Umgebung von z, (die keinen gemeinsamen Punkt mit der reellen 

Achse hat) die linke Seite von (6’) gleichmaBig gegen die linke Seite von (10), 

wenn p unbeschrinkt wichst; folglich konvergiert ebenfalls gleichmaBig in 


derselben Umgebung die rationale Funktion at gegen y(z). Nach einem 


klassischen Satz 5) von Hurwitz enthalt diese Umgebung sicher eine Nullstelle 
von Q,(z), wenn nur p geniigend groB ist. Dies widerspricht aber der Tatsache, 
daB Q,(z) nur reelle Nullstellen hat. Somit ist Satz V bewiesen. 

Sind insbesondere alle «, natiirliche Zahlen, so ist f(z) der reziproke 
Wert einer reellen ganzen Funktion g (z) vom Geschlecht 0 oder 1 mit nur 
reellen Nullstellen, die der unwesentlichen Einschrankung unterworfen ist, 
daB g (0) = 1 ist. 

Aus Satz V folgt ferner, nach bekannten Siatzen aus der Theorie der 
ganzen Funktionen endlicher Ordnung, die 

Folgerung. Bedeutet g(x) eine reelle ganze Funktion mit lauter reellen 
Nullstellen, deren Ordnung kleiner als 2 ist, und ist x, eine reelle Zahl, fiir 
welche g(x) + 0 ist, so besitzt jede Partialsumme der Entwicklung 

jit = Cy + ¢, (Z — Zp) + Cg (z — Z)* +... 
nur einfache Nullstellen, von denen héchstens eine reell ist. 


5) A. Hurwitz, Uber die Nullstellen der Besselschen Funktion, Math. Annalen 33 
(1889), S. 246—266. 


(Eingegangen am 7. 9. 1937.) 








Zur analytischen Theorie der Greazkreisgruppen. 
Teil II: 


Divisorentheorie 
der automorphen Formen komplexer Dimension. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


§ 3. 


1. Divisoren. 


Ein kanonischer Fundamentalbereich R von J’ in § enthilt nach Kon- 
struktion von jedem Verzweigungspunkt auf 8 genau einen Reprisentanten, 
und die Punkte von %, die einer gewissen Umgebung eines Verzweigungs- 
punktes angehéren, werden, auf der Riemannschen 1-Zahlenkugel gemessen, 
in eine Umgebung seines Reprisentanten in & verlegt. Andererseits besteht 
bei der Untersuchung von automorphen Formen in einem festen Bereich & 
die Méglichkeit, daB Pole, Nullstellen oder andere fiir das Verhalten der 
Form charakteristische Punkte (z.B. Nebenpunkte von Riemannschen 
Formenscharen auf algebraischen Gebilden) in Nichtfixpunkten auf dem 
Rande von & liegen. Man kann diese Stellen durch eine lokale Deformation 
des Schnittsystems auf 8, also Ubergang zu einem lokal geiinderten kanonischen 
Fundamentalbereich, oder durch Zuriickgehen auf die Funktionalgleichung (31) 
oder durch analytische Fortsetzung der Form iiber die Schnitte hinweg, 
was alles das gleiche Vorgehen bedeéutet, erfassen — falls es sich nicht bei 
Grenzkreisgruppen zweiter Art um den Aufpunkt des Schnittsystems GC’ 
handelt. In diesem Fall kann eine Anderung des kanonischen Schnittsystems, 
die den Aufpunkt verlegt, in § offenbar nicht mehr lokal genannt werden, 
und ich ziehe es deshalb vor, die zur Untersuchung der automorphen Formen 
unentbehrlichen Divisoren zunichst auf 8 zu definieren und danach die — 
natiirlich invariante — Ubertragung auf einen geeigneten kanonischen 
Fundamentalbereich & von J auszuiiben. 

Unter einem Divisor } auf 8 verstehe man ein formales Symbol, das als 
Potenzprodukt von Punkten von 8 geschrieben und folgenden Bedingungen 
unterworfen wird: 

a) Die verschiedenen in d auftretenden Punkte hiaufen sich in 8 nicht. 
Es gibt deren also héchstens endlich viele bei Grenzkreisgruppen erster Art, 
héchstens abzahlbar unendlich viele bei Grenzkreisgruppen zweiter Art; 


12" 
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bei diesen liegen in jedem Polyeder, insbesondere in jedem Hauptnaherungs- 
bereich %,, von 8 héchstens endlich viele von den in d auftretenden Punkten. 
Die Konstruktion der kanonischen Zerschneidung laBt erkennen, da8 man 
mit dem Schnittsystem G bzw. G’, insbesondere mit dessen Aufpunkt 
auf 8 den Nichtverzweigungspunkten eines Divisors, also auch endlich vieler 
Divisoren stets ausweichen kann. 

8) Jeder Exponent eines Nichtverzweigungspunktes p in dD ist eine ganze, 
jeder Exponent eines Verzweigungspunktes p in d von der endlichen Ord- 
nung / —1 ist eine rationale Zahl der Form ; mit ganzem a, jeder Ex- 
ponent eines Verzweigungspunktes p in d von der Ordnung o ist eine be- 
liebige komplexe Zahl. Treten die Potenzen des gleichen Punktes p unendlich 
oft in d auf, so sind alle seine Exponenten, abgesehen von endlich vielen 
Ausnahmen, gleich Null. Das Hinzufiigen oder Fortlassen von endlich oder 
unendlich vielen Punkten mit lauter Exponenten Null andert d nicht. 

y) Jeder Divisor von der Form p® (p hoch Null) wird mit (1) bezeichnet. 
Ein Divisor hingt von der Reihenfolge der in ihm auftretenden Punkt- 
potenzen nicht ab. Sind zwei Divisoren d und Dd’ vorgelegt, so kénnen sie 
nach «), 8) in der Gestalt 

h h , 
> =I pen, d’ =i p’» (h natiirliche Zahl oder unendlich) 
geschrieben werden. Sie gelten dann und nur dann als gleich, wenn die 
Summe der Exponenten, mit denen ein bestimmter Punkt p in einem von 
ihnen auftritt, bei beiden den gleichen Wert hat, d. h. in Zeichen, wenn 


h h 
’ . ; 
= 4, = p Hn. 
n=1 n=1 
Pn=P P,n=?P 
Man setzt 
h , h ’ D : A is af 
, “+e ’ J u — Led - fn 
dd = ai P,, n dD : I] P, nr. r DD — 7 eg rn. 
n=1 n 1 n 1 


Diese Bestimmungen besagen also im wesentlichen, da8 bei Grenzkreisgruppen 
zweiter Art mit Divisoren wie mit absolut konvergenten Zahlprodukten ge- 
rechnet wird. 

6) Jeder Divisor kann daher in der Form 


- "j aeT “wn 
(50) Dd ATs : i q, Hl Pn 
geschrieben werden, wo o, é), » je 0, eine natiirliche Zahl oder o bedeuten 
kénnen, ein leeres Produkt durch (1) ersetzt werden soll, r, die simtlichen 
Verzweigungspunkte unendlicher Ordnung, q, die simtlichen Verzweigungs- 


punkte endlicher Ordnung (und zwar bzw. der Ordnung/, —1) und die p,, lauter 


voneinander verschiedene Nichtverzweigungspunkte auf B, die 7, komplexe, 
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a 
. ° k . . 4 
die 7, rationale Zahlen der Form i mit ganzen a, und die A,, lauter von 


k 
Null verschiedene ganze Zahlen bezeichnen. Eine solche Darstellung von > 
heiBe reduziert. Ein Divisor hei®t ganz, wenn in irgendeiner Schreibweise 
die Realteile der Exponenten der in ihm auftretenden Punktpotenzen nicht 
negativ ausfallen. Das d in (50) ist also genau dann ganz, wenn 

Ren, =[>O0(1lSjso), a4 [SVlskse), An >O(lSm<?). 
Ein reduzierter Divisor la8t sich, wenn o > 0, mithin auf unendlich viele 
Weisen als Quotient von ganzen Divisoren darstellen. » heiBt durch d’ 
teilbar (s.: )) oder ein Multiplum von d’, wenn d d’~! ganz ist. — 

Trifft das kanonische Schnittsystem S bzw. S’ auf B keinen der 
Punkte p,,, m = 1, 2, 3,..., v, so entsteht ein kanonischer Fundamental- 
bereich R, der zu d schnittfremd genannt werde. Bei der zugehérigen Ab- 
bildung von B’ bzw. B, auf K gehe r, in die Spitze s;(1<j <<), qy in die 
Ecke w, (1 =< k < e ), p», in den Nichtfixpunkt r,, (1 < m < v) auf § iiber. 
Wir setzen 


6 
(50,) d, =d, d, = I] 


j=i1 


m=1 

und driicken hierauf fiir jeden zu dy, schnittfremden kanonischen Funda 
mentalbereich R von J’ die Beziehung zwischen dy, und Dd, durch die Gleichung 

De = dy 

aus. Da die Divisoren dg, die fiir irgendwelche zu D = Dy schnittfremden & 
gebildet werden, auf 8 die gegen die Wahl von S invariante Darstellung dy, 
besitzen, so bleibt die Wahl von & auf den Inhalt der Theorie ohne EinfluB. 
Bei der Untersuchung mehrerer Divisoren wird stillschweigend stets ein zu 
allen diesen Divisoren gleichzeitig schnittfremdes & benutzt. 

Ist r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu J’ und —r, f(t) eine auto- 
morphe Form {J°, —+r, v}, f(t) +90, so stelle man zunichst mit Hilfe der 
durch I" in § definierten Ortsvariablen auf $6 den (nach den Bestimmungen 
iiber Formen und Divisoren vorhandenen) Divisor } = dg von f auf % fest 
und bilde in irgendeinem der zu dg schnittfremden kanonischen Fundamental- 
bereiche von I" den dg gleichen Divisor dg auf R. Dieser Divisor wird mit 
({) bezeichnet; er hat in reduzierter Darstellung die Gestalt 

; 
(504) G) = ID (8399 TT (on)? TT (tn), 
j=1 k=1 
wo die T,, wie oben als voneinander verschiedene Nichtfixpunkte, die g;, hy, 2,, 
als ganze Zahlen mit /,, + 0 (l< m<¥) und die x,, 9, durch 


r ay 
. ai—+22i— 
(50,)/o(P) = eS i <o), o(B) <6" *1lsokse,) 
| mit O0<Rex,<1, a, =o), ganz, OS a,<), —1, 
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gegeben sind. Hier ist wie bisher P; normierte Erzeugende von 3:;; E,, nor- 
mierte Erzeugende von 3, * Ein Divisor von der Form der rechten Seite 
von (50,), also 

(50,) De = IT (8) % HD (a) * ™* TT (tn) 

j=1 k=1 m=1 

mit den Eigenschaften, die fiir den Divisor auf der rechten Seite von (50,) 
in den Zeilen nach dieser Gleichung bis zum Beginn des gegenwirtigen Satzes 
formuliert wurden, wird als Divisor zu (/’, — r, v) angesprochen, unabhingig 
davon, ob eine Form / in {J°, —r, v} mit (/) = dy existiert oder nicht. Als 
Ordnung eines beliebigen Divisors } von der Form (50,) wird, falls sinnvoll, 
der Ausdruck 


(51) ord d, = J (x; +9;) + 3 (onthe) + Dam 
j=1 k=1 


m= 1 
erklart. Hier mu8 bei Grenzkreisgruppen zweiter Art v endlich sein, und es 
mu8 mit gewissen natiirlichen j, bzw. k, 

g,; = 0 oder —1 firj>j, bzw. h, = 0 oder —1 fir k>k, 
zutreffen, wenn o bzw. e, gleich @ ist. Bei co = ©, endlichem e, und ge- 
gebenem r lassen sich stets solche v bestimmen, fiir die jedem Divisor 
(I, —r, v), der die bereits gestellten Bedingungen erfiillt, eine Ordnung 
zukommt. Bei e, = o bendtigt man zu diesem Zwecke noch weitere, die 
hy, a, |, (k = 1, 2,3,...) betreffende Vorschriften. Fiir Grenzkreisgruppen 
erster Art sind, wie sich zeigen wird, die Divisoren (J°, —r, v), gebildet fiir 
alle komplexen r und alle Multiplikatorsysteme v zu J’ und —r, die allge- 
meinsten, die es gibt. Hier definieren wir fiir das allgemeine D = dg aus (50,) 
in Ubereinstimmung mit (51) 

(51,) odd = Snjt+ Leet FZ An. 
j=1 k=1 m=1 
Die Ordnung des Divisors d, aus (50,) zu (I’, —r, v) geniigt nach (51) der 
Kongruenz 
6 €o 

(51) ord By = 2%; + 2 ox (mod 1), 

j=1 b= 1 
wenn J" von erster Art. 

Das multiplikative Rechnen mit automorphen Formen beruht auf den 
folgenden Tatsachen: Sind r,, r, komplexe Zahlen, so gilt fiir unimodulare 
reelle M, S bei gleichstaindigen Vorzeichen nach (29) 

ao) (M, S)- (0°? (M, S))** = o' *"9 (M, 8). 


Sind v,, v, zwei Multiplikatorsysteme zu J’ und —r, bzw. —rz, 80 ist 
= 


” = v,v, ein Multiplikatorsystem zu J’ und —r = —(r, +1), 0* = 


Ve 
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ein Multiplikatorsystem zu J’ und —r* = —(r, —r,); man stellt auBerdem 
direkt fest, wie die friiher gefundenen Eigenschaften der Multiplikator- 
systeme mit der Beziehung zwischen 7,, ¥,, 2, ¥, und r,v bzw. r*, v* im 


Zusammenhang stehen. Die Formenklassen gestatten die nachstehende 
Komposition: 


(52 LD, 1, 4) (LD, — 19, 2) = (LP, — (ra +179), 11%} = (, —1, 2}, 
~) 


{T, —r.%} _ | ee * yt 
iT —y.0) Vo ~—m Qa. —A.e%), 
wo die linken Seiten die aus den t_,,ft_,, baw. —* gebildeten Mengen 
. . . a = . . 
bezeichnen, wenn f_,  beliebig aus (J°, — 1, %}, f. ,, beliebig aus 


\I", —r, v2} herausgegriffen wird; dabei ist vorausgesetzt, daB in der ersten 
Gleichung (52) die Formenklassen {J', —r;, v,| nicht beide = {0} sind, 
und daB in der zweiten Gleichung der Nenner {J°, —ro, v2} + {0} ist, 
sowie, daB f/_, +0 herausgegriffen wird. Sind /,, /, zwei beliebige nicht 


identisch verschwindende Formen zu J” — etwa f, c{l, —r,, vy}, 
f, <{I’, —r2, v2} — so bestehen die Divisorengleichungen 
(53) fy Ie ' fife), hy f.)~" ~ fife’). 
Ist d, ein Divisor (/', —r,, 0;), D2 ein Divisor (J°, — 72, Ug), 80 ist DyD, 


ein Divisor (J’, —(r, + 7g), 01%), 0,d,* ein Divisor (I, —(r; — 19), 1), 
Diese Tatsachen enthalten als Spezialfall eine Aussage iiber die Bezie- 
hungen zwischen den Begriffen Formenklasse und Divisorenklasse. Irgendein 
Divisor, etwa das allgemeine db = Dg aus (50,), erzeugt die Divisorenklasse id, 
die aus genau simtlichen Divisoren der Gestalt d (/,) besteht, wo /, irgendeine 
zu I gehérige automorphe Funktion, d.h. eine Form der Klasse {J’, 0, 1} 
darstellt. Ist /, eine beliebige nicht identisch verschwindende Form der 
Klasse {J°, —r, v} (r komplex, v beliebig zu J’ und —r), so besteht die 
Divisorenklasse {(/,)} genau aus den simtlichen Divisoren der nicht identisch 
verschwindenden Formen der Formenklasse {/°, — r, v}. — 

Die Gesamtheit aller automorphen Formen der Klasse {J’, —r, v}, 
sowie die Gesamtheit aller derjenigen Formen dieser Klasse, welche Multipla 
irgendeines festen Divisors D (zu (J’, —r, v) oder nicht) sind, bilden je eine 
lineare Schar, und zwar auch bei Grenzkreisgruppen zweiter Art, d.h. mit 
endlich vielen Formen /,, f,, ..., f, aus der Gesamtheit liegt jede Linear- 
kombination 


tf, + tafe +... + Taba 


in der Gesamtheit, wenn die Koeffizienten 2z,, 2, ..., %, irgendwelche 
komplexen Zahlen bedeuten. 
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2. Komplementire Formen; Verzweigungsmaf. 

Zwei nicht identisch verschwindende Formen /,, /, aus {J', —1,, 0,} 
bzw. (J, —fr., v,} heiBen komplementir, wenn ihr Produkt /,/, der Klasse 
(I’, —2, 1} angehért. Wird 


ws @ && @® AW % wa ? 
i) = IT (s;)9 *% a (a,)%* *"* J] (tmy™ (t= 1, 2) 
‘ =. 


j=1 m=1 
mit den Bestimmungen fiir den Divisor (/) aus (50,) gesetzt, so folgt aus Satz 3 
zunachst 
xj? + x§? =0 oder 1, je nachdem Re xj? = 0 oder >0 ist; 
dies ist also mit Re x = 0 bzw. >0 gleichbedeutend 


(54) (sj 0°). 
+o > 0,5 2-5 und =1—F (mod 1), aloo =1—7 
k os k 

Qlsks &). 


Ist J’ von erster Art, so gilt ferner fiir eine beliebige nicht ‘dentisch ver- 
schwindende Form @ aus {J", --2,1} nach den Uberlegungen von § 1, Ab- 
schnitt 2 und Satz 3 
ord (9) = 2p — 2+ 9; 
eo 
q=ordg3=o+ 3 (1-7) 
k=1 k 
wird als Verzweigungsma8 von J" bezeichnet. Daher ergibt sich bei Grenz- 
kreisgruppen erster Art 
(56) ord (f/,) + ord (/,) = 2p —2 +4. 

Die Gruppenkonstante 2p —2-+q erweist sich fiir jede Grenzkreis- 
gruppe erster Art als positive (rationale) Zahl, auch wenn J’ keine parabolischen 
Matrizen enthalt. In der Tat hat Herr Koebe bewiesen’), daB eine Grenz- 
kreisuniformisierung fiir ein algebraisches Gebilde vom Geschlecht p mit 
th) = 0 + € relativen Verzweigungspunkten von den angegebenen Ordnungen 
dann und nur dann nicht existiert, wenn einer der vier folgenden Fille vorliegt : 

Man numeriere die simtlichen n, Verzweigungspunkte mit den Ziffern 
von | bis n, durch; ist der i-te Verzweigungspunkt von endlicher Ordnung, 
so sei diese 1, — 1; ist er von unendlicher Ordnung, so wird + = 0 erklart. 

Ro é 


Dann hat man g = i. , und die angekiindigten Ausnahmefiille sind: 
q 8 


(55) 


l. 
t=1 . 


a)p=0, n = 0,1, 2. 


b)p=0, m=3, Fiz 
i=1 * 
d)p=1, m=0 


12) P. Koebe, 1. c. ®). 
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Behauptet wird, da eine Grenzkreisgruppe dann und nur dann nicht zu 
diesen Ausnahmen gehért, wenn 2p —2+ q>0 ausfallt. Zum Beweise 
beachte man, da$ die Ausnahmen nur Gebilde mit p = 0,1 betreffen, und 
daB 2p —2+q>2 fir p>2. Bei p =1 besagt nm >O genau soviel 
wie 2p —2+q=q>0. p=0, nm >5 kommt unter den Ausnahmen 
nicht vor; dem entspricht 2p—-2+q>-—2+5>0. Bei p=0, 
m = 4 wird 2p —-2+q =q—2=>0 und =0 nur im Falle c). Bei 
p = 0, ny = 3 ist 
» 2 . ww t 
2p—2+q=q-2 =i-~<é > me 7 <! 

gleichbedeutend. Die Menge der Zahlen p — 1 + ‘, gebildet fiir alle Grenz- 
kreisgruppen erster Art, besitzt, wie man numerisch priifen kann, ein positives 
Minimum in dem Wert 2,, den die Grenzkreisgruppe J” mit p = o = 0, 
& = 3,1, = 2,1, = 3, 1, = 7 (die durch diese Angaben bis auf eine gemein- 
same Transformation aller ihrer Matrizen mit einer festen unimodularen 
reellen Matrix eindeutig bestimmt wird) aufweist. Die Menge der Zahlen 


p—1l+ ‘. gebildet fiir alle Grenzkreisgruppen erster Art mit parabolischen 


Matrizen (d. h. mit o > 0) hat das positive Minimum ;4, welchen Wert die 
Grenzkreisgruppe J' mit p = 0, o = 1, 4 = 2, 1, = 2, 1, = 3 aufweist; 
diese ist bis auf eine gemeinsame Transformation aller ihrer Matrizen mit einer 
festen unimodularen reellen Matrix eindeutig bestimmt, mithin durch eine 
solche Transformation in die Modulgruppe iiberzufiihren. Die Beweise fiir 
diese und allgemeinere Satze werde ich in einer besonderen Note nachtragen. 

3. Existenzsiitze tiber automorphe Formen. 

Satz 1 in B, 8. 390, 391 lehrt, daB zu einer beliebig vorgegebenen Grenz- 
kreisgruppe erster oder zweiter Art mit parabolischen Matrizen, zu gegebener 
reeller Dimension —r < —2 und zu einem zu J’ und —r gehérigen vor-, 
gegebenen Maultiplikatorsystem v mit |v(Z)| = 1 fiir alle Z aus J’ auto- 
morphe Formen {/', —r,v} in Gestalt der Reihen G_,(t; 0; A, I; F) 
konstruiert werden kénnen, welche in endlich vielen vorgegebenen Punkten 
eines Fundamentalbereichs von J" einschlieBlich der elliptischen Ecken und 
parabolischen Spitzen Pole in der ortsuniformisierenden Variablen mit vor- 
gegebenem Hauptteil aufweisen und sonst regular sind, bzw. sonst in den 
Spitzen verschwinden. Dabei hat man unter dem Hauptteil der Form f (r) 
in einer elliptischen Ecke w der inhomogenen Ordnung | die Summe derjenigen 
Glieder der Reihenentwicklung 

t® PB (t) = (t — BY f(t) (t = (=2). o= +, a ganz) 


7—@ 





in (38), deren Exponenten (die von der Gestalt 9 + ganze Zahl sind) negativ 
ausfallen, unter dem Hauptteil von f(r) in einer parabolischen Spitze 
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s = A-! @w(A = |a,, @,}) dagegen die Summe derjenigen Glieder der 
Reihenentwicklung 
At 
t* P(t) = (a, t + ay) f(t) (t= e  *¥, N>O0, 0 < Rex <1) 

in (32) zu verstehen, deren Exponenten (die von der Gestalt ~ + ganze Zahl 
sind) < 0 ausfallen. In den Spitzen kénnen also neben den Koeffizienten 
der ¢-Potenzen mit negativen Exponenten noch die konstanten Glieder vor- 
geschrieben werden, wenn eine automorphe Form {J°", — r, v} solche iiberhaupt 
haben kann, d. h. wenn in diesen Spitzen die zugehérigen ~ simtlich = 0 sind. 
Wenn bei sonst gleichen Voraussetzungen r <2 vorgeschrieben wird, so 
gewinnt man einen gegeniiber dem genannten in gewissem Umfange ab- 
geschwichten Existenzsatz, indem man einen Ausdruck aS mi bildet, 


— Fs 


wo /_,,, f_,, Formen aus {J’, —1r,, v,} bzw. (J°, —rg, v2} darstellen und 
ry > 2, 2 > 2, 1 — 1 = 7, |, (L)| = |e, (LZ)| = 1(L cP), =} = 9 
2 
erfiillt ist. Wahlt man z. B. g_, c{J’, —4, 1}, etwa 


1 


) (Tv) = -——— ~ 
Powe LCSw (vt + of 


= G_,(t3;1;7, F31) 

(L = |y, 6}, LZ durchlauft ein volles System S (J) von Matrizen von /" mit 
verschiedenen zweiten Zeilen) und setzt f_., = On 4 mit natiirlichem m, 
so daB (bei gegebenem r) r,; =r +4m->2, vo, =, so erhilt man in 
f.-=f ” g_y eine Form (J, —r, v}, welche dadurch, da8 fiir f_ " ein 
geeignetes G_, (t;v;A,/°;F) eingetragen wird, mit Polen von vorge- 
schriebenen Hauptteilen an endlich vielen vorgegebenen Stellen des Funda- 
mentalbereichs, ausgenommen die Nullstellen des Nenners, ausgeriistet 
werden kann. In den Ausnahmestellen ist die Polordnung méglicherweise 
nach unten beschrankt. Damit verfiigt man iiber ziemlich umfassende Kennt- 
nisse in der Frage der Existenz von automorphen Formen. Insbesondere 
weiB man, daB in allen Klassen {/', —r, v}, wenn J’ (von erster oder zweiter 
Art) mindestens eine parabolische Matrix enthalt, r reell und |v(Z)| = 1 
ist fiir alle Z aus J’, mindestens eine nicht identisch verschwindende Form 
existiert und sogar unendlich viele linear unabhingige Formen existicren. 


Zu der obigen Konstruktion von nicht identisch verschwindenden Formen 
sei noch bemerkt: Kennt man eine Form /_,, +0 aus \I', —,_, Vg} unter 
den gleichen Voraussetzungen iiber J’, aber mit nichtreellem r,, so fiihrt 
die Bildung /_,.-f_,,, wenn fir f/_, C(I, —1%),%} (/_,,.#% "1 reell, 
|v, (Z)| = 1 fiir-alle L aus J’) eine geeignete Form dieser Art eingetragen wird, 
zu einer Form {/', —r, v} mit folgenden Eigenschaften: Von ihrer Dimension 
wird nur Imr = Imr, verlangt, so daB der Realteil der Dimension —r 
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willkiirlich vorgegeben werden kann, ihr Multiplikatorsystem  unterliegt 
nur der Beschrinkung 


|\o(L) |= |v,(L)| fiir alle LZ aus J’, 


und sie kann mit Polen von vorgeschriebenen Hauptteilen an endlich vielen 
vorgeschriebenen Stellen des Fundamentalbereichs ausgeriistet werden — mit 
Ausnahme einer gewissen, nach erfolgter Bestimmung von r und »v festen 
Anzahl von Stellen. Im iibrigen liefert dieser allgemeinste Ansatz nach den 
vorangehenden Ausfiihrungen und B, Satz 8 simtliche Formen (J, —r, v}, 
wenn /’,r,v den genannten Bedingungen geniigen. 

Die in dieser Konstruktion genannten Ausnahmestellen lassen sich nicht 
vermeiden, wie etwa der Riemann-Rochsche Satz in seiner Verallgemeinerung 
auf automorphe Formen deutlich macht. Die einzige im Rahmen dieser Aus- 
fiihrungen noch aufklairungsbediirftige Sachlage betrifft die Existenz von 
solchen Formen {J°, —r, v}, wenn I’ von zweiter Art, r > 2, |v| = 1, welche 
in unendlich vielen Punkten eines Fundamentalbereichs von J” Pole mit vor- 
geschriebenen Hauptteilen aufweisen. Auf diesen Gegenstand werde ‘ch bei 
anderer Gelegenheit zuriickkommen. 

Die in diesem Abschnitt formulierten Regularititsaussagen sind so zu 
verstehen, daB die betretfende Form in denjenigen Punkten, in denen ein 
Hauptteil nicht vorgeschrieben wird, regular ist und dariiber hinaus sogar 
verschwindet, falls dieser Punkt eine Spitze ist. 

4. Multiplikative Funktionen. 


Von hier an bis zum Schlu8 der Arbeit sei /" von erster Art, wenn nichts 
anderes gesagt wird. Die Voraussetzung o > 1 wird fiirs erste nicht bendtigt. 
Die Uniformisierungstheorie liefert einen vollstindigen AufschluB iiber die 
Existenzbedingungen der multiplikativen Funktionen, d.h. der Formen 
\/’, 0, 7|. Ein Multiplikatorsystem 7 von der Dimension Null ist eine gerader 
Abelscher Charakter von J. Ein solcher wird durch die Werte 


g(Ppdsjso), cAI Skse), 7G), 2(A) lSrsp), 
gebildet fiir die Erzeugenden (45) von J’, festgelegt. Zwischen diesen Werten 
bestehen die Definitionsgleichungen 


(+) = 1; (By) =1 01 Sk Ss TT x(P)) TT x(By) = 1. 


j=1 
Setzt man 


; b 
z(P)=e**%, 0=< Ren; <1, x (Ey) = e*"*, & = 7, beganz,0<b,<l,, 
k 


so gibt nur die letzte Definitionsgleichung eine Bedingung, und zwar 


(57) E nj +E t, =0 (mod 1). 
k= 1 


j= 








H. Petersson. 





























184 


Der Divisor einer Form f aus {J°, 0, 7} hat in reduzierter Darstellung die Gestalt 
o lo ¥ , 
"+9 tp +h A a 
f) > Dd — IT (s;) 7 7 IT (a,)* . IT (Tm) " (9;, hy, An ganz, An + 0) 
=1 k=1 m=1 
Im folgenden wird die Existenz von Formen {J°, 0, 7} mit vorgegebenem 7 
der genannten Art bewiesen ; zunichst werden wir die genaue Charakterisierung 
derjenigen Divisoren gewinnen, welche Divisoren von Formen {J", 0, 7*} mit 
geeignetem Multiplikatorsystem 7* zu J’ und zur Dimension 0 sind. 





Seien also die komplexen Zahlen 4;, 1 7 SSo, unter der (d nicht ein- 
schrinkenden) Voraussetzung 0 = Re 7, < 1, die ganzen Zahlen b,, 1 Sk Se, 
unter der (d nicht einschrinkenden) Voraussetzung 0 S 6, < 1, vorgegeben. 
Der Divisor 

oO + e€ t h vo . 
me aS “m+ g + 4 
(57) dD = JT (8;)? ° 9 TT (my) *** TT (tm ™ 
j=1 k= 1 m= 1 

liege in reduzierter Darstellung vor; es seien also die t,, voneinander ver- 
b, 
st 
Uber » wird (als einzige einschriankende Voraussetzung) die Bestimmung 
getroffen, daB 


schiedene Nichtfixpunkte in &, alle 4,, + 0 und g;, hy, 2, ganz, t 


ord db = 0 

gelte. Dann gibt es eine (nicht identisch verschwindende) Form @ c {J°, 0, 7*} 
mit (D d. Fir y* trifft offenbar 

x* (P;) = anny = Pod sSjsS, 

x* (Ey) =e *** = x (B,) (IS k S &) 
zu. Die y* (G,), y* (H,) (lv <>?) sind nicht eindeutig bestimmt. Aus 
ord dD 0 folgt (57). a 

Zuin Beweise verstehe man unter y, ,,(p) ein bestimmtes der auf 8 

lediglich mit Ausnahme der iiber x und x’ gelegenen Punkte reguliren und 
unverzweigten Elementarintegrale dritter Gattung, welche tiber x und x’ 
je eine logarithmische Verzweigung mit den Residuen + 1 bzw. — 1 aufweisen 
und dort von Polgliedern in den Ortsvariablen frei sind. Ubertragt man diese 
Funktion von $8 in die obere t-Halbebene §, wo sie als V, ,,(t) fir 2,27 CR 
(z entspricht x, z’ entspricht x’) erscheinen mége, so erkennt man nach An- 
nahme eines von den f,, verschiedenen z) im Innern von S in 


a n+adV z) 0 4 (x) *o 43 4 
(58) @(t) = Jet? "4% He Ven, 20 Te tm: % 
j=1 k=1 m=1 
eine automorphe Form der gewiinschten Beschaffenheit. 
Umgekehrt sei eine ganz beliebige nicht identisch verschwindende multi- 
plikative Funktion f(t) vorgelegt, deren Divisor (f) wir mit dD bezeichnen. 
Fiir > gelte in der Schreibweise (57,) 
b, 


0s Ren;< 1; 4 = i, b, ganz, 0 <= by <i; gj, hy, Am ganz, Am + 0; 


(t+ hy) (t) 
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die t,, seien voneinander verschiedene Nichtfixpunkte im Innern von &. Wir 
beweisen ordd} = 0. g(r) = ae zeigt das Invarianzverhalten einer Form 
{I’, —2, 1}. Die Entwicklungen (32) und (38) fiir f(r) in der Umgebung 
einer parabolischen Spitze s = A~* o bzw. einer elliptischen Ecke w von & 
lassen sich in der Gestalt 
At At 
P 7 —— (9 + 9) 22%t-— — w\th+ 1™—a\! 
f(r) = PO BCX) baw. f(r) = F=2)"*" B ((E=8)') 


v= @i 


? . re b rc 
schreiben, in der, wenn (s)?*" bzw. (w)"*‘ (t - b ganz, 0< 6b <1) 
die genauen Beitrage von s bzw. w zum Divisor dD von / sind, § (t) (¢ jeweils 
die Ortsvariable) eine bei t =0 regulire und von Null verschiedene Potenzreihe 
bezeichnet. Daraus folgt, wenn t in der Nahe von s bzw. w liegt, fiir g (7) 
die Entwicklung 

aS 4 Tt + dg)~ *( t Q(t)) baw. g(t) = ——— 

_— ~ Be - + + a = —-——— 

g(t) N 1 2 q "+ ) g (t— @)? 
wo Q (t) in beiden Entwicklungen eine bei t = 0 regulire Potenzreihe dar- 
stellt. Es sei dy das durch g(r) nach (4) definierte Abelsche Differential 
auf 8. dy hat in dem r,, entsprechenden Punkte p,, auf 8 das Residuum 


t ‘(ih+b+tQ(0)), 


4,, + 0. In dem s, = s entsprechenden Punkte r, = r auf 8 erhilt das dort 
. . . . . . - "i “ 
unverzweigte Differential dy bei Benutzung der Ortsvariablen ¢ e ; 


gemaB §1, Abschnitt 2, (6) die Entwicklung 
N aie g+ 
(2 y)p, eo —¢ = (4 y)p, we — wl? = g(t) sj (Qt +a)t-' =——— + Qi). 
In dem w, =o entsprechenden Punkte q, = q auf $ erhilt das dort un- 
= AE ; 't—o\! 
verzweigte Differential dy bei Benutzung der Ortsvariablen t = (+ =} 


™—wW 


gemaB (7) die Entwicklung 


1 a 1 i 4 « 
(d ¥)p, —2 = (dY)p, w+ —u tl * g(r): eas gu a ; ; + 2 (0). 
Die bekannte Tatsache, daB die Residuensumme eines Abelschen Differentials 
auf einer geschlossenen Riemannschen Flache verschwindet, gibt jetzt die 
gewiinschte Aussage 


o e ) 
ordd = J (9; + 9) + Like +h) + Lan = 0. 
jot k 1 m==1 
Beachtet man noch, da8 eine multiplikative Funktion mit konstanten 
Multiplikatoren, welche auf % iiberall regular ist und nirgends verschwindet, 
einen auf 8’ eindeutigen Logarithmus besitzt, welcher nur bei Uberschreitung 
der Riickkehrschnitte einen Zuwachs und dann einen konstanten Zuwachs 
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erfahrt, da8 mithin das Differential dieses Logarithmus ein Abelsches Differen- 
tial erster Gattung darstellt, so hat man: 


Satz 6. Der Divisor einer nicht identisch verschwindenden multrplikativen 
(automorphen) Funktion zu einer Grenzkreisgruppe I’ von erster Art hat stets 
die Ordnung Null. Ist ein Divisor d in den Bezeichnungen von (57,) vorgelegt, 
und hat d die Ordnung Null, so ist ®(r) in (58) eine multiplikative Funktion 
mit dem Divisor (®) =». Die allgemeinste multiplikative Funktion { mit 
(f) =» hat die Forme” @ (1), wo w (rt) auf B ein heliebiges Abelsches Integral 
erster Gattung darstellt. 

Dieser hier formulierte Satz kann im Prinzip als bekannt gelten. Ich 
habe den obigen Beweis in die vorliegenden Ausfiihrungen aufgenommen, 
weil mir eine exakt arithmetisierbare Uberlegung erforderlich scheint, um 
diesen Satz 6 mit seinen weitreichenden, teilweise auch zahlentheoretischen 
Konsequenzen wirklich zu erhirten. 

Die in der Uniformisierungstheorie konstruierten multiplikativen Funk- 
tionen O, welche nur bei Uberschreitung der Riickkehrschnitte und dann kon- 
stante Multiplikatoren des Betrages 1 aufnehmen, sind durch ihre Divisoren, 
die im iibrigen stets lauter ganze Exponenten besitzen und unter der Bedingung, 
daB ihre Ordnungen verschwinden, als zu einer geeigneten multiplikativen 
Funktion gehérig willkiirlich vorgegeben werden kénnen, eindeutig bestimmt 
(W, §17). Daraus folgt, daB eine automorphe Form {J’,—r,v| durch 
I’, —r,|v| und ihren Divisor festgelegt werden kann. Genauer: Seien /,, /, 
Forfnen I, — 7, v,} bzw. [I’, —r, V9}; es werde (vgl. (45), (46), (48)) 


v, (G,)| = |v, (G,)|, |v, (A,)| = |v.(H,)| (v» = 1, 2, 3,..., p), tf») 


vorausgesetzt. Dann wird behauptet: /, = cf, mit konstantem c + 0. 


In der Tat erhalt man aus (/,;) = (f,) die Gleichungen 


V) (P;) v2 (P;) (1 =) S92), v, (E,) = Ve (Z,) (1 sk= %), 


nach denen sich f = h als Form {J’, 0, u} mit |u(L)| = 1 fir alle DCT 
fs My : 


und mit 
e(P) =l(0lsjso), w(F,) =1 (Isk< &), 
\u(G,)| =|n(A,)| =1 (lsvs p), 
also als konstant erweist. 


Die Uniformisierungstheorie liefert ferner die Existenz von nicht identisch 
verschwindenden (sogar von unendlich vielen linear unabhingigen) Formen 
\I’, —r, v} zu einem beliebigen J’ von erster Art mit parabolischen Matrizen 
(o > 1) und zu beliebiger komplexer Dimension —r: Aus dem Abelschen 
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Differential dritter Gattung dy, ,, auf 8 entspringe die automorphe Form 
F (tr) c {’, —2, 1}. Man setze in reduzierter Darstellung (g,, h, ganz) 


6 a €o 1 =. +hy % 2 

(FP) = IT (8% IT (@) * II (tm) ™ (ord (F) = 2p — 2+ q), 

(59) j=1 k=1 m=1 
r — i" t vy 4m Ys,, ry, © 
Q(t) =F(t)- [7 Yes y pte i + Me) Yay oy Ire 1° ™™ 
j=3 k=1 m= 1 
Eine einfache Betrachtung laBt in 2(r) eine Form (ir , —2, vo} mit einem 
gewissen Multiplikatorsystem v und dem Divisor 
(Q) a= (8,)*? —*+29 


und damit in 22 eine automorphe Form {J’, —r, v,| zur gegebenen kom- 
plexen Dimension —r mit einem gewissen Multiplikatorsystem v, und dem 
Divisor 


(60) (ox a (ye? ; +) 


erkennen. Wahlt man fiir das allgemeine V, ,, (r) diejenige mit lauter Multipli- 
katoren des Betrages 1 versehene multiplikative Funktion Q, ,, (rt), die aus 


dem in W, §§ 14, 16 konstruierten 0, ,, (p) durch Ubertragung von B nach § 


entsteht, so erhalt 2 (r) ein Multiplikatorsystem des Betrages 1, und 22 (r) 
erhalt bei reellem r gleichfalls ein Multiplikatorsystem v, des Betrages 1, 
bei rein-imaginarem r aber ein positives, d. h. ein solches Multiplikatorsystem », , 
dessen simtliche Multiplikatorwerte positiv ausfallen. 

Aus den Riemannschen Periodenrelationen fiir die Abelschen Integrale 
erster Gattung und der Lésbarkeit des Jacobischen Umkehrproblems erhalt 
man miihelos und mit bekannten Schliissen die Existenz von nicht-konstanten 
multiplikativen Funktionen {J", 0, 7}, deren zur Gruppe J" und zur Dimension 0 
gehoriges Multiplikatorsystem 7 willkiirlich vorgegeben ist. Sei J’ von erster 
Art, c>0, p=>1, GS eine bestimmte kanonische Zerschneidung von %, K 
der zugehérige kanonische Fundamentalbereich, (45) das zugehérige Er- 
zeugendensystem von J. Diejenige Uberschreitung eines einzelnen Schnittes 
von &, welche vermége der Abbildung von % auf § in den Ubergang von 
K nach LR, L cI’, verwandelt wird, soll mit L bezeichnet werden. Das 
System der p linear unabhingigen Integrale erster Gattung auf 8’ 


Uy (p), Ug (P), coe Uy (p) 


sei derart transzendent normiert, daB u, (p) bei der Uberschreitung G,, den 
Zuwachs 2 27 5, m> also 224 oder 0, je nachdem h = m oder h + m, erfahrt 
(h, m = 1, 2,...,p —1, p). Nennt man 


Sim = Gr, m + tbh, m (Gr, ms th, m reell, h, m = 1, 2, ia 1, p) 
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den Zuwachs von «, (p) bei der Uberschreitung H,,, so weiB man u. a., daB 
die Determinante 





| Gi,2 +--+, p 

| 09,1 Oa,9--. Oo,» 0 
| + 

ee 


ausfallt. Das Integral erster Gattung auf 8’ 


P . 
u(p) = 2 Ayun(p) (An = Ea + ima; En, Mn reel) 
=1 


hat die Perioden 
@, = 2xid, = —22H, +2nté,, bei G,,, 
ae Pp p Pp Ae: é 
m= SAgma= 2 br tria— 2 mtn t+ thm bei H,,, 
A=1 A=1 h=1 
wo x,, (l<m< >) eine gewisse reelle Zahl angibt. Ersichtlich existiert 
genau ein solches u (p), dessen Perioden @,,, ®», (1 < m < p) die willkiirlich 
vorgeschriebenen Realteile 


Re Gm = Om, ROO, =— On (LS 


= 


m 
aufweisen, und zwar bestimmen sich die &,, 7, (1 <= 
den Gleichungen 


ai’ p E ss 
in = Tn Cm 2 és Crnm = Om — In ,~ On a, m (1 Ss m . P)- 
m L=1 


h <= p) eindeutig aus 


Versteht man unter w(t) diejenige additive Funktion, die aus einem be- 
liebigen Integral erster Gattung u(p) auf & durch die Abbildung von 8 
auf § erhalten wird, so hat sich ergeben: Es existiert eine nicht-identisch 
verschwindende multiplikative Funktion f(r) c |J’, 0, x) von der Gestalt 
/ (rt) =e”, deren Multiplikatorsystem 7 den Gleichungen 


(60,) z4(—D=z(P)=2(@)=1 Isis 1sSkSH) 


geniigt und iiberdies die Eigenschaft hat, daB seine Werte 7 (G,), 7 (H,) 
(1=<=v<>p) die willkiirlich vorgeschriebenen von Null verschiedenen ab- 
soluten Betrige e’’ bzw. e” besitzen. Die Darstellung f(t) =e" besagt 
fiir f(t) genau dasselbe wie (f) = (1). f(z) ist hierdurch und aus der Be- 
schaffenheit seines Multiplikatorsystems bis auf eine multiplikative Konstante 
eindeutig bestimmt. 

Andererseits zeigt das Jacobische Umkehrtheorem die Existenz einer 
nicht-konstanten multiplikativen Funktion Q(t) C{J’, 0, 4} (die durch 
Ubertragung eines allgemeinen © (p) (W, § 17) von B nach § entstcht), deren 
Multiplikatorsystem y« den Gleichungen (60,) sowie 


u (L) 1 fiir alle Z aus J’ 











Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. II. 189 


geniigt und iiberdies die Eigenschaft hat, daB seine Werte wu (G,), u (H,) 
(1<»<>p) willkiirlich vorgeschriebene komplexe Zahlen vom Betrage 1 
sind (W, 8. 130, 131). Aus diesen beiden Tatsachen erschlieBt man zu- 
nachst die Existenz einer nicht konstanten multiplikativen Funktion {I , 0, %}, 
deren Multiplikatorsystem v,, abgesehen davon, da8 es die Bedingungen (60,) 
erfiillen soll, willkiirlich vorgegeben werden kann. Die zum Beweise von 
Satz 6 benutzten Uberlegungen liefern nun fiir beliebige J” von erster Art 
die Existenz von nicht-konstanten multiplikativen Funktionen | J", 0, »}, 
deren Multiplikatorsystem als zu J’ und der Dimension 0 gehérig véllig will- 
kiirlich vorgegeben werden kann, und (52), sowie die Tatsache, daB es bei 
o > Onicht-identisch verschwindende Formen beliebiger komplexer Dimension 
gibt, fiihren zu dem 


Hauptsatz 1 iiber die Existenz von automorphen Formen: Es 
set 1° von erster Art, r komplex. Es existiere eine nicht-identisch ver- 
schwindende Form |I', —r,,| mit irgendeinem speziellen Multiplikator- 
system v, zu Tl’ und —r. Ist v ein beliebiges Multiplikatorsystem zu I’ und — r, 
so existiert in der Klasse |, —r, v\ eine nicht identisch verschwindende Form 
(sogar ein System von unendlich vielen linear unabhiingigen Formen). Mit 
anderen Worten: Ist bei gegebenen I',r eine Klasse \I’, —r, v,\ + |0) (v, 
ein jestes Multiplikatorsystem 2u I’ und —r), so ist jede Klasse {I’, —r, v} 
+ {0} (v ein beliebiges Multiplikatorsystem zu I und —r). Ist insbesondere 
a >0, d.h. enthélt die Substitutionsgruppe I" eine parabolische Substitution, 
ist ferner die komplexe Zahl r und das zu I’ und —r gehérige Multiplikator- 
system willktirlich vorgegeben, so gibt es in der Klasse |’, —r, v\ eine nicht 
udentisch verschwindende Form (sogar ein System von unendlich vielen linear 
unabhingien Formen ). 

Wenn o verschwindet, so bedarf es offenbar einer auf ganz andere Methoden 
gegriindeten Untersuchung, um die Menge der komplexen Zahlen r mit der 
Eigenschaft, daB eine nicht identisch verschwindende Form |J°, — r, v} fiir 
irgend ein zu J° und —r gehériges v existiert, zu bestimmen. Gegenwirtig 
kann nach (52) nur behauptet werden, daB diese Menge einen Modul darstellt, 


welcher die Zahl r = 2 enthilt. Ich werde diesen Gegenstand im dritten 
Teil behandeln. 


SchlieBlich mége noch kurz der Fall der Grenzkreisgruppen zweiter Art 
betrachtet werden. Ist $8 ein Teil einer Riemannschen Flache R vom endlichen 
Geschlecht p, so geben die auf § giiltigen Existenzsitze der Uniformisierungs- 
theorie dieselben prinzipiellen Aussagen iiber die Existenz von automorphen 
Formen wie bei Grenzkreisgruppen erster Art, nur hat man zu beachten, 
daB das Regularitatsverhalten der Abelschen Differentiale und Integrale 
diese auf 8 nicht in der iiblichen Weise kennzeichnet. Ein Abelsches Differen- 
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tial auf R dritter Gattung z. B., dessen Pole auf R — % liegen, unterscheidet 
sich durch sein Regularitiétsverhalten auf 6 iiberhaupt nicht von einem 
Differential erster Gattung. Erst durch Bildung der Abelschen Integrale 
und — wenigstens in einfachen Fallen — Untersuchung ihrer Perioden, also 
gewisser ihrer Eigenschaften ,,im GroBen“, kann man eine Trennung der 
genannten Funktionenklassen erreichen. Man mu8 indessen diese Funk- 
tionenklassen erheblich erweitern, wenn man eine erschépfende Theorie auf- 
bauen will. So wird man nicht umhin kénnen, automorphe Formen zu J" 
zu untersuchen, deren Pole und Nullstellen sich auf 8 gegen den Rand von 8 
haufen. 


5. Bestimmung 
der Ordnung des Divisors einer automorphen Form komplexer Dimension, 
des Vorzeichens in der Umlaufsrelation im Grofen, 


der expliziten Gestalt der dieser Umlaufsrelation entsprechenden 
Multiplikatorenglerchung. 

Beim Beweise von Satz 6 wurde bemerkt, daB die Bedingung (57), durch 
die der Divisor dD aus (57,) zu einem Divisor (J°, 0, 7) gemacht wurde, in der 
Forderung ord } = 0 enthalten ist. Dieser Tatsache liegt — wenigstens fiir 
o >0 — ein allgemeiner, d.h. auf alle komplexen r und alle méglichen v 
beziiglicher Sachverhalt zugrunde. 

Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe erster Art mit parabolischen Matrizen, 
r eine komplexe Zahl, v ein Multiplikatorsystem zu J. und —r. Dann gibt 
es unendlich viele linear unabhangige Formen |J, —r, v|, und man sieht 
zunachst, da8 die Ordnung des Divisors irgend einer Form {J’, —r, v} nur 
von der Klasse |/J", —r, v} abhingt. Aus (53) und Satz 6 folgt sogar, daB 
diese Zahl nur von /* und —r abhiangt, d. h.: Sind /,, f, zwei nicht identisch 
verschwindende Formen aus {J°, —r, v,} bzw. |J", —r, v,| (I°, r wie oben, »,, 
v, irgend zwei zu J’, — r gehérige Multiplikatorsysteme) so ist ord (f,) = ord (f,). 
Vermége (59), (60) erkennt man 

Satz 7. Es sei I" eine Grenzkreisgruppe erster Art mit parabolischen 
Matrizen (oc => 1), r eine beliebige komplexe Zahl, v ein beliebiges Multiplikator- 
system zu I’ und —r. Dann ist die Ordnung des Divisors einer nicht identisch 


verschwindenden automorphen Form \I, —r, v}| gleich r (p —1 ++). Hier 


bezeichnet p das Geschlecht von 8; nennt man o die Anzahl der nach I" inéiqui- 
valenten Spitzen, ¢, die Anzahl der nach I" intiquivalenten Ecken w,, 9, . . -, @e, 
eines Fundamentalbereiches von I’, sind ferner 1,, ly, ..., l,, die inhomogenen 
Ordnungen der elliptischen Fixpunkte w,, we, ..., @¢,, 80 ist q durch 


q=o+ 3 (1-+) 
k=1 kk 


gegeben. 
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Aus (58), (60) entnimmt man fiir o> 1 iiberdies, daB zu jedem be- 
lebig vorgegebenen Divisor » (der stets in der Gestalt (50,) geschrieben 
werden kann) eine automorphe Form f zu J’ mit (f) = d von der Dimension 

ord bd 


—T=—=- — 


* 4s . p—1- = 
existiert. Daher gilt: 2 


Korollar: Es sei I’ von erster Art, o > 0. Zu jedem willkiirlich vor- 
gegebenen Divisor d existiert eine automorphe Form f(t) zu I” mit dem Di- 
visor (f) = d. Notwendig und hinreichend dafiir, daB » der Divisor einer 
automorphen Form zu I’ von der Dimension —r (r komplex) sei, ist : 


ord D =r(p— ] +). 


Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist die Existenz eines 
vollstandigen Systems von automorphen Primformen zu J’, durch die gleich- 
zeitig eine tibersichtliche Darstellung der automorphen Formen mit vorge- 
gebenem Divisor erhalten wird. Ich werde diesen Gegenstand im dritten 
Teil eingehend behandeln. 

Die Bedeutung der Zahl p —1 +4 wird noch durch den folgenden 


Sachverhalt unterstrichen: Ist J” eine Untergruppe von J" vom endlichen 
Index ju, so ist auch J” von erster Art und enthilt parabolische Matrizen, falls 
I’ solche enthalt. Bedeuten p’, q’ die p, g entsprechenden Zahlen fiir 7”, so gilt 
’ q 
p—1+3=H(p—1+-4). 
Man erkennt dies am einfachsten, indem man irgend eine nicht identisch 
verschwindende automorphe Form {J —r,v} als automorphe Form 
\J”, —r, v} auffaBt und die Ordnung ihres Divisors in diesen beiden Formen- 


klassen bestimmt’$), Fiir die Modulgruppe J° ergibt sich p —1 + 4 = 3 
und daraus die bekannte Formel fiir die Anzahl der Nullstellen einer ganzen, 


zu einer Untergruppe /” in J’ vom Index u < © gehérigen Modulform. 
Aus Satz 7 folgt in Verbindung mit (51,), wenn das dy aus (50,) den 


Divisor einer nicht identisch verschwindenden Form {J', —r,v} dar- 
stellt (J, r, v wie in Satz 7), 
6 €o ; q \ 
E xj + Zon=r(p—1+$) (mod 1, 
j=1 k=1 F 
eo 
PA € anir(p 1+ “) +nir J + aair(p 1+ =) 
IT vo (Pj) IT v(E,) = 6¢ = * 2? ? 
j=1 k=1 


18) Fiir diesen Satz lassen sich auBer dem hier skizzierten anaiytischen Beweis 
(der unverhialtnismaBig viel voraussetzt) noch zwei weitere Beweise angeben; ein 
rein topologischer (Hurwitz, Uber. Riemannsche Flachen mit gegebenen Ver- 
zweigungspunkten, Werke S§. 321, V. Abschnitt, § 2, 8.375) und ein geometrischer, 
den ich im dritten Teil mitteilen werde. 


13* 
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WO % =o + é die Gesamtzahl der Verzweigungspunkte auf 8 angibt. Die 
zweite Gleichung besagt nach (48), da8 








em 2irty 
; P) . y7i 1 y~! = | = 
(61) 7 eos ap Pye Pgee roe Bs Bayo vy Bg, Hy vy +Gyy Hay Oy y Hey ye-0 oo o> GH GH, ) 
ere No 
= e nir(p eS 2 ? 


und zwar fiir alle Grenzkreisgruppen J" von erster Art mit o > 0, (d. h. fiir 
alle Erzeugendensysteme (45), die aus den in § 2, Abschnitt 3 konstruierten 
Zerschneidungen S von $ hergeleitet wurden), alle komplexen r und alle 
Multiplikatorsysteme v zu /*° und —r. Der Nenner der linken Seite von (61) 
ist eine Zahl von der Gestalt e**‘"°’ mit ganzem y,; es ergibt sich daraus 
fiir jedes komplexe -r 


e-: miegr  satrle-1+F 
Ny £o 
r(p—1 T>9 we F 3) =0 (mod 1), 
und, weil ¢, von r nicht abhangt, 
(61,) p—1+%+ in Ta = 0, % + & =0 (mod 2). 


Satz 8. Es sei I ewe Grenzkreisgruppe von erster Art mit a > 0; 
% =o +, also nq die Gesamtzahl der nach I inéiiquivalenten Fixpunkte 
eines Fundamentalbereiches von I. Dann ist die rechte Seite der letzten der 
definierenden Relationen (46) zwischen den Erzeugenden (45) von I" gleich 
(—I)", so daB diese stimtlichen definierenden Relationen nunmehr explizit 
bekannt sind. Ebenso ist die letzte der Definitionsgleichungen (48) zwischen 
den Multiplikatorwerten fiir die Erzeugenden von I explizit bekannt, und es 
sind damit nach Saiz 5 diese stémtlichen Definitionsgleichungen exiplizit be- 
kannt — tibrigens auch fiir Grenzkreisgruppen zweiter Art. Diese letzte, nur 
bei Grenzkreisgruppen erster Art auftretende Definitionsgleichung lautet 


2air(p—1+ =?) 
2 


IT »(P)) IT (By) =e 


j=l k 
Sie ist mit 
“ €o q 
Sx3+la=r(p- 1 + 4) (mod 1) 
j=1 k=1- 2) 
gleichbedeutend. 
Bezeichnet man die in dem Symbol ¢,,, ,,, im Nenner der linken 


Seite von (61) als Argumente auftretenden Matrizen in der dort vorliegenden 
Reihenfolge mit 


S,, Se, ..., Sa-1,8, (n=o+e+4p =m +43), 
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so hat sich fiir dieses Symbol bei beliebigem komplexen r und beliebigem 
Erzeugendensystem (45) der Wert 


—2ir(p 1+ me) 


on (S), S., o 09 S, ine S,) = 6 
herausgestellt (¢ > 0). Da andererseits 


0 sstrm, 4.,.4...28 , S,,) 
0, (S,, Se, ee Sn ~te tel =e ou 2 aaiiatedl ns 


? 


so ist fiir o > 0 die Darstellung 


Wy (S; > S, 


> 
- 


. | , "or ) 
gece S, 1, 8,) = = ig 2 a, 


=~ (1+ [54) 


(62) 


bewiesen. 


§ 4. 

1. Der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz. 

Von hier bis zum Schlu8 wird durchweg vorausgesetzt, daB die vo.- 
liegende Grenzkreisgruppe J’ von erster Art sei. Es sei r komplex, v ein 
Multiplikatorsystem zu J’ und —r, d ein Divisor (/', —r, v), die Formen- 
klasse {/’, —r, v} + |!0}. Die Voraussetzung iiber d besagt lediglich, wenn d 
in reduzierter Gestalt geschrieben wird, dab 


0 €o ¥o . 
*%;+9 Op +h 4 
bd = JT (85 °° TT (wy)? TT (tm, 0)", 
j =s i k=1 mail: 
wo die t,,,, m =1, 2,..., %, voneinander verschiedene Nichtfixpunkte 


in einem zu dy schnittfremden kanonischen Fundamentalbereich & (vgl. 


§ 3, 1, Anfang), g; ,, Ay 4, A ganze Zahlen mit A + 0 sind, und mit 


“m, 0 “m, 0 
den normierten Erzeugenden P,, £, von 3s, bzw. x 


(Pj) =e", OS Rex; <1; 


r 
ai-——+22i0 
L, 7 


v(E,) =e , P 0=<=o,<1, ok = a ganz 


zutrifft. Sie verlangt nicht, daB eine Form fc{I, —r,v} mit (f) =d 
existiere, nicht einmal, da8 ord d =r (p — | +4) sei. Die Dimension (An- 


zahl der Basiselemente) der linearen Schar der Multipla von d unter den 
Formen {/', —r, v} werde mit »(—r, v; dD) oder, falls erforderlich, genauer 
mit » (I", —r, v; dD) bezeichnet; dieses y ist 0, eine natiirliche Zahl oder ox. 
Ist {J’, —r*, v*} + {0} eine weitere Formenklasse (r* komplex), so hat 
man zunichst nach §3,1 fiir ein /* +0 aus (J, —r*, o*} (vgl. die Be- 
merkungen vor Gleichung (52)) 

Dd 


¥(— 1,0; d) = »(— (r+ r*), vv; DY) = »(—(r— 1), 3 Gas): 
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Es sei fy c {I', —r, 0}, fo 0, (fo) = Do (fp ist natiirlich nicht notwendig 
Multiplum von d). Nach der letzten Gleichung, dem klassischen Riemann- 
Rochschen Satz (vgl. etwa W, § 17) und (6), (7), Satz 3 aus § 1, 2 erhilt man 


y(—7r,v;d) = v(0, be >) 


d d 
= — ord p ~Ptit+y(—21; > 3) 


I 


—ordd+ D(l, —r)—pt+1+ v(—(2—n), =; +), 
wo D (I, —r) =ord dg gesetzt wurde. Bezeichnet {J°, —r*, v*) irgend 
eine von {0} verschiedene Klasse von automorphen Formen f* (rt), so be- 
sitzen die Divisoren (/*) dieser simtlichen /* die gleiche Ordnung; die damit 
der Klasse J", —r*, v>) zugeordnete Zahl ord (/*) ist nach dem Hauptsatz 1 
iiber die Existenz von automorphen Formen fiir alle Klassen {J°, — r*, v*} 
definiert, wenn v* ein beliebiges Multiplikatorsystem zu J” und — r* be- 
zeichnet, und nach Satz 6 von v* unabhangig, also eine Invariante D (J", —r*) 
aller Formenklassen {J", —r*, v*} mit gegebenen J’, r* und beliebigem v* 
zu J’ und —r*. D(I’, —+r*) ist, wenn eine Grenzkreisgruppe J" von erster 
Art mit parabolischen Matrizen vorliegt, fiir alle komplexen r* erklirt und 
hat den Wert r* (p —1] +4). 

Satz 9. (Riemann-Rochscher Satz. fiir automorphe Formen beliebiger 
komplexer Dimension): 

Es sew I’ von erster Art, r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu I’ und —r, 
Dd ein Divisor (I", —r, v), die Formenklasse (I, —r, v} += {0}. Dann ist 
vy (—r, v; dD) endlich und es gilt 


v(—r,v;d) = —ordd+ DU, —r)— p+] +9(- (2 — +), —; 
1 
€o 1 


3= [7 (s) IT (on) © 


j=1 k=1 


ist der Verzweigungsdivisor von I. Wenn I’ parabolische Matrizen enthiilt, so ist 


(I, —1, 0) + {0}, DW, — 1) =r(p—1+ 4) 

fiir jedes komplexe r und jedes zu I’ und —r gehérige Multiplikatorsystem v. 

Man bemerke die formale Analogie der Gleichung des Riemann-Roch- 

schen Satzes fiir komplexe r zur Funktionalgleichung der Dirichlet-Dedekind- 
schen L (s, y)-Funktionen in algebraischen Zahlkérpern. 


Ubrigens ist auch diese Gleichung zu sich selbst reziprok; denn mit 

\I’, —r, v} ist die Komplementirklasse iT, — (2 —r), 4 + {0}, so daB 
nach (56) (auch bei o = 0) 

D(T, — r) + D(T, —(2 — »)) 

— ordd+ D(I’, —r) — p +1 -—ord * + DT 


,— (2-1) —pt1= 
= —ord3+q=0. 
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Fiir die Anwendungen bietet eine andere Formulierung des obigen 
Riemann-Rochschen Satzes Vorteile. Sei D ein Divisor mit lauter ganzen 
Exponenten, also ein Divisor (J',0,1); ich nenne » (J) —7r, v; D) oder 
kiirzer v9 (—r, v; D) die Dimension der linearen Schar der Multipla von D 
unter den automorphen Formen {J’, —r, v| + {0}. Ein solches Multiplum 
f = 0 erfiillt die Divisorengleichung 


® = IT (65) IT (@)"*9D = v9, 
j=1 =1 


wo g ein Polygon, d. h. einen Divisor mit lauter nichtnegativen ganzen Expo- 
nenten, v den durch die letzte Divisorengleichung bestimmten ,, Verzweigungs- 
divisor der Klasse ir _—f, v}“ bezeichnet. Dann findet man 


%(— 7, v; D) = »(—17, 0; 0D) = 


= —ord D — ordv + D(I, —1)— p+ 1+(- (2—r), =; =), 


(63) ¥9(— 1,0; D) = 
= —odD+ D(I, —1r)— Ex; _ Po pt+1t+ »(—71',v;D); 
j=1 k=1 


hier wurde r’ = 2 —r, v’ =i gesetzt. Bedeutet v’ den v entsprechenden 


Divisor fiir die Klasse |J", —1’, v’}, also den Verzweigungsdivisor der Klasse 
\I', —1’, v'}, so ergibt sich nach (54) 
¢ 1, wenn Rex; = 0 (d. h. Rex; = 0), 


3 = IT (63) j-v0, Oj = 0, wenn Rex; > 0 (d. h. Re x; > 0); 


daher besteht (63) insgesamt mit 


(63) #=2—-r, 0° =+, D'=a-D-, a= J] (s)%. 
j=1 

a wird der Erginzungsdivisor der Klasse {J} —r,v} genannt. Daf der 

Ausdruck 
DiI, —r)— 2 *; a d Cx 
j=1 k=1 

eine ganze Zahl darstellt, folgt aus der Definition des Divisors einer Form 
{I’, —r, v} unmittelbar. 


2. Der Brill-Noethersche Reziprozititssatz fiir automorphe Formen kom- 
plexer Dimension. 

Dem klassischen Reziprozititssatz von Brill und Noether hat Herr Wey! 
folgende Fassung gegeben: Es sei Dg -e, der Divisor eines Abelschen Dif- 
ferentials auf 8, es seien M,, N, die Dimensionen der beiden Scharen der 
Abelschen Differentiale, welche auf 8 Multipla von dg bzw. eg sind. Dann 
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gilt (W, 2. Auflage, S. 125; in die erste Auflage hat sich ein multiplikativer 
Vorzeichenfehler eingeschlichen) mit ord dy = m, ordeg =n 
(64) 2(M, — No) +m—n = 0. 

Es sei r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu J’ und —r, und die 
Klasse [J’, —r,v} + {0}. Die Zahlen x,,o,(lS jlo, lake) 
sollen sich auf die Klasse |/°, —r,v} beziehen. Aus 

v2 (P,) me gt 2124 _ Sti — » j =1,2,... 


2r—2 





2r 
Rir-~+32i20, ae 


‘ 1 
v? (E,) — k — lp Tr =t (2¢e—(1-7-)) 


, &al,2,..., & 
folgt, daB der nach der Multiplikationsregel berechnete Divisor 

nd Qx;—1 re 2¢—(1-7) 
ee = [7 (8;) 2 TT (x) + D-&, 
j=1 


k=1 
einen Divisor (/', — (2 r — 2), v*) darstellt, wenn man unter D und € irgend- 
welche Divisoren mit lauter ganzen Exponenten (d.h. Divisoren (J°, 0, 1)) 
versteht, und daB umgekehrt jeder Divisor (/°, — (2 r — 2), v*) eine solche 
Gestalt e, mit Divisoren D, € der genannten Art erhalten kann. Nach den 
Voraussetzungen existiert eine Form 


j ¢ 9 2\ . 
G2 © {l, —(27r —2), 0}, o, =, 
und wir setzen e¢, =(@,_). Nach den Voraussetzungen existiert ferner eine Form 


i—--—- — @& 


. . I ‘ ° in Of 
ac iP, — (2 — t) >] mit (9,) = J] (s;)' 1 LT (or) ‘t Mi, i = Y, 


j=l 
wo g, einen Divisor mit lauter ganzen Exponenten bezeichnet (vgl. (54)). 
So hat man 
Pi P2 © (T, — 2,1), 
1 


0 lo 1 
vi P2) = IT (83) IT (or) kg? DE. 
j=1 =1 


GemaiB8 Satz 3 existiert ein Abelsches Differential dy auf 8, dessen 
Divisor (dy), durch punktweises Ubertragen von g,D-g,€ nach $ entsteht. 
Es gilt 

M, = v(— 2, 1; 9, D3) = »(—17,%; oD) 

N, = v(— 2, 1; g, €3) = »(—17,0; v &))’ 
und vermége (64) der folgende 


0“ to 
v = JJ (8; IT (@,)*«, 
j=1 k=1 


Satz 10. (Brill-Noetherscher Reziprozitiitssatz fiir automorphe Formen 


komplexer Dimension.) Es sei I eine Grenzkreisgruppe von erster Art, 
r komplexz, v ein Multiplikatorsystem zu I und —r, die Formenklasse 


7 A l igi 
it, —1, 0) + 19}, 


o = II (839 IT (o)" 
j=1 k=1 
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der Verzweigungsdivisor der Formenklasse \I', —r, v}. Dann ist die Klasse 
\I', —(2r —2), o) + {0}. 
Sind ferner d} = 0D, e = v E zwei Divisoren (I, —r,v) (d.h. D und E zwei 
Divisoren mit lauter ganzen Exponenten), und gibt es eine Form 
9, C\T', —(2r —2), v*! mit (@,) = v*3-1 DE, 
so gilt 
2(v¥(—r,v;d) —v(—r, v; e)) + ordd —orde = 0, 
d. h. 
2 (% (—r, 0; D) — % (—1r, v; E)) + ord D — ord E = 0. 

3. Die Minimalzahl der wirklichen, frei beweglichen Pole der Formen einer 
Klasse komplexer Dimension. Von dem Divisor einer zu J" gehérigen auto- 
morphen Form ist, wenn o > 0, nach Satz 7 die Gesamtordnung bekannt. 
Schreibt man einen solchen Divisor als Quotienten von zwei punktfremden 
Divisoren mit Exponenten, deren Realteile nicht negativ sind, so erhalt man 
nach den Rechenregeln eine der endlich vielen Darstellungen (fiir « = 0 
die einzige Darstellung) des Divisors durch einen irreduziblen Bruch. Die ge- 
naueren Aussagen iiber die Divisoren der automorphen Formen betreffen 
nun die Realteile der Ordnungen des Zahler- und Nennerdivisors. Da diese 
fiir die Formen einer Klasse offenbar beliebig hoch sein kénnen, wird — unter 
verschiedenen Nebenbedingungen — nach den Minimalwerten der Realteile 
der Ordnungen des Ziahler- und Nennerdivisors der Formen einer festen 
Klasse gefragt, wobei man sich natiirlich auf den Nennerdivisor beschrinken 
kann. Das Problem der Bestimmung des Minimalwertes innerhalb einer 
Klasse ohne Nebenbedingungen stimmt im Falle der Klasse {J', 0,1}, also 
im Falle der automorphen Funktionen, mit der Frage nach der Mindestanzah] 
iiberein, die angibt, wie oft eine algebraische Funktion eines algebraischen 
Gebildes jeden Wert annimmt (Wertigkeit der Funktion, als Summe der 
Multiplizitaten definiert) . Diese Frage wurde von Brill und Noether erértert") ; 
sie haben die Behauptung, daB diese minimale Wertigkeit ,,bei allgemeinen 


Moduln des Gebildes‘ at bzw. 1, je nach den Resteigenschaften von 
p mod 2, betragt, und daB sie sich bei Spezialisierung der Moduln nicht ver- 
groBern kann, leider ohne Erfolg zu beweisen versucht. Immerhin zeigen ihre 
Uberlegungen, daB diese Aussage als auBerst plausibel anzusehen ist, so daB 
man gut tut, sie bei der Betrachtung spezieller Funktionen von niedriger 
Wertigkeit auf algebraischen Gebilden. wenigstens provisorisch als wahr zu 
unterstellen. 

~~ 44) A. Brill und M. Noether, Uber die algebraischen Funktionen und ihre 
Anwendung in der Geometrie, Math. Annalen 7 (1873), S. 269—310; F. Severi, Vor- 
lesungen iiber algebraische Geometrie, iibersetzt von E. Léffler, Teubner 1921 [s. 
die im Text und im Anhang G) enthaltenen Ausfiihrungen iiber die Scharen g’ }. 
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Eine gewisse Nebenbedingung von der angedeuteten Art fiihrt im Falle 
der Klasse {J°’,0, 1} auf den Begriff der WeierstraBpunkte, fiir den sich, wie 
ich spater zeigen werde, eine Verallgemeinerung auf beliebige Formenklassen 
angeben |aBt. 

In der vorliegenden Arbeit werde ich auf die genannten beiden Fragen 
nicht eingehen. Dagegen behandele ich als vordringlich die Aufgabe, den 
Minimalwert des Realteils der Ordnung des Nennerdivisors der Formen einer 
beliebigen festen Formenklasse unter der Nebenbedingung zu bestimmen, daB 
die Punkte des Nenners wirkliche und bis auf eine Ausnahmemannigfaltigkeit 
niederer Dimension frei bewegliche Pole sein sollen. Der im folgenden aus- 
gefiihrte Beweis verlauft véllig im Rahmen der Theorie der Grenzkreisgruppen, 
macht also die sehr schwerfallige und undurchsichtige Rittersche Theorie der 
multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden restlos entbehrlich. 
Damit wird der in B gegebene Beweis der Darstellung aller automorphen 
Formen {J°, —r, v} mit r > 2, |v| =1 durch die dort eingefiihrten Poincaré- 
schen Reihen neuer Art auf eine exakte Grundlage gestellt. 

Ich nenne einen Divisor rational, wenn er lauter ganze Exponenten auf- 
weist; ich nenne ihn ein Polygon, wenn alle Exponenten nichtnegative ganze 
Zahlen sind. Eine ganze automorphe Form {J’, —r, v} wird als eine Form 
erklart, deren Divisor in reduzierter Darstellung nur Exponenten mit nicht- 
negativem Realteil enthilt. Es gibt keine ganzen Formen, wenn o > 0, 
Re r <0. Denn der Divisor einer Form {/J', —r,v} mit Rer <0 hat als 


Gesamtordnung die Zahl r(p —1l+ 4), deren Realteil negativ ist. Eine 


ganze Form {J°, —r, v} mit Re r = 0 hat notwendig den Divisor 

TT (s;)9, %; rein imaginar (1 <j < 0). 

=1 
Fiir r = 0 gibt es nichtkonstante ganze Formen (also multiplikative Funk- 
tionen), falls p > 0; dies sind die Funktionen e” “, wo w (r) auf $ ein Integral 
erster Gattung darstellt. Sie besitzen den Divisor (1). 

Andere.seits liefern die Untersuchungen aus B im Falle o > 0 fiir die 
Minimalzahl der Pole einer Form {J°, —r,v} mit r > 2, |v] =1 den Wert 1. 
Der einzige Pol erster Ordnung kann im Fundamentalbereich in eine beliebige, 
von den Ecken und Spitzen verschiedene Stelle gelegt werden. In einer Ecke 
oder einer Spitze kann eine Form, je nach Beschaffenheit des Multiplikator- 
werts fiir die betreffende normierte Erzeugende, als Ordnung in der Orts- 
variablen einen negativen Wert erhalten, dessen Betrag ein echter Bruch oder 
gleich 1 ist. Die beiden hier genannten Tatsachen besagen also zusammen, 
da8 die Formen {J°., —r, v} mit r > 2, |v| = 1 einen einzigen bis auf isolierte 
Ausnahmen frei beweglichen Pol aufweisen, wihrend die Dimension der 


Schar der ganzen Formen {J *,, —(2 —7), =| verschwindet. 
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Ferner ist aus der klassischen Theorie der algebraischen Funktionen 
der folgende Satz bekannt: die Minimalzahl der wirklichen, in irgend- 
einem Fundamentalbereich bis auf die Punkte einer gewissen Dis- 
kriminantenmannigfaltigkeit frei beweglichen Pole einer automorphen 
Funktion — die Diskriminantenmannigfaltigkeit ist automatisch von 
kleinerer Dimension, als der Freiheitsgrad des Polsystems angibt —, d.h. 
der oben eingefiihrte Minimalwert fiir die Klasse {J',0,1} der auto- 
morphen Funktionen, betrigt p+ 1, iibertrifft also die Dimension der 
Schar der ganzen Formen {J’, —2,1}, die in allen Spitzen von J  ver- 
schwinden, genau um 1. Beide hier genannten Tatsachen sind Spezial- 
fille eines allgemeinen von Ritter aufgestellten Theorems, das als ein- 
fachstes Beispiel fiir die Bestimmung des minimalen Realteils der Ordnung 
des Nennerdivisors der automorphen Formen einer beliebigen festen Formen- 
klasse {J°, —r, v}, r komplex, bewiesen werden soll. Im iibrigen beweise ich 
einen viel allgemeineren Satz als den von Ritter aufgestellten; dieser verall- 
gemeinerte Satz konstatiert die oben gegebene Beziehung zwischen der Di- 
mension der Schar der Multipla eines gewissen Divisors innerhalb einer 
Formenklasse einerseits und der Minimalzahl der wirklichen, unter gewissen 
Einschrinkungen frei beweglichen Pole einer Form innerhalb einer durch 
Teilbarkeitsbedingungen definierten Teilschar der komplementiren Formen- 
klasse andererseits. Zur genauen Formulierung sind die wihrend des 
Beweises einzufiihrenden Begriffsbildungen erforderlich. 

Es bezeichne © ein Gebiet der t-Ebene, es seien die Funktionen 9, (rt), 
Po (T),.--, a(t) (hk 1) in G regulir-analytisch und zusammen linear 


h 
unabhingig (d.h. XY A; p;(t) = 0 fiir alle rt in G — es geniigt bekanntlich 
i=1 


eine weit geringere t-Menge — und irgendwelche komplexen A, (1 <1 < A) 
hat zur Folge, daB 4; = 0(i = 1, 2,..., A)). Bildet man mit irgendwelchen 
T,, Tz, -.-, T, aus G (g >1) die Matrix 


/ Px (Ty) Go (T1) Py (Tr) - ~~ Pa (Tr) ' 
P1 (Tz) Po (To) Py (Te) - - - Pa (Te) 
P1 (Ts) Po(Ts) Ys (T3)---r(Ts) |’ 


\ a(t) #2 (8) Pate) += Gn (Fe) / 
so wird behauptet: 


Hilfssatz. Sind die Punkte 1, x, ..., r in G, ist zu jedem r\° 
(l<j<g) ein ganz in © gelegener Kreis C;: tr, - tT)" < 9; (0; > 0) be- 
liebig vorgegeben, so existiert ein Punktsystem 11, T2,..-,T, mit t C&,; 
derart, da stmtliche Unterdeterminanten von M,(t,, T2, -- +, Te) von Null. 


verschieden sind. 
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Beweis. Es werde g >h angenommen, was die Allgemeinheit nicht 
beeintrichtigt. Man bestimme 1, = t{” in €, so, daB alle ;(r{”) +0 
(1<t<h) ausfallen. Die Vereinigungsmenge der Nullstellen der Funk- 
tionen 
D, (rt, t.) = p(t) ge (TP) I<i<i sh) 

a Pi (Ta) pi (T:) 
von tT, besitzt wegen der vorausgesetzten linearen Unabhangigkeit der 
9 (t2) (1 St <A) in C, keinen Haufungspunkt; man kann daher rt in €, 
so wahlen, da alle D, ,(t{”, rt”) + 0 ausfallen. Es seien die simtlichen 
u-reihigen (2 <= «4 <= h —1) Unterdeterminanten der Matrix 


Pi (ty) po (ti?)~.- galt?) \ 


P(t?) Pelt)... a(t) 
M, (rH, 7, ..., 7) = Silene 


Pr(t) Ge (T)..- pa (et) 


mit zr? ¢€,(l1<j=< 4) von Null verschieden. Man bilde 


Pr (TY) pe(TW?) . . . Pat?) 
Pi (TY) Pelz?) . -. a(t) 
M (w+ i) = M : ees een 


(1) (1) (1) — 
: (7, t7,--.7,t = 


Pi(T") pa (Tt).. - Pr(T) 
\Pr(Tu+1) Po(Tu+1)--- Pra(Tus1)/ 


mit t,,, C €,,,. Nach der Induktionsannahme und wegen der voraus- 
gesetzten linearen Unabhangigkeit der g,(t,,,)(1 [t= /) kann keine 
der (4 ++ 1)-reihigen Unterdeterminanten von M,, , , (t, , ,) fiirt, , , C€,., 
identisch verschwinden. Der bei « =1 gezogene Schlu8 gestattet, +‘ , 
in €,, , so zu bestimmen, daB die simtlichen (4 + 1)-reihigen Unterdeter- 
minanten der Matrix M,, , , (r{, rf, ..., r@, r{. ,) ungleich Null ausfallen. 
Durch dieses Vorgehen erkennt man die Existenz eines Punktsystems 
Tt, ty, .. ., th? derart, dab rf? CC (17 SA), und daB fiir jedes natiirliche 
u mit lush die samtlichen y-reihigen Unterdeterminanten von 


M,(r{?, ry, ..., 7) ungleich Null ausfallen. 


Man ersetze nun fiir jedes j (17 =) den Punkt " durch a) und 
den Kreis €, durch eine offene Kreisscheibe €}" um r{" als Mittelpunkt derart, 
daB €{) C€,, und daB fiir jedes natiirliche uv mit 1 =u </h die simtlichen 
u-reihigen Unterdeterminanten von 


M,, (T1, Te, -- +> T), Ty beliebig in CG” (LSjsh 
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ungleich Null ausfallen. Fiir jedes j mit h+1<j <g werde x = 1, 
€;") = €; geschrieben. Wendet man den soeben durchgefiihrten Beweis auf 
eine quadratische Matrix 


Py (T;,) Pe (7;,) Ps (7;,) -++ Pr (7;,) tov. 4 , 
Pr (Tj) Pa (Tin) Fs (Tj) - + - Pr (Tq) (iv Ja "+1 Jh—1» Jn Ganz) 
m+ — < ; ; 
WE = 1 os (44) a (tin) 5 (tha) «+» Gn (ty) |r (t SI <I2<s-- <Sn—a< nS) 
‘ : Se lng ({fa> Jar---> ja} (1, 2, ..., A}) 
\P1 (Tj,) P2 (T;,) Ps (T;,) ++ Dr (T;, 


J 


so erkennt man die Existenz eines Punktsystems tf, tH, Siao «> mit 


yc cj» (l= <A) derart, daB die simtlichen maximalreihigen (-reihigen) 


und auf das System der Punkte 1}! und der Kreise €{? (l< »</h) an, 


Unterdeterminanten jeder Matrix, die aus den ersten u Zeilen von I* besteht 
(l<u<)/h), nicht verschwinden, wenn fiir t, der Wert uj (lsvsh) 
eingetragen wird. Dieser Tatbestand bleibt erhalten, wenn man 1, in einer 
geniigend kleinen offenen Kreisscheibe © c €,” um 7{ (1 <» <A) als 
Mittelpunkt variieren 1aBt. 

Damit ist die Méglichkeit gegeben, das Verfahren auf eine neue Kom- 
bination von A unter den g Ziffern 1,2,3,...,g anzuwenden, ohne das 
bereits gewonnene zu zerstéren. Nach endlich vielen Schritten dieser Art 
ist der Hilfssatz bewiesen. — 

Die Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinderlicher lehrt, daB 
die Punktsysteme 1,, T,,..., tT, mit tr, C 6(l1 <j <9), fiir welche eine 
der Unterdeterminanten von WM, (t,, Tz, ..., T,) verschwindet, eine analy- 
tische Mannigfaltigkeit &, von g — 1 komplexen Dimensionen erfiillen. 

Ich komme zum Beweis des verallgemeinerten Ritterschen Satzes. Es 
sei J” von erster Art (¢ >0), r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu I” 
und —r, die Klasse {J°, —r,v} + {0}, Dp ein fester rationaler Divisor und 


1, wenn Re x; = 0) 


= 7 95 - -_ 2 mix; . 

a= IT (6) i(0, fo, wenn Ste x, > 0}? é 0<Rex; <1, 1Sj<e), 
der Erginzungsdivisor der Klasse {J', —r,v}, wie bei (63,). Man bilde 
die Formel (63) des Riemann-Rochschen Satzes zweimal, das erstemal mit 
D =aDdp, das zweitemal mit D = ad,g, wo g ein Polygon bezeichnet; 


durch Subtraktion gewinnt man die Gleichung 
es i a os 
(65) m(— 7,0 55) —%(—9. 055 )= 


= ord g — (%(— 7, V; ADg) — %(—7, 2; a Dog). 
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Die lineare Schar der Multipla von ad, unter den Formen {/°, —r,v} werde 
mit S,, die Dimension »)9(—7r,v; aD 9) von Sy werde mit A bezeichnet. 
Ist h = 0, so gilt mit g = (t,) 


%(—’, v5) —%»(—1,v; 5) =1; 


1 ‘ 
, welches in dem 
DoG 


Punkte 1t,, der von den in Dd, auftretenden (endlich vielen festen) Punkten 


es gibt mithin in (J, —7’, v'} ein Multiplum von 


verschieden gewahlt werde, einen wirklichen, mit der genannten Einschrinkung 
vollig frei beweglichen Pol erster Ordnung besitzt. 

Ist h > 0, so sei in ~, (t), Mg (T), .--, Pa (tT) eime Basis von GS, gegeben. 
© entstehe aus einem kanonischen Fundamentalbereich R durch Entfernung 
der Ecken, Spitzen und der Punkte von d9. © ist ein Gebiet, wenn, was 
geschehe, R vermége seiner Abbildung auf $ durch Rinderzuordnung ge- 
schlossen wird. Das Polygon 


Q = (T;) (Te). . - (To) 


heiBt von allgemeiner Lage (liegt allgemein), wenn 1, C ©(1=j <9), 
und das Punktsystem 1r,, T,, ..., t, nicht auf Y, fallt. 
Eine Form /(t) aus S, wird durch ihre Darstellung 


f (z) = 2 Y(t) + Leo Po(t) +--- + Zr Pra (T) 


eineindeutig auf den komplex-h-dimensionalen Vektor x = {2,, 2%, .. ., Zp} 
bezogen. Diese Beziehung {/~x erweist sich unmittelbar als ein Isomorphis- 
mus beziiglich der Linearkombination mit konstanten komplexen Koeffi- 
zienten (A4,, 1 yn): 

Aus /,~ x,(1 = » S n) folgt 


LAh~ LA 4. 
r= ji] vr=i1 
DaB / ein Multiplum von a dy g sei, driickt sich fiir ein beliebiges Polygon g 
auf ©, dessen Punkte 1,(1<j <9) samtlich voneinander verschieden 
sind, durch 


TAN 


A 
f~w~x= (X,2,--..%m}), Lagy(t)=9 (lSj q) 
i=1 


aus. Wenn g iiberdies von allgemeiner Lage ist, so findet man nach dem 
Hilfssatz 


ct lies eae 
r(— 1,05 0,9) = {" 9 fir LSg Sh 


0 fir g>hl’ 
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und hieraus nach (65) 
ee »v 1) _f 9 ,wenlsogsh 
(66) %(—F, 0355) —%(—P 05) = ly _ 9 wenn g>hij’ 
daher als Minimalzahl der Pole von allgemeiner Lage bei den Formen 


” ee tate va . ; 1 
{I’, —r’, v’}, die sich, abgesehen von diesen Polen, wie Multipla von — ver- 


dy 
halten, den Wert h + 1. Denn (66) zeigt, daB ein Multiplum des Divisors a 
0 
mit einem beliebigen allgemein gelegenen Polygon g = (T,) (T.) . . . (T)(T, 4 1) 


unter den Formen {/’, —1’, v’} existiert, welches jeden der Punkte 1, 
(L=j9 SA + 1) wirklich als Pol erster Ordnung besitzt und in allen anderen 
Punkten, auch in den Ecken und Spitzen, das Verhalten eines Multiplums 


1 ° . , ° es 
von > aufweist. Da d, rational, regelt der Verzweigungsdivisor der Klasse 
0 


(I’, —r’, v’} zusammen mijt Dd, das Verhalten in den Ecken und Spitzen. 
Damit ist dem Ausdruck ,,wirkliche, frei bewegliche Pole einer Form, 


die sich sonst wie ein Multiplum des gegebenen Divisors 5, verhalt ein 
exakter Sinn beigelegt und folgender Satz bewiesen: 

Satz 11. Es sei I’ eine Grenzkreisgruppe erster Art, r komplex, v ein 
Multiplikatorsystem zu I" und —r, die Formenklasse {I., —r,v} + {0}; 
Do ein fester Divisor mit lauter ganzen Exponenten, a der Ergdénzungsdivisor 
der Klasse {I', —r, v} (s. (63,)), G das Gebiet, das aus einem kanonischen 
Fundamentalbereich von I durch Entfernen der Fixpunkte, der Punkte von do 
und durch Rinderzuordnung entsteht. Es bezeichne h die Dimension der linearen 
Schar der Multipla von adg unter den Formen {I’, —r1,v}. Zu einem aus 
q Punkten von © bestehenden Polygon g in allgemeiner Lage auf © gibt es dann 


und nur dann ein in den Punkten von g nichtreguliéres Multiplum von = 
unter den Formen der Klasse |I’, —r’, v’}, (r’ =2-—r,0' = =), wenn g >h 
ist. (Genauer: Fiir jeden Wert g > h gibt es ein Multiplum von $y welches 
in jedem Punkt von g wirklich einen Pol erster Ordnung aufweist.) 


Zur Begriindung der letzten Behauptung fiir g >h + 2 sei g von all- 
gemeiner Lage, g = h + 2, 





G = (4%) (Te) ---(Tr41) (Trae), = T° = = tb 
1 +2 


Dann sind g, und g, von allgemeiner Lage; es gibt ein Multiplum f,, 1 = 1, 2 


s “> 


B , . , 
von >— in {I’, —r’,v’}, welches in allen Punkten von g, einen Pol erster 


Ordnung aufweist. Eine Linearkombination c,/, +¢,/, mit geeigneten 
konstanten c,, ¢c, hat dann die im Wortlaut des Satzes behauptete Eigen- 
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schaft fiir g = h + 2. Wiederholung dieses Schlusses fiihrt zu der Einsicht, 
daB die allgemeine Behauptung zutrifft. Fiigt man einem Polygon g in all- 
gemeiner Lage auf ©, beginnend mit g = A + 1, stiickweise neue Punkte 
hinzu, ohne die Allgemeinheit der Lage zu beeintrichtigen, so liefert dieses 
Verfahren bei jedem Schritt eine neue, von den friiher erhaltenen linear 
unabhingige Form. Diese ist nach (66) im wesentlichen die einzige Form mit 
den genannten Eigenschaften; d. h., die bei irgendeinem Wert g > h in dieser 


Weise gewonnenen Formen bilden, zusammen mit einer Basis der Schar der 
, lL. : . . c : 1 

Multipla von = in {J', —r’, v’}, eine Basis der Schar der Multipla von cz 

0 0 

, 


in {J’, —?r’, v'}. 


Der von Ritter aufgestellte Satz ist der Spezialfall des obigen Satzes 11 
fiir Dy = (I). 


ted 


(Eingegangen am 20. 4. 1937.) 
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Einleitung. 


Allgemeines iiber Funktionen w = f(z), 
die den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas geniigen. 


Die folgenden Untersuchungen befassen sich mit der Familie § der- 
jenigen Funktionen w = f(z), welche den Bedingungen des Schwarzschen 
Lemmas geniigen. Wir setzen demgem&8 voraus, daB f(z) regular und 
lf (z)| <1 ist fiir |z| < 1 und daB f (0) = 0 ist. Die Frage, wie durch diese 
Voraussetzungen die iibrigen Eigenschaften von f(z) beeinfluBt werden, ist 
schon sehr eingehend untersucht worden. Insbesondere lassen sich fiir das 
VergréBerungsverhiltnis der durch w = f(z) vermittelten konformen Ab- 
bildung bestimmte Schranken angeben. Fiir die vorliegende Arbeit ist nur 
die folgende, ganz elementare Tatsache von Bedeutung (die nachher in den 
Saitzen A, B und C noch etwas genauer formuliert wird): Sieht man von 
den Drehungen w = ez des Einheitskreises ab, so ergibt sich bei einer durch 
w = f(z) vermittelten Abbildung 


a) fiir z = f(z) = 0 Verkleinerung, 
b) fiir alle z mit |z| = |f (z)| = 1 VergréBerung. 


Wir wollen im folgenden die Frage in Angriff nehmen, wie sich diese allge- 
meinen Aussagen iiber das VergréBerungsverhiltnis verscharfen lassen, 
wenn man das Bildgebiet © des Kreises |z| < 1 gewissen geometrischen 
Bedingungen unterwirft. 

Das VergréBerungsverhiltnis fiir z = 0 ist durch |f’ (0)| definiert. Die 
Aussage a) kann daher in folgende Form gefaBt werden: 


Satz A (Schwarz): 
If (0)| S11. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Drehungen w = ez (|e| = 1). 

Bei der Definition des VergréBerungsverhiltnisses auf dem Rande kénnen 
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB der zu unter- 
suchende Punkt des Kreises |z| = 1 der Punkt z = 1 ist. Wir betrachten 
nun mit Carathéodory*) eine Punktfolge z, des Kreises |z| < 1, fiir welche 

lim z, = 1 ist und auBerdem folgendes gilt: 


(1) —F +n <are(1—z,) << $—4; 
dabei sei 7 eine beliebig kleine, von v unabhangige positive Zahl. Durch (1) 


werden solche Folgen z, ausgeschlossen, welche auf einer Kurve liegen, die 


1) C. Carathéodory, Uber die Winkelderivierten von beschrankten analytischen 
Funktionen. Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss., Phys.-Math. Klasse (1929). 
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den Kreis |z| = 1 im Punkte z = 1 beriihrt. Wir definieren dann das Ver- 
gréBerungsverhiltnis D im Punkte z = 1 durch 


j|— 
(2) De te 


r>o l— z, 2 

falls dieser Grenzwert existiert und endlich ist und von der speziellen Wahl 
der Folge z, nicht abhangt. Dies ist nach Carathéodory sicher dann der Fall, 
— f (z,) 
at 
Unter dieser Voraussetzung gilt auch 

(3) lim f' (2,) = D. 


‘=x 








wenn der Betrag wenigstens fiir eine Folge z, beschrinkt bleibt). 


D heibt die Winkelderivierte von f(z) fiir z= 1. Sie kann natiirlich 
gemaB (2) nur dann einen endlichen Wert annehmen, wenn lim f (z,) = 1 


'-> oo 


1s 
ist. (Fiir lim f (z,) schreiben wir auch kurz f (1).) Gilt dagegen lim a = @ 


2» >» 


fiir eine Folge z,, so gilt nach Carathéodory dasselbe fiir jede Folge z,. Wir 
sagen dann D = o. Fiir D gilt nun ganz allgemein die folgende Ungleichung, 
welche die priazise Fassung der Aussage b) darstellt: 
Satz B (Julia-Carathéodory): 
D>1. 
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir w = z. 

Satz B ist in den Sitzen 1. und 4. der oben zitierten Arbeit von Cara- 
théodory enthalten; man braucht nur die Juliasche Relation von Satz 1 
der Arbeit von Carathéodory 

1 — f(z) /? 1—zP 

Tayor Ss Tap 
fiir z = 0 und f (0) = 0 hinzuschreiben. Aus der letzten Aussage des eben 
zitierten Satzes 1 folgt unmittelbar, daB fiir D = 1 notwendig f(z) = z ist. 

Aus Satz B folgert man leicht den nachstehenden 

Satz C (Léwner): 

Besitzt die Funktion w = f (z) auf einem Bogen der Lange « des Kreises 
|z| = 1 stetige Randwerte vom Betrag 1 und bildet die Funktion diesen 
Bogen auf einen solchen der Lange £ ab, so ist 

as fp. 
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Drehungen w = ez (|e| = 1)). 





*) Man beachte, daB in (2) keine Absolutstriche nétig sind; der Limes existiert 
auch so und ist positiv. 

%) Siehe K. Léwner, Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des 
Einheitskreises. I. Math. Annalen 89 (1923), 8S. 103. 


14* 
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Wenn man jetzt Funktionen der Familie § betrachtet, die auSerdem 
noch gewissen Nebenbedingungen geniigen, also eine engere Klasse auswihlt, 
so ist zu vermuten, daB sich die unteren Schranken heraufsetzen, die oberen 
herabdriicken lassen. In dieser Richtung liegt u. a. eine Arbeit von Cara- 
théodory*) vor, der von seinen Funktionen verlangt, daB sie in einem Paar 
von vorgeschriebenen Punkten des Kreises |z| < 1 gleiche Werte annehmen. 
Zweck der vorliegenden Arbeit ist ebenfalls die Verbesserung der Schranken 
durch Verengerung der Funktionenklasse, und zwar wollen wir im I. Ab- 
schnitt diejenigen Funktionen der Familie § betrachten, welche fiir |z| < 1 


einen Wert w, mit 0<|w,| <1 nicht annehmen. Geometrisch besagt 
dies, daB das Bildgebiet G des Kreises |z| < 1 die Stelle w, nicht iiberdeckt. 


Dabei ist auch der Fall mit eingeschlossen, da8 w, ein logarithmischer Ver- 
zweigungspunkt vor G ist. Denn logarithmische Verzweigungspunkte sind 
topologisch immer als Randpunkte aufzufassen. Im II. Abschnitt werden 
wir unsere Betrachtungen auf allgemeinere Teilfamilien von § ausdehnen, 
indem wir voraussetzen, daB w = f (z) fiir |z| < 1 einen Wert w, mit | w,| << 1 
nur an Kreuzungspunkten annimmt. Geometrisch besagt dies, daB das Bild- 
gebiet © die Stelle w, héchstens mit algebraischen Verzweigungspunkten 
iiberdeckt'). 

In spiateren Arbeiten wird gezeigt werden, wie sich die Schranken 
des I. Abschnitts weiter verbessern lassen, wenn man sich auf solche Funk- 
tionen beschrinkt, die den Einheitskreis auf ein schlichtes bzw. konvexes 
Gebiet abbilden. 


I. Abschnitt. 


Uber Familien von Funktionen w = f(z), 
welche einen Wert w, auslassen. 


§ 1. 
Obere Schranke fiir [7 (9)|. 


Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daB die Funktion w = f (z) 


fiir ‘2 1 einen Wert w, mit 0 < |w,| < 1 nicht annimmt. Fiir die Ab- 


schiitzung von |/’ (0)! ist dabei der Wert von are w, belanglos. Wir verlangen 
lediglich, daB | w 
von Satz A: 


«| <7 < 1 ist, und erhalten dann die folgende Verscharfung 


4) C. Carathéodory, Uber beschriankte Funktionen, die in einem Paar von vor- 
geschriebenen Punkten gleiche Werte annehmen. Monatshefte f. Math. u. Phys. 43 
(1936), S. 225. 

5) In beiden Abschnitten ist die Abschatzung der Winkelderivierten im Falle 


w, 0 von besonderem Interesse. Ich verweise vor allem auf die Konstanten der 


Satze III und IX sowie auf den Inhalt von Satz X. 





de 
0 


w 


d 
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SatzI. Ist %, die Familie der Funktionen, die den Bedingungen 
des Schwarzschen Lemmas gentigen und fiir \z| <1 den Wert w, mit 
0<|w,|<r<' nicht annehmen, so gilt fiir eine beliedige Funktion 
w = f, (2) aus &, 


2rlog - 
\f-(0)| $< =— =mM(r) <1 
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir 
Sad 
rt rs — '¢ 
", (2) =" 
l—y,'*? 


und fiir diejenigen Funktionen, welche durch Drehungen der w- und z-Ebene 
aus w = f,(z) hervorgehen. Die Funktion °f,(z) ist dedurch ausgezeichnet, 
dap sie fiir alle positiven Werte von z positiv wird; der Wert w,, den sie 
nicht annimmt, ist — r °*). 

Beweis. Wir beweisen zunichst, da8 die Funktion °,(z) den Kreis 
z| < 1 konform auf denjenigen Teil der Riemannschen Fliche von log (w + r) 
abbildet, welcher den Kreis |w| <1 iiberdeckt, wobei °f,(z) fiir positive 
Werte von z positiv und °%,(0) = 0 ist. Zu diesem Zweck fiihren wir die 
eben charakterisierte Abbildung in drei Schritten durch. Zunichst bilden 
wir durch die lineare Transformation 
(4) u(z) = log poet 

1+ z 

den Einheitskreis |z| < 1 auf die Halbebene R (u)< 0 ab. Dabei ist 
tly u (0) log r. Hierauf bilden wir die Halbebene durch 


(5) v (u) e 
auf denjenigen Teil der Riemannschen Fliache von log v ab, welcher den Kreis 
v| << 1 iiberdeckt, wobei vy = e' r ist. SchlieBlich fiihren wir durch 
die Transformation 
v rT 
6) u(v) = -—-—— 
(6) ( } l—rv 
den logarithmischen Verzweigungspunkt » = 0 in w = —r iiber. Dabei 


ist w(v) = 0. Durch Zusammensetzung der Abbildungen (4) (5) und (6) 
erhalten wir die Funktion w = °,(z) und man sieht leicht, daB die Strecke 
0<=:z<1 in die Strecke OX w<1 iibergeht. Da » = e" nirgends 0 


6) Die Potenzen von r definieren wir immer so, daB sie fiir reelle Werte der i.x- 
ponenten positiv werden. 

6a) Die Satze I und VII bieten nichts Neues. Sie werden lediglich wegen 
der Analogie zu den Satzen iiber die Winkelderivierte vollstandig bewiesen. 
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wird, kann w nach (6) nirgends gleich — r werden. Die Funktion °, (z) gehért 
daher zur Familie %,. %f, (0) ergibt sich aus 


dw \ 1 
(z=), ™ t—-* 





(se -" 
—, 

d " 

Teme = — 2logr, 
d. h. 

1 
2rlog — 
oF (0) = a = Mir), 


wie in Satz I behauptet war. 

Wir brauchen jetzt nur noch zu zeigen, da8 fir alle iibrigen Funktionen 
/,(z) mit —rxsw, <0 und f,(0)>0 die Ungleichung f/f; (0) << M(r) 
erfiillt ist. Damit ist dann schon alles bewiesen. Denn jede Funktion f, (z) 
laBt sich durch Drehung der w-Ebene und anschlieBende Drehung der z-Ebene 
so transformieren, daB w, < 0 und f, (0) > 0 wird. Durch Drehungen wird 
aber der Betrag |f, (0)| nicht verindert. 

Zuniichst nehmen wir an, daB w, = — r und f, (0) > 0 ist, und wollen 
unter dieser Voraussetzung die Werte /; (0) und °%f, (0) zueinander in Be- 
ziehung setzen. Wir bemerken, daB die Funktion w = °%,(z) eine gewisse 
Umgebung von z = 0 umkehrbar eindeutig auf die schlichte Kreisscheibe 
jw| <r abbildet. Die Umkehrfunktion’) z = ° (w) laBt sich daher im 
Kreis |w| <r in eindeutiger Weise so definieren, daB °f (0) = 0 ist. Dieses 
eindeutige Funktionselement von z = %, (w) bezeichnen wir mit z = , (w), 
wobei $B, (0) = 0 ist. Die Funktion z = $,(w) laBt sich auch iiber den 
Kreis || <r hinaus analytisch fortsetzen, und zwar lings jeder innerhalb 
|r| <1 verlaufenden Kurve 8,,, welche den Punkt w = — r nicht trifft; ( 
dabei ist stets | PB, (w)| < 1. 

Wir betrachten jetzt die in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes 
definierte Funktion ¢ = A, (z) = , (f, (z)), wobei h, (0) = 0 ist. Man sieht 
leicht. daB sich h, (z) im ganzen Kreis |z| < 1 eindeutig fortsetzen la8t und 
absolut < 1 bleibt. Denn wenn z vom Nullpunkt ausgehend innerhalb des 
Einheitskreises |z| <1 eine Kurve 8, beschreibt, so beschreibt w = f, (2) 
innerhalb des Einheitskreises |w| <1 eine Kurve &,, welche den Punkt 
« = —r nicht trifft; langs einer solchen ist aber $, (w) fortsetzbar und ab- 
solut < 1. Also ist A, (z) lings jeder vom Nullpunkt ausgehenden Kurve 
im Kreis |z| < 1 fortsetzbar, so daB aus dem Monodromiesatz die Eindeutig- 


a =— Ss = “= 


7) Wir bezeichnen im folgenden stets mit z = /(w) die Umkehrfunktion von 
w = f(z). 
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keit folgt. A, (z) erfiillt daher die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas. 
Also ist h; (0) <1, d.h. 
f, (0) = h, (0) - °F, (0) S %; (0). 

Das Gleichheitszeichen kann wegen h; (0) > 0 nach Satz A nur dann gelten, 
wenn h, (z) =z, d.h. °f, (z) =f, (2). 

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, da8 auch fiir |w,| < r die Ungleichung 
\f; (0)| < M(r) gilt; dazu wird es geniigen, daB Mt (r) fiir 0 < r <1 eine 
monoton zunehmende Funktion ist. Es ist also zu beweisen, dab 


WM (r) = 2- (log r + 1) (r? —1)—2r? logr 





=; > 0 fir 0< r< 1 
oder 
1-—r? 
P,(r) = logr +ipa <9. 
Nun ist 
Pi (9) = + — i se an EY 





e CSP el +) 
Da P, (1) = 0 ist, so ist P, (r) << 0 fir r< 1. Damit ist Satz I bewiesen. 


§ 2. 
Untere Schranke fiir die Winkelderivierte D 
in Abhingigkeit von |w,| und are w,. 


In ahnlicher Weise wie |/’ (0)| laBt sich auch die Winkelderivierte D 
abschitzen. Dabei werden wir zunichst eine untere Schranke fiir D erhalten, 
die von |w,| und arc w, abhingt, gemaB dem folgenden 

Satz II. Ist §,,, die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen des 
Schwarzschen Lemmas geniigen und die fiir |z| <1 den Wert wy = re” mit 
0<r<1,0S p< 22 nicht annehmen, so gilt fiir die Winkelderivierte Pros 
einer beliebigen Funktion f,,,(z) aus §,» 

Dy» > 1—2rcos rte. 


= - {(logr)? + (2aretg “= 2— + g—z) | =M(r,9)>1 
3(1 —#*) log — 


TCO8 @ 


n rsin @ 
— ¥ <aretg es <5 
Es gibt fiir p > 0 zu jedem Wert w, genau eine Funktion \},,, (2) der Familie §,,,, 
fiir welche das Gleichheitszeichen gilt. Dagegen gilt fiir » = 0 das Gleichheits- 
zeichen bei zwei Funktionen f,,(z) und *f,, (2) der Familie §,,. Die Funk- 
tionen ¥f,,, (2) und *f,, (z) gehen aus %f,(z) durch geeignete Drehungen der w- 
und z-Ebene hervor. 

Beweis. Wir kénnen uns beim Beweis auf solche Funktionen /,,, (2) 
beschrinken, fiir welche /,, (1) = 1 ist, da sonst stets D,, = o wird. Zu- 


nachst betrachten wir eine spezielle Funktion g,,(z) der Familie §,,, di 
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den Kreis |z| < 1 konform auf denjenigen Teil der Riemannschen Fliche 
von log (w— w,) abbildet, welcher den Kreis |w| <1 iiberdeckt, wobei 
noch die Nebenbedingungen g,,,(0) = 0 und g,,,(1) = 1 zu erfiillen sind. 
Damit ist dann allerdings die Funktion g,,, (z) noch nicht eindeutig bestimmt. 
Denn bei unserer konformen Abbildung kann sich das Bild €,,, der geraden 
Strecke 0 <= z < 1 noch beliebig oft um w, herumschlingen. Infolgedessen 
sind jedem Wertepaar {r, y} unendlich viele Funktionen g,,, (z) zugeordnet. 
Wir wollen daher in der Funktionenschar g,, (z) statt des Parameters » 
den Parameter », einfiihren, welcher den folgenden drei Bedingungen unter- 
worfen wird: 


(7) ?,=YPrtlxx, x=... 2, a eS oa 
(8) y, = 2 gilt dann und nur dann, wenn Iry, (2) = F(z) ist, 
(9) gy, soll in stetiger Weise von w, abhingen. 


AuBer dem Parameter , fiihren wir noch das Argument @ ein, welches den 
folgenden drei Bedingungen unterworfen wird: 


(10) Ff, (e°") = eFe—™, 
(11) ) = 0 gilt dann und nur dann, wenn 9, = 2 ist, 
(12) # soll in stetiger Weise von gy, abhangen. 


Durch (10), (11) und (12) ist gy, im Intervall —-a2< #8 <a bei festem r 
als monoton wachsende stetige Funktion von #@ definiert. Denn durchliuft 


der Punkt z = e”‘ den Kreis |z| = 1 in bestimmtem Sinne, ohne die Stelle 

z = — | zu iiberschreiten, so durchliuft der Punkt w = °, (e”*) den Kreis 

|w| = 1 im gleichen Sinne, und zwar gilt lim gy, = + @ undlim g, = — o. 
Ii—+az a+ —2z 


Also ist jedem Wert von ¢, genau ein Argument # zugeordnet. Im iibrigen 
folgt aus Symmetriegriinden, daB zugleich mit (10) auch die Beziehung 


(13) Of, (e- 94) = ee 

erfiillt ist. Nunmehr kénnen wir die Funktion w = gr», (z) eindeutig defi- 
nieren durch 

(14) Ir op, (2) = an Ff, (e~ **- z). 

Da die Funktion °,(z) den Wert r auslaBt, 148t die Funktion Ire, (2) 
nach (14) den Wert re%‘ = ref' aus und gehért daher zur Familie %,,. 
Aus (13) folgt g,, (1) = 1 und man bestitigt leicht, daB die Funktion 
9,», (2) alle Bedingungen erfiillt, denen auch die Funktionen g,,,(z) geniigen 
sollten. Das Bild €,, der geraden Strecke 0 = 2 = 1 schlingt sich beliebig 


oft um w,, wenn nur |x| hinreichend groBe Werte annimmt, und das Vor- 
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zeichen von x bestimmt den Umlaufsinn der Kurve €,,,- Die Funktionen- 
menge g,,, (2) mit festem r und und variablem ~ ist daher genau gleich 
der urspriinglich definierten Funktionenmenge 9,» (2) mit festem r und 9g. 
Wir wollen nun die Winkelderivierte Ir iry (1) als Funktion von r und ?, 
berechnen. Dabei fiihren wir statt der HilfsgréBe # eine andere HilfsgréBe rt 
ein, die ohne Einflu8 auf den Betrag von Sons (1) ist und die wir daher nicht 
durch r und g auszudriicken brauchen. Zunichst konstruieren wir die 
Funktion Ir, (2) analog zum Beweis von Satz I in drei Schritten. Durch 
die lineare Transformation 
Up + €' Higz 
(15) u(z) = a 


bilden wir den Einheitskreis |z| < 1 auf die Halbebene R (u) < 0 ab. Da- 
bei sei 


(16) tly = u (0) = logr + (9 —z) i 
und t mége so bestimmt sein, daB 
— 
(17) uy = u(1) = log —~—"“*_,*) 
l—re 


wobei wir unter log den Hauptwert des Logarithmus verstehen, d. h. 
|w,| < 2°). Hierauf bilden wir durch 


(18) v(u) = e” 


die Halbebene R(u) <0 auf denjenigen Teil der Riemannschen Fliche 
von logv ab, welcher den Kreis |v| < 1 iiberdeckt, wobei 


Up = ef = — re?*, 
—reti 

=e = l—re 
l—re 7° 


SchlieBlich fiihren wir durch die Transformation 
» pt 

(19) w (v) = PP fn dS 

l+re ?*.» 
den logarithmischen Verzweigungspunkt v = 0 in w = re iiber. Dabei 
ist w(v)) = 0 und w(v,) = 1. Durch Zusammensetzung der Abbildungen 
(15), (18) und (19) erhalten wir eine Funktion, welche mit dem vorhin defi- 
nierten Ir, (2) identisch ist. Denn sie bildet den Kreis |z| < 1 auf eine 

* 


Riemannsche Flache der verlangten Art ab und erfiillt auBerdem die Neben- 


8) Der Index x kann iiberall dort wegbleiben, wo durch Addition ganzzahliger 
Vielfachen von 22 zu nichts geaindert wird. 

®) Verlangt man noch, daB r im Intervall 0 < r < 272 liegt, so gilt r a— @. 
Diese Beziehung ist jedoch fiir die Rechnung ohne Belang. 
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bedingungen g,, (0) = 0 und g,, (1) = 1; die Umliufe von €,,, sind, 
wie aus (16) und (17) folgt, durch x in der richtigen Weise bestimmt. Die 
Winkelderivierte g,,, (1), die nach Satz B notwendig positiv ist, ergibt sich 
nun aus 


























dv du 
_ G) = = ica” du so az Sas} 
ss _ (l—re~ vty? 
(5 v=” = |] —r3 
a4 _ l—ref 
du/u=u, l—ref! 
($*) -_ ert Lt t+ to)? 
dz/z=1 ‘ tio + ig’ 
, l—re?)(l—re#! 1 
(20) gry, (1) = E— FE VK a log =" + logr + (a — gs)il. 
2(1 — 1°) log — inated 
Nun ist 
l—reft s r sin ¢ n nm 
ge = — 2 arcteT— ccs 9” — 3 < arctg< 5, 
und 


(1 — ref) (1 — re~*") = 1 —2rcos p+ Pr’. 
Durch Einsetzen in erhalten wir 
1— 2rcosp-+ 


2 (1 — 1°) log— 


rsin @ 


Gry, (1) = *. {(logr)? + + (2aretg, - 9.—2) | = M(r,9,). 


Tren 
Fiir die Funktionen g,,, (z) gilt also im Falle x = 0, d.h. OS y, < 22, 
in Satz II das Gleichheitszeichen. Wir kénnen daher g,,, (z)=f,, (2) 
setzen fiir 0 < y,< 22. Wegen M (r, 22) = M (r, 0) gilt das Gleichheits- 
zeichen in Satz II auch fiir g, ,, (z) und wir kénnen g, , , (z) = */,, (2) setzen. 
Aus (14) folgt dann unmittelbar die letzte Behauptung von Satz II. Liegt 


gy, auBerhalb des Intervalles 0 < PS 2m, so ist he. (1) > M (r, ¢). 
Denn setzen wir 


rsin @ 
2 arcs TF cos @ 


+ QO. — 2% = La (r, @x), 
so gilt fiir 2x7< 9, < 2(»+1)a die Ungleichung 
(2»—1l)w< QN< (2v+ 1)a.”) 


%*) Fir » = 0 folgt die Ungleichung aus der Tatsache, daB die GréBen gp, — 2 
rsin @ 


a entgegengesetztes Vorzeichen haben; daher ist |Q|< 2 wegen 
P 


und 2 arctg i 


rsin @ 
r COs @ 
durch Addition ganzzahliger Vielfachen von 2 2. 


|g, — 2| < a und | 2arctg = < a. Die Ungleichung fiir » + 0 folgt daraus 
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Daher wird der Wert von 2(r, y)* vergréBert, wenn ein ganzzahliges 
Vielfaches von 22 zu @ hinzugezahlt wird (abgesehen von dem Fall 
M (r,0) = M(r,22)). Also ist allgemein 
(21) 9-y, (1) = M(r, 9) 
und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funktionen }f,, » (2) und *f,, (z). 
Die allgemeine Aussage von Satz II ergibt sich nun durch Vergleich 
einer beliebigen Funktion f,, (z) mit einer Funktion g,, (z). Wie beim 
Beweis von SatzI sieht man, daB die Funktion ¢ = g,, (f,,, (2)) =A,», (2) 
bei geeigneter Wahl des Zweiges y,, (w) im Kreis |z| <1 eindeutig ist 
und die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt. Denkt man sich 
die Zahl x so bestimmt, daB die Bilder, welche die Funktionen /,,,(z) und 
9,9, (2) von der Strecke 0 < z< 1 entwerfen, sich in gleicher Weise um 
w, herumschlingen, so ist h,, (1) = 1. Wir bezeichnen nun die Winkel- 
derivierte von ¢ = h,,, (z) mit D,; dann gilt fiir jede Folge z,, welche die 
Voraussetzung (1) (S. 206) erfiillt: 








Keath ote l he» ,) 

= l1—z D 

a a — . ¥ os rT? 

(22) D, ar a lim l1—z rips > lim 1—w, . Soe (1)° 
1—¢, 


Dabei ist h,, (z,)=¢, und g,, (¢,) = w, gesetzt. Da h,, (2) die Be- 
dingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt, ist 

(23) D, =} 1, 

wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn he», (z) m2, d. h. 
fe» (2) = rq, (2). Aus (21), (22) und (23) folgt nun 


D,y = Gry, (1) = M (r, ¢). 
Beide Gleichheitszeichen gelten nur, wenn f,»(2) = = *f,. (2 ) oder f,,, (2)= *f 4 (2), 


w. z. b. w. 


§ 3. 
Untere Schranke fiir D, die von |w,| unabhingig ist. 


Der Fall » = 0 ist in Satz II dadurch ausgezeichnet, daB das Gleich- 
heitszeichen fiir zwei verschiedene Funktionen gilt. Auch in anderer Hinsicht 
ist dieser Fall von besonderem Interesse und unterscheidet sich wesentlich 
vom Fall g > 0. Fiihren wir namlich fiir feste Werte von p den Grenz- 
prozeB lim M (r, m) durch, so errechnet man 


r=>i 
(24) lim M(r, yg) = 1 fir g>0O. 


| i ae | 











216 H. Unkelbach. 


Fiir » > 0 1a8t sich also die Schranke von Satz B nicht unabhangig von r 
verbessern. Dagegen gilt fiir g = 0, d. h. w, > 0, der nachstehende 

Satz III. Jst §,, die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen 
des Schwarzschen Lemmas geniigen und die fiir |z| <1 einen Wert w, =r 
mit 0<r<1 nicht annehmen, so gilt fiir die Winkelderivierte D,, einer 
beliebigen Funktion f,, (z) aus § 


ro 


> = 2.4674... 


Es gibt, wenn 1) eine beliebig kleine positive Zahl ist, gewisse r und Funk- 
" ae = x? 

tionen der Familie §,,, fiir welche D, , < z+. 

Beweis. Nach Satz IT ist 





— * 2 2 
Dz. > M(r,0) = (l—r) {(logr) +5 } 
2(1+ r) log = 


wo fiir gewisse Funktionen das Gleichheitszeichen gilt; fiir r > 1 ergibt sich 
. n° 
lim M (r, 0 —. 
(7,9 = 3 
r > 1 
Damit ist die zweite Aussage von Satz III schon bewiesen, und zwar ist 
, o;’ 7 ‘ ‘ : , 
(1) = 4%, (1)< >t, wenn vw, =r hinreichend nahe bei 1 liegt. 
Es ist jetzt noch zu zeigen, dab 


(1 —r) ((logr)? + x?* 





i+™= fr O<cr<l 
2(1 + r) log 
oder 
[2(1 — r) + (1+ r) logr] a? + 2 (1 — r) (log r)? > 0. 
Nun ist 2(1—r)+ (1+ r)logr<0 und a?<10. Wir brauchen also 
nur zu beweisen, da 


> gp l+r 
P,(r) = 10 +5>7— 





log r + (log r)? > 0. 


Nun ist lim P, (r) = 0. Es ist also zu zeigen, daB 
r—>i 


P, (r) <9, d.h. 5(1—r 


rt 


)+ 10rlogr + 2(1 — r}logr <0 


ao 


1 —r? 
2° T+38r4+r 


Wegen P, (1) 0 ist zu zeigen, dab 


P; (r) logr < © 


P(r) >0, dh. 24-32 +2F-—3r4+2=(r— 1% (27+7r4+ 2)>0. 


Die letztere Ungleichung aber ist trivial. Damit ist Satz III bewiesen. 
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Wir wollen nun noch gewisse Teilfamilien '§,, von %,, etwas naher 
betrachten; dabei mége jede Funktion w = ‘f,,(z) der Familie ‘f,, die 
gerade Strecke 021 auf eine Kurve ‘€,, abbilden, welche sich /-mal 
um den Punkt w, herumschlingt. Fiihren wir in der Familie '§,,, wie beim 
Beweis von Satz II, statt des Parameters » den Parameter ¢, ein, so ist 


Y, = x+ (21+ 1)2. Dann gilt also fiir die Winkelderivierte 'D,, von '/,, (z) 





—_ 2 om 
'D,o => M (r, 2(l + 1)2) _(l—r) {(log r) it 1)? x2} 
2(1 + 1) log— 


> 


also 


lim M (r, 2 (1+ 1)2) = 


°-—> i 


ee . 
rj (214 1) x. 


Dagegen gilt nicht fiir alle Werte von / und r 


ae et (21 + 1)? 23. 


ro 4 
Das wire nimlich gleichbedeutend mit 
P, (r, l) = [2 (1 — r) + (1 + 1) log r) (27 +- 1)? 2? + 2(1 — r) (log r)? ] O. 


Diese Ungleichung ist aber sicher nicht fiir alle Werte von | richtig. Denn 
wegen 2 (i — r) + (1 + r) logr < 0 kann man fiir festes r den Betrag von 1 
immer so gro8 wihlen, daB P,(r,l)<0 wird. Die Funktion M (r, g,) 
ist also nicht fiir jeden festen Wert von gy, in r monoton. Dagegen sieht 
man leicht, daB 'D_, fiir 1-» « mindestens von gleicher Ordnung wie | 
unendlich wird, und zwar gleichmibig fiir alle r. Es gilt nimlich 

Satz IV. ‘%,, sei die Familie aller Funktionen, welche der Familie %,, 
angehéren und die gerade Strecke 0 z= 1 auf eine Kurve 'C,, abbilden, 
welche sich l-mal um den Punkt w, herumschlingt; dann gilt fiir die Winkel- 
derivierte 'D,, einer beliebigen Funktion 'f,, (z) aus 'F,,, 


ro 


i ~ 9 - ») 
D,, > 2al +a — 2. 
Es gibt fiir jedes | solche r und Funktionen aus '§,,, fiir welche'D,, << 2al +2 
ist. 


Beweis. Aus dem Beweis von Satz II ergibt sich, daB 


(Doo > M(r,2@ + 1)a) = C—Diherh Clty 


- 2(1 + r) log 





wo fiir gewisse Funktionen das Gleichheitszeichen gilt; setzt man speziell 
r = e—**'—* so ergibt sich 
2ai+2 


M (e—?27'—7,2(0+ 1) 2) at Seeacoes (2Qal+ a)<2al+. 
é€ 


221+2 l 


Damit ist die zweite Aussage von Satz 1V schon bewiesen. 
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Es ist noch zu zeigen, daB 


U—r) eget Olt eS salin—2 fir 0<r<1,J—=1,2,.. 





2(1+ r) log + 








1 . 
oder, wenn log — = x und 2xl+a2=a gesetzt wird: 
hed | 1 ee | | 
2 (e” +1) 


Zum Beweis dieser Ungleichung bemerken wir, dab 

















e*7—1 e* —1 = x 
= —_——— > 
ee+1 (*7—1)4+2~° 2#+2 
: 2 ‘ de . 
wegen e* — 1 > z und weil oles = ] — ——. mit z wichst. Also ist 
z+2 z+2 
e* —1 zw+a?_ =<2+a® (x4 2)?}—4(24+2)+4+2? 
2(e* +1) 2 ~ 2(2+2) 2 (2 + 2) 
— 1 / 9 } 4+ a? 9 re ae 9~ 9 
= 5 (2+24 apa) 22 V4+e—2>a-2, 


w. z. b. w. 


§ 4. 
Untere Sehranke fiir D, die von are w, unabhingig ist. 


Wir wollen nun auch bei der Abschitzung der Winkelderivierten statt 
der Funktionenfamilie B,» die allgemeinere Familie , betrachten, die schon 
in SatzI eine Rolle spielte. Fiir sie gilt der folgende 

Satz V. Bezeichnet man die Winkelderivierte einer beliebigen Funktion 
w = f,(z) der Familie %, mit D,, so ist 


(1+ r)log + 
», 2-i_a” =m(r) > 1. 


Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funktion °}, (z). 

Beweis. Da fiir die Funktion °/, (z) =1/,, (z) das Gleichheitszeichen 
gilt, folgt unmittelbar aus m (r) = M (r,x). Es ist jetzt zu zeigen, daB fiir 
gy +2 die Ungleichung M (r, y) > M (r, x) gilt. Wir setzen 


r sin w 
g9-—-xzx=ao, o ~ tong ea @ & 
Dann ist —-xz = w<2. Es ist zu zeigen, daB das Minimum von 


(1 + 217 cos w +- 1°) {(log r)* + 27} 
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nur bei w = 0 erreicht wird. Da es sich um eine gerade Funktion von w 
handelt, kénnen wir uns beim Beweis auf das Interval OS wow <2 
beschrinken. Die Behauptung lautet dann: 
(1 + 2rcosm@ + r*) {(log r)? + Q7} > (1 + 1)? (log r)? 

fir 0<ox2 

oder 
(1 + 2rcosw + r*) 2? > 2r(1 — cos w) (log r)? 
oder 
im? » . © 
2\r log > sins 

Vi - 2rcso+ nr” 





2> 

Setzen wir 

PS 
2\r log > sin > 
Vl + 2rcosm +r?’ 
so ist P;(0) = 0 und unsere Behauptung lautet: P,(m) > 0 fiir w > 0. 
Wir werden zeigen, daB P,(w) > 0 fiir w > 0, womit unsere Behauptung 
bewiesen wird. Nun ist 


P,(w) = Q- 





WF tog = ons 2 
Piles) = 1—r* Me r ea 
5\0) = Ty iresot+r Vl + 2reosw +r? 


1 o 
[3 2 ae 
2\r log > sin sin w 
yl + 2reosw +r? . 
o 


2 














— \r (1 +1)? log + cos 


~ T+2resotr? 








Jl + 2rcosa +r 
Wir miissen also zeigen, daB 





iF . cos 5. 
1—r— Vr (1 + r)log—.- > 0 
( BF V1 +2rcosm +r 

cos 5 


Das Maximum von 
l V1 +2rcosw +r 
Also geniigt es, zu zeigen, daB 





liegt bei cos > = 1 und ist gleich 





l+r 
1 —r— Vr log~ > 0, 
oder daB 
P,()=+-VF - log + > 0. 
\r ° 
Nun ist 
' (lr) 
= — —— 0. 
Po(r) 2r\r < 


Da P, (1) = 0, so ist P,(r) >0 fiir r< 1. Damit ist bewiesen, da fiir 
y + x die Ungleichung m (r) << M (r, ¢) gilt, das heiBt also, daB D, = m (r) 
ist fiir |w,| = r; dabei kann D, = m(r) nur fiir die Funktion °f, (z) gelten. 
Wir miissen jetzt noch zeigen, daB m(r) fiir 0< r< 1 eine monoton ab- 
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nehmende Funktion ist. Daraus wird dann folgen, daB fiir |w,| < r sicher 
die Ungleichung D, > m (r) erfiillt ist. Wir miissen also beweisen, daB 
r?— 2rlogr—1 


m'(r) = 1 = ~ 0, 





oder 
P,(r) = r- = — 2logr < 0 


Nun ist 
’ l 2 1 — r)? 
Pir) =14+5 -—-=07 


r r? 





>S 


Da P,(1) = 0, so ist P,(r)< 0 fir r< 1. Damit ist Satz V bewiesen. 


§ 5. 
Abbildungen auf sehlichte Bogen des Kreises |w| = 1. 


Auf Grund von Satz V laBt sich insbesondere die Abschatzung von Satz C 
fiir die Funktionen /, (z) verschirfen. Wir kénnen nimlich jetzt folgendes 
aussagen: Besitzt eine Funktion /,(z) auf einem Bogen der Lange « des Kreises 
z| = 1 stetige Randwerte vom Betrage 1 und bildet die Funktion diesen 
Kreisbogen auf einen solchen der Linge f ab, so ist 
(25) a< B ata : 
(1 + 1) log > 


Daraus folgt, daB jeder Bogen «,, der durch eine Funktion f, (z) auf einen 
schlichten Bogen des Kreises |w| = 1 abgebildet wird, kleiner als 
2n.—-\'—") _ ist. Die letztere Schranke liBt sich aber noch verbessern. 
(1 + r) log ry 
Es gilt namlich der folgende 
Satz VI. Bildet eine Funktion f,(z) der Familie &, einen Bogen B der 
Liinge «, des Kreises |z| = 1 auf einen schlichten Bogen des Kreises |\w| = 1 
ab, so ist 


a, S 4arctg - = 


log - 





=p(r), O< arctg << >: 


Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funktion °f,(z) sowie fiir diejyenigen 
Funktionen, welche durch Drehungen der w- und z-Ebene daraus hervorgehen, 
und zwar gibt es zu jeder dieser Funktionen nur einen speziellen Bogen By des 
Kreises \z| = 1, ftir welchen das Gleichheitszeichen gilt. 

Beweis. Wir bezeichnen die Randpunkte der Riemannschen Flache, 
auf welche w = f,(z) den Kreis |z|< 1 abbildet, durch den Bogen 
w = arc %f,(e"*). Dabei setzen wir fest, daB arc %f,(1) = 0, und daB im 
iibrigen m von # = arc z im Intervall -z < #8 < 2 stetig abhingt. Dann 
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entspricht jedem Randpunkt der Riemannschen Fliche (mit Ausnahme 
des Verzweigungspunktes) genau ein Wert von w. Die Punkte des Kreises 
|z| = 1 bezeichnen wir durch # = arc z; dabei lassen wir # das Intervall 
—2xS 0S2 durehlaufen. 


Aus den Transformationen (4), (5) und (6) ergibt sich, daB der Rand- 

punkt z, = ns LL in » = z und Zz, = oar $2° in w = — 2 iibergeht. 
ogr+2% logr—a+ 

Daher entspricht der schlichte Kreisbogen —2 Sw Sa einem Bogen B, 

der Lange 2 arc z, = 4 arctg sar =(r). In diesem Falle gilt also in 


log > 


Satz VI das Gleichheitszeichen. 


Wir beweisen jetzt, daB jeder schlichte Kreisbogen w, S w Sw, +22 
mit w, + -- 2 durch die Funktion w = °f, (z) auf einen Bogen des Kreises 
|z| = 1 abgebildet wird mit der Linge '«,< u(r). Dazu bemerken wir, 
daB zwischen den GréBen # und w die Beziehungen (10) bis (14), (S. 212) 
bestehen, wenn wir gy, — 2 = m setzen. Ersetzen wir in (14) noch z durch 


e’' z, so erhalten wir 


f, (2) =e 8+, 4 w (€7* 2). 
In dieser Gleichung kénnen wir nach (13) wm durch — w und # durch — 8 
ersetzen und erhalten 
fe (2) = €”* «9, wa (C7 °* 2). 
dw 


Also ist To | Ff (e7*) | = gr a—w (1) = M (7, a —w) = M (r, 2+ @). 
Daher kann man yp (r) folgendermaBen ausdriicken: 


na 
dé F dw 


ey) = (3 do = | wera 
—% — « 
Setzen wir w, = w) + 2x2, —2 Soy <a (x =... — 2,—1,0,1, 2,...), 
so ergibt sich fiir 4x, 
w, +22 (2x+1)2 Oy, +22 
i can dw Sa dw ‘ f dw 
id M (r, x +) U(r, x + o) M (r, x +) 
w, Wy (2*+1)2 
' 1 1 





a \ (ae (r,.1+@) MUG,x PoPinenhs) 4 


a 





= \( . al . )de. 
M (r,x +o) M (r, 0 + 2+ 2x2) 


Mathematische Annalen. 115. 15 
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Beim Beweis von Satz II hat sich nun ergeben, dab fiir — 2 << w < 2 der 


Wert M (r,2 + m) vergréBert wird, wenn man w um ein ganzzahliges Viel- 


faches von 22 vermehrt. Also gilt im Intervall -a<ao<2 
Mirat+o+2(x4+1)2)>M(r,2+ 0) fiir «4 & 
Mi(r.xa+oa+2xn)>Mi(r,.x+m) fir x + 0. 


Die beiden letzten Integrale sind daher nicht negativ, und zwar ist fiir 
o, 4 2 mindestens eines von ihnen positiv. Denn beide Integrale werden 
nur dann gleichzeitig gleich 0, wenn wg - x und x = 0, d.h. w, nN. 
Daher ist 


(26) lg, S u(r). 


Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir w, a, d.h. fiir den Bogen B,. 
Wir betrachten nun eine beliebige Funktion w = f,(z). Wegen der 

Monotonie der Funktion «(r) kénnen wir dabei ohne Beschrainkung der 

Allgemeinheit wieder annehmen, daB w, r ist. Bildet nun die Funk- 


tion /, (z) einen Bogen der Lange «, auf einen schlichten Bogen des Kreises 


w 1 ab, dann bildet die schon 8.210 betrachtete zusammengesetzte 
Funktion ¢ = h,(z) den Bogen («,) auf den feilbogen (f,) eines Bogens der 
Linge '«, ab, d.h. 


(27) B, S *a,, 

und nach Satz C ist 

(28) a, S B,. 

In (28) steht das Gleichheitszeichen nur dann, wenn hf, (z)=z, d. h. 


f, (z)= °F, (z). Aus (26), (27) und (28) folgt die Behauptung. 


II. Abschnitt. 


Uber Familien von Funktionen w = /(2), 
welche einen Wert w, nur an Kreuzungspunkten annehmen. 


§ 1. 
Obere Schranke fiir | 7’ (0)|. 


Wir wollen nun unsere Betrachtungen auf solche Funktionen f(z) aus- 
dehnen, welche fiir |z| < 1 ausnahmslos alle Werte w mit |w| < 1 annehmen 
diirfen. Dagegen wollen wir jetzt voraussetzen, daB f(z) eimen gewissen 


Wert w, fiir |z| < 1 nur an Kreuzungspunkten z,, annimmt. Man nennt z,, 


*? 
einen Kreuzungspunkt (mn — 1)-ter Ordnung, wenn 


f(z.) =f @,) = ---=f/~” (2,,) = 0 und f™ (z,,) + 0 
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ist. Dabei wird an Stelle des in Abschnitt I iiberall vorkommenden 
logarithmischen Punktes ein n-blattriger Verzweigungspunkt treten. Der 
Ubergang » > o wird daher zu den Resultaten des Abschnitts I zuriick- 
fiihren. In Analogie zu Satz I erhalten wir dann den folgenden 

Satz VII. Ist ,%, die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen 


des Schwarzschen Lemmas geniigen und die fiir |z| <1 einen Wert wy mit 
0< |w,| 7 <1 nur an Kreuzwngspunkten z,, von der (nm — 1)-ten Ord- 
nung annehmen™), so gilt fiir eine beliebige Funktion u nir (z) aus 1%, 


mit n> 2 


nr 


of (0)| < nz 4( > — Vr) =M (rm) <M (rn —1) <1. 


= r 
Die Gleichung |,f, (0) M, (vr, n) gilt nur fiir 
at 7 \" n 
= s+ 1) — (rz 4 1)" 
nfy (2) = - no 


4/ \n n 
(e+ ~>)-@+iry 
und fiir diejenigen Funktionen, welche durch Drehungen der w- und z-Ebene 
aus {f,(z) hervorgehen. Die Funktion °f, (z) nimmt den Wert wy, = —r nur 
" 

an dem Kreuzungspunkt z, Vr von der (n — 1)-ten Ordnung an und ist 
dadurch ausgezeichnet, dap sie fiir positive Werte von z positiv wird. Fiirn—> @ 
erhdlt man 


lim M, (r, ) M (r). 


n 2 


Auperdem gilt gleichméiBig in jedem Kreis \z| S 0 <1 


lim °f, (2) = °, (2). 8) 
Beweis. Wir beweisen zuniichst, daB die Funktion °f,(z) den Kreis 
n 
z| = 1 konform auf denjenigen Teil der Riemannschen Flache von Yw + r 
abbildet, welcher den Kreis |w| 1 iiberdeckt, wobei °f, (z) fiir positive 
Werte von z positiv und °f (0) = 0 ist. Wir fiihren die Abbildung wieder 
in drei Schritten durch. Zunichst bringen wir durch 


n 


(29) (2) = 2+' 


n 
1 + \rz 

') Dabei soll auch der Fall mit eingeschlossen sein, daB der Funktionswert w, 
iaberhaupt nicht angenommen wird. 

2) Im abgeschlossenen Einheitskreis |z|= 1 konvergiert die Funktionenfolge 
nfr (2) nicht. Denn es ist ute ( 1) 1 fiir gerades n und hs 1) 1 fiir un- 
gerades n. Die Grenzfunktion "f,(z) ist im Punkte z 1 wesentlich singular. 

15* 
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den Punkt z, = — Yr, welcher Kreuzungspunkt de: Abbildungsfunktion 


werden soll, in den Nullpunkt der u-Ebene. Dabei ist u) = u (0) = Yr. 
Hierauf bilden wir den Einheitskreis durch 


(30) v(u) =‘u" 


n 
auf denjenigen Teil der Riemannschen Flache von Vv ab, welcher den Kreis 
v| S 1 iiberdeckt, wobei v, = v (u,) = r ist. SchlieBlich fiihren wir durch 
die Transformation 


(31) w(v) = ——~ 


l—rv 





den Verzweigungspunkt v = 0 in w = —r iiber. Dabei ist w(v,) = 0. 

Durch Zusammensetzung der Abbildungen (29), (30) und (31) erhalten wir 

die Funktion w = °f, (z) und man sieht leicht, daB die Strecke OS 251 

in die Strecke 0 S w S11 iibergeht. w = °/, (z) nimmt den Wert w, = —r 
n 


nur an dem Punkt z = — Yr an, und zwar ist das ein Kreuzungspunkt 
(m — 1)-ter Ordnung; denn v = u" nimmt den Wert v = 0 nur fiir u = 0 
an, und dies ist ein Kreuzungspunkt (mn — 1)-ter Ordnung von v = u”. Die 
Funktion $f, (z) gehért daher zur Familie ,f,. °f, (0) ergibt sich aus 


n 
du ye i> dv = eo (dw a 1 
(3)...=1- awe (F)...= Re 





also 





£07 = nt, (V2 — vr) =m, 


wie in Satz VII behauptet war. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige Funktion ,f,(z), wobei wir wieder 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit w, <0 und ,f, (0) > 0 annehmen 
kénnen. Zunichst nehmen wir an, daB w, = —r ist. Dann -ergibt sich in 
Analogie zum Beweis von Satz I, daB die Funktion £ = 5/, (nf, (2)) = whe (2) 
bei geeigneter Wahl des Zweiges °/, (w) im Kreis |z| < 1 eindeutig ist und 
die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt. Daraus folgt: 

af, (0) S YF, (0). 
Das Gleichheitszeichen kann nur dann stehen, wenn ,h,(z)=z, d. h. 
nly (2) = Sf, (z) ist. 

Wie beim Beweis von Satz I ist jetzt noch zu zeigen, daB M, (r, n) bei 
festem n fiir 0 << r <1 eine monoton zunehmende Funktion ist, d.h. daB 

1 1 
Fr Molrm) = Gar *[(1+ 5) P+ 1-2] —r*[(1—Z)r4+14-5]}>0 


fir 0<r<— 1 und n=2. 
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2 
Setzen wir r» = 2, so lautet unsere Behauptung 


n@ (xz) =(n — 1) 2*** — (n+ 1) 2* 4+ (n+ 1) x—(n—1) <0 
fir O<z<1 und nZ?. 


Die Gleichung ,Q(z) = 0 hat nach der Vorzeichenregel von Descartes dre 
positive Wurzeln oder eine gerade Anzahl weniger, wobei jede Wurzel ihrer 
Vielfachheit entsprechend gezihlt wird. z = 1 ist aber bereits eine dreifache 
Wurzel der Gleichung, da ,Q (1) = ,Q’ (1) = ,Q” (1) = 0 ist. Also hat die 
Gleichung ,Q(z) = 0 im Intervall 0 < «<1 sicher keine Wurzel. Daher 
gilt die Ungleichung ,Q (x) < 0 nicht nur fiir z = 0, sondern auch im Inter- 
vall 0< <1, wie behauptet war. 

Zum Beweis, daB M, (r,n) <M, (7, — 1) ist, variieren wir n stetig 
und zeigen, daB 


a 
Sn wt (7, m) <0 


1 ‘— log r a/1 “— 
+ Ve+ ME(YE + Vr) <0 
fir O<r<l, n2&2. 


oder 


n 
Setzen wir y = y, so lautet unsere Behauptung: 


1 1) 4 - 
y—>—(y+7)boey<o fir y>1 

oder 

P,(y) =4—+ -1 0 

3(¥) = ayy — logy <0. 
Nun ist P,(1) = 0; wir brauchen also nur zu zeigen, daB P;(y) <0 ist 
fir y>1, dh. 
4y 1 
si y <° 
oder 
4 y? — (y® + 1)? = — (y*— 1)? <0. 

Diese Ungleichung ist eine Trivialitiét. Damit ist die Abschatzungsformel 
fiir |,,/,(0)| bewiesen. 


Fiir » > o erhalten wir 
l 
2 r log - 


1—r? 








. ; n i n 

tem.) = Latin a(JE— ie) = EF = m9 
Die Richtigkeit der letzten Aussage von Satz VII erkennt man ganz 
ohne Rechnung durch Betrachtung der zusammengesetzten Funktion 


fC, = Sf, (*, (2). Sie bildet den Kreis |z|< 1 konform auf denjenigen Teil 
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der Riemannschen Flache von log (¢, + Vr) ab, welcher den Kreis |f,| <1 
iiberdeckt. Der Zweig von ¢,, = °/, (w) laBt sich so wihlen, daB der Punkt 
z = 0 dem Punkt ¢,, 0 entspricht und daB ¢,, fiir alle positiven Werte 
von z positiv wird. Wir kénnen dann schreiben: (,, of, (z). Diese Funk- 
Vr 
tionen bilden eine normale Familie, und es existiert daher eine Teilfolge 
mit festem r, welche in jedem Kreis |z| S 0 < 1 gleichmiBig gegen eine 
regulire analytische Grenzfunktion G (z) konvergiert; dabei ist nach dem 
Konvergenzsatz von WeierstraB '*) 


’ sd " 
G’ (0) = lim (—") . lim IM (Vr 


Da G(z) im iibrigen die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt, 
ist G (z) =z nach Satz A. Fiir jede ! rgente Teilfolzge C, gilt daher im 


Kreis |z| S o gleichmiBig lin gilt dann notwendig auch 


fiir die Gesamtfolge , 
Wegen der Normalitét existiert auch von der Funktionenfolge °f, (z) 
im Kreis |z| So eine gleichmaBig konvergente Teilfolge. Da aus der 
gleichmaBigen die stetige™) Konvergenz folgt, so gilt fiir die Teilfolge 
lim °f, (f,,) = lim °f, (z) 


ae <oe a> « 
Andererseits ist 


f. (fn) = Sf, (at, (Ff, (z))) = Ff, (2). 
Daher gilt 


fiir jede konvergente Teilfolge und infolgedessen auch fiir die Gesamtfolge. 
Damit ist Satz VII vollstandig bewiesen 


Untere Schranke fiir 2 in Abhingigkeit von |e, | und are w,. 

Ebenso wie Satz I laBt sich auch Satz II als Grenzfall eines allgemeineren 
Satzes auffassen, niimlich des folgenden Satzes VIII. 

Satz VIII. Jst aSre die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen 


des Schwarzschen Lemmas geniigen und die fiir \z| <1 den Wert w, = re*' 
mt 0O<r<— 1), OS ~< 2a nur an Kreuzungspunkten z,, von der 


'8) Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3. Aufl., Berlin 1929, 8. 303. 
4) Hurwitz-Courant, a. a. O., 8. 304. 
%) Fir r = 0 ist »Dog=n und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funk- 
n 
tion z". Dies folgt leicht durch Anwendung von Satz B auf die Funktion Vafog (z), 
welche die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt. 











Funktionen, deren Wertevorrat Liicken aufweist. 927 


(n — 1)-ten Ordnung annehmen, so gilt fiir die Winkelderivierte ,D,,, einer 
beliebigen Funktion al re (z) aus nSre mit n—=2 


n n 
1—2rcos p+ r° | ove .or rsin ¢ /~3 \ 
nDpg =n = ii —2yr cos | — | 2arctg —— = 9 ~ 7) + Vr 
(1 ry — \r?) 
M, (r, 9, n) > 1. 
a rsin @ ‘ya 
- arctg j —rcos p not 


Es gibt fiir p > 0 zu gedem Wert w, genau eine Funktion nl py (2) der Familie 
n¥, > [tir welche das Gleichheitszeichen gilt. Dagegen gilt fiir q 0 das Gleich- 
heitszeichen bei zwei Funktionen }f,,(z) und 7}, (z) der Familie ,,%,,. Die 
Funktionen - (z) und *f..(z) gehen aus Sf, (z) durch geeiqnete Drehungen 


der w- und 2z-Ebene hervor. Fiir n —- co erhdlt man 


lim M, (r, gy, n) = M (r, ¢). 


n—- 


Beweis. Wir kénnen uns wieder beim Beweis auf solche Funktionen 


ab yg (z) beschrinken, fiir welche ,f, (1) 1 ist. Zunichst betrachten wir 


ry 
eine spezielle Funktion np (2) der Familie aBegs die den Kreis |z| < 1 


n 
konform auf denjenigen Teil der Riemannschen Fliche von Vw —w, ab- 
bildet, welcher den Kreis |w| <1 iiberdeckt, wobei noch die Neben- 
bedingungen nJ pq (0) = O und ,g,,, (1) 1 zu erfiillen sind. Damit ist dann 
allerdings die Funktion ,g,,,(z) noch nicht eindeutig bestimmt. Dies wird 


vielmehr erst dann der Fall sein, wenn wir noch nahere Angaben dariiber 


n 


machen, welchen Blattern der Riemannschen Fliche von Vw — w, die Bilder 
von z = 0 und z = | angehdéren sollen. Um dies zum Ausdruck zu bringen, 


wollen wir in der Funktionenschar ,g,,,(z) statt des Parameters g wieder 
einen Parameter , einfiihren, indem wir folgendes festsetzen: 


(32) Y, y+ 24%, x=Q@, 1, 2,...,9%— I], 
(33) y, = 2 gilt dann und nur dann, wenn ney (z) = °f, (2), 
(34) p, soll fir 0 <= py, < 2 nz in stetiger Weise von w, abhangen. 


AuBer dem Parameter q, fiihren wir wieder ein Argument # ein, welches 
den folgenden drei Bedingungen unterworfen wird: 


(35) (e%) = et 
(36) ) = 0 gilt dann und nur dann, wenn 9, = 2 ist, 


(37) # soll fir 0 < mp, < 2nz in stetiger Weise von gy, abhingen. 
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Durch (35), (36) und (37) ist g, in einem gewissen Intervall 
—-%isS 0< 2a- Hh 


bei festem r+ als monoton wachsende stetige Funktion von # defimert, 


wobei lim g,=2nz und lim g,=0 ist. Also ist jedem Wert 
¥—>2a— 3 I> — I 


von gy, im Intervall 0S oy, < 2m genau ein Argument #@ im Intervall 
- 0, S80 < 2a — BD, zugeordnet. Wie beim Beweis von Satz II folgt, 
daB zugleich mit (35) auch die Beziehung 


(38) tele“? = 


erfiillt ist. Nunmehr kénnen wir die Funktion w = ,g,,, (z) eindeutig defi- 
z 


nieren durch 
sti ary, (2) =~ ™*. Of, (e- #2), 


Man bestatigt leicht, da8 die Funktion ,g,,, (z) zur Familie aSre gehoért 
z 


und im tibrigen alle Bedingungen erfiillt, denen auch die Funktionen ,g, ,, (2) 
geniigen sollten. LaSt man gw, monoton von 0 nach 2” a anwachsen, so fiihrt 
die Riemannsche Flache, auf welche w = 9-9, (2) den Einheitskreis abbildet, 
n Umdrehungen im positiven Sinn aus, wobei die Bilder von z = 0 und z = 1 
fest bleiben. Aus (39) und aus der Art und Weise, wie # von , abhingt, 
folgt, daB wir nach n Umdrehungen (und zwar friihestens nach n Umdrehungen) 
wieder zur Ausgangsfunktion zuriickgekehrt sind. Die Funktionenmenge 
nJ pq, (2) mit festen r, g und » und variablem ~ enthilt daher simtliche n-Funk- 
tionen der urspriinglich definierten Funktionenmenge ,g,,,(z) mit festen 
r, — und ». 

Wir wollen nun die Winkelderivierte Gr q, (1) als Funktion von r, 9, 


und » berechnen. Dabei fiihren wir in zweckmiaBiger Weise wieder statt der 
HilfsgréBe # eine andere HilfsgréBe + ein und konstruieren die Funktion 
nJ-», (2) in drei Schritten. Zunichst bilden wir durch die lineare Trans- 
formation 

4 tf 
(40) u(z) = b. & i 


1+e tz 


den Einheitskreis auf sich selbst ab. Dabei sei 





n Vx ad 
p= -§ 
(41) “= 0(0)= re * 
und rt mége so bestimmt werden, daB 
n 
1—ref' 


(42) “u, = u(1) = 


l—re ?! 
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“ 


wobei wir unter der n-ten Wurzel den Hauptwert verstehen, d.h. | are u,|< = : 


Den expliziten Ausdruck fiir t benétigen wir nicht. Hierauf bilden wir durch 


(43) v(u) = u” 

den Einheitskreis auf eine n-blittrige Riemannsche Flaiche ab, wobei 
; l—reft . oie ‘ , 

vp =u" = — re?! und v, = u® = ——"*— ist. SchlieBlich fiihren wir 

sd ° . . l—re ?* 


durch die Transformation 

4 pe?! 
44 w(v) = ——“*_ 
(44) (0) = Oe. 
den Verzweigungspunkt v = 0 in w = re?' iiber. Dabei ist w(v)) = 0 und 
w(v,) = 1. Durch Zusammensetzung der Abbildungen (40), (43) und (44) 
erhalten wir eine Funktion, welche mit dem vorhin definierten w = nJy, (2) 
identisch ist. Die Winkelderivierte errechnet sich aus 


dw _ (l—re- id be 
(Ze),<.. ‘pd l —r 
1 
ae © 
dv l1—ref' " 
Gahan wer (=) 


ae) eee 
Esigui . 1 — | tt |? 


1 
= 1 —_ a — q 
la—rev!| *l1—re% | ee Rx 


—.J1-. " 





nGry,(1) = 2 : 
(1 — r®) (1 — Yr?) 


1—2rcos g+r? rsin ¢ 


= yo —s * . lig ee, Se —— 
= 7 . 2 Vr cos-[-- (2 arctg -—= + Py n) 





(1 -—r2) (1 — Vr?) 
=M, (r. x, n). 


rs 4 -~x 
— F< aretg < 5° 


Fiir die Funktion ,g,, (2) gilt also im Falle 9, = 9, dh. OS gy, << 22 

in Satz VIII das Gleichheitszeichen. Wir kénnen daher Jz, (2) uheg (2) 

setzen fir OS op, <2. Wegen M,(r,22,n) = M,(r,9,n) gilt das 

Gleichheitszeichen in Satz VIII auchfiir,g, , ,(z),und wirkénnen,g, ,,=3/,.(2) 

setzen. Liegt dagegen gy, auBerhalb des Intervalls 0S gy, S272, so ist 
rsin @ 


nGry, (1) > M, (r, y, »). Denn setzen wir wieder 2 arctg et e* 


= Q(r, y,), so gilt ja fiir 2x < gp, < 2(v+1)a (vy = 0, 1, 2,...,n — 1) 
die Ungleichung (2 — l)a< 2 < (2v+ 1)a"). Daher wird der Wert 
von cos 2:9) verkleinert, wenn ein ganzzahliges Vielfaches von 22 zu 


16) Vgl. FuBnote '). 
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hinzugezahlt wird (abgesehen vom Fall M, (r, 0, n) = M, (r, 22, n)). Also 

ist allgemein 

(45) nJr , (1) => M,(r, y,n) 

und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funktionen }/,,,(z) und */,» (2). 
Die Abschitzungsformel von Satz VIII ergibt sich nun wie bei Satz II 

durch Vergleich einer beliebigen Funktion abe (z) mit einer Funktion n9 ry, (2): 


Wir bilden die Funktion ¢ = 9... (nf, (2)) nh, (2); dann laBt sich die 
Zahl x so wihlen und ein Zweig der Umkehrfunktion ¢ Pos (w) so be- 


stimmen, daB whee (z) die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas erfiillt 
* 
und daB auBerdem ah,» ‘l) | ist. Bezeichnen wir die Winkelderivierte 
z 
von Hee (z) mit D,, so folgt aus Satz B 
(46) D, => 1, 
wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn beg (2) = nJpq, (2)- AuBerdem 
ergibt sich wie beim Beweis von Satz II 
(47) D, = ——*.: 
afr , 2) 
Aus (45), (46), (47) folgt nun 
D 


n” ry 


M, (r, 9, »), 


IV 


wo das Gleichheitszeichen nur fiir die Funktionen }/,,,(z) und {/,» (z) stehen 
kann. 
Zum vollstaindigen Beweis von Satz VIII brauchen wir nur noch den 


durchzufiihren. Wir erhalten 





Grenziibergang n > « 
n " 
1 —2rcos « r2 n | 92 3 
- 4] 9 0S | 2 
lim M, (7, 9, ”) Tis lim wae is 2\rcos 2 yr?! 
1—|r 
n 
1—2rcos mp+r , : 4nir .-,Q 
_ , lim jnx(1—Yr)- sin® - I 
2(1 — r?) ra a n Sa) 
l—\; 
1 —2rcos p+ r Q? 
— 2rcos q F fas | 
2(1 r*) = 1 | 
log 
M (r,q), w.z.b.w. 
§ 3. 
Untere Schranke fiir D, die yon |w,| unabhiingig ist. 
Der Fall g 0 unterscheidet sich in Satz VIII ebenso wie in Satz II 
wesentlich vom Fall @ > 0. Fiir feste Werte von @ gilt nimlich wieder 


(48) lim M, (7, 9, ”) | fiir p > 0, 
>I 


r 
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wihrend fiir » = 0 die Verhiltnisse ganz anders liegen. Von besonderem 
Interesse ist zunichst der Fall » = 0, n = 2. Denn es ist M, (r, 0,2) = 2 
fiir alle Werte von r. Daraus folgt unmittelbar 

Satz IX. Ist .%,o die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen 
des Schwarzschen Lemmas geniigen und fiir |z| <1 einen Wert w, =r mit 
0<r <1 nur an Kreuzungspunkten z,, von der 1.Ordnung annehmen, so 
gilt fiir die Winkelderivierte ,D, einer beliebigen Funktion of,o(z) aus o¥-o 

Dro = 2 =Yo. 


ro S=: © 

Fiir jedes vorgegebene r existieren genau zwei Funktionen \f,9(z) und °f, (2) 
der Familie .%,9, fiir welche das Gleichheitszeichen gilt. 

Fir p = 0, n=3 gilt im Gegensatz zu Satz IX der folgende 

Satz X. Ist ,.%,9 die Familie aller Funktionen, die den Bedingungen des 
Schwarzschen Lemmas geniigen und fiir |z| < 1 einen Wertw, =rmit0 <r<1 
nur an Kreuzwngspunkten z,, von der (n — 1)-ten Ordnung annehmen, so gilt 
fiir die Winkelderivierte ,,D,,. einer beliebigen Funktion ,f,(z) aus ,%p9 mit 
n=3 


at aint .* =. @ 
aDro > n° $ID in =Yn 7 Va-1 = * 


Es gibt, wenn 1, eine beliebig kleine, positive Zahl ist, fiir jedes vorgegebe n 

gewisse r und’ derartige Funktionen der Familie ,%,9, dap »Dro < yp 

Fiir n + oc erhéilt man 

> 1* 

lim y, = —. 
in 4 


u— = 


Beweis. Nach Satz VIII ist 


S l—r* f ‘ > 
nD 9 = M, (r,0,n) = n- — ae 2 Vr cos + rr 
(l+r)(1 \ 7 
und 
Ms 4 
(1 — 7) sin* = 1 
j — 2n —s ; — ¥ 
lim M,(r,0,n) = lim 4 > n- sin? —. lim —— = Vp 
rt r—->i1 on + ->1 - 
1+pr)(1 yr?) ] \r 
Also ist }f,, (1) 2 (1) < yn + 9, wenn wy, =r hinreichend nahe bei 
1 liegt, und man erkennt leicht, da8 fiir n —- x der Wert y,, monoton wiichst 
nm? ° 
und gegen z konvergiert. 
Es ist jetzt nur noch zu zeigen, dal} 
1 n r 
— ff f~ oy A "2 . - . 
"° : J ; i] = 2 \rcos n _— yr} ‘ Yn { ir VU: be . 1,” — 
" 7 


(1 + r) (1 — fr?) 
oder 


n(1 — r) (1 — yr)? +4 Yrsin? = 


i SH, wp 
s,; ~Utnl - ¥r*)¥, > 9. 
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Setzen wir Vr = 2, so ist zu zeigen, dab 
1, (2) ={n® — yg) 28+? — 2 (n® — 2yq) +2 + (mn? + my,) 2 
— (n? + ny,) 2? + 2(n® — 2y,) 2 — (n®? — ny,) <0 
fir O0< r<1, nZ=3. 


Fiir z = 0 ist die Ungleichung sicher richtig, da n? — ny, > 0 ist fiir n = 3. 
Wir brauchen daher nur noch zu zeigen, daB die Gleichung ,Q, (z) = 0 im 
Intervall 0 < z< 1 keine Wurzel hat. Nach der Vorzeichenregel von Des- 
cartes hat die Gleichung fiinf positive Wurzeln oder eine gerade Anzahl 
weniger, wobei jede Wurzel ihrer Vielfachheit entsprechend gezahlt wird. 
Nun ist z = | bereits eine dreifache Wurzel; denn 


a@; (z) =(z — 1): 2 fn? — [(2 v—1)n—29(v — 1)]y,}2"-” 
=(z ro 1% nWs (2) 
und 


2 
nGe(1) = n° (1 — " — J sin? 2) > (1 —-5-%)>0. 


Da die Werte ,Q, (1) und ,Q, (0) = n* — ny, > 0 gleiches Vorzeichen haben, 
so kann die Anzahl der Wurzeln der Gleichung ,Q, (zx) = 0 im Intervall 
0 < x <1 nur Null oder eine gerade Zahl sein. Der letztere Fall aber ist 
ausgeschlossen, da sonst die Gleichungen ,.Q, (x) = 0 und ,Q, (x) = 0, welche 
reziprok sind, auch fiir z > 1 eine gerade Anzahl von Wurzeln hiatten; die 
Gleichung ,Q, (x) = 0 hatte dann mehr als fiinf positive Wurzeln. Also ist 
fir 0S 2< i dauernd ,Q, (z) < 0, w. z. b. w. 


§ 4. 
Untere Schranke fiir D, die von are w, unabhingig ist. 


Wir wollen nun unseren Betrachtungen iiber die Winkelderivierte die 
allgemeinere Funktionenfamilie ,{, zugrunde legen. Fiir sie gilt der folgende 

Satz XI. Bezeichnet man die Winkelderivierte einer beliebigen Funktion 
w = ,f,(z) der Familie ,%, mit ,D,, so ist fiir n =2 


i we: a+na—W) 


— a=nash) 
Die Gleichung ,D, = my (r,) gilt nur fiir die Funktion Sf, (z). Fiirn—> @ 


erhalt man 


m,(7,n) > m,(r,n —1) > 1. 


lim m, (7, ®) = m(r). 


a-> @ 
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Beweis. Da8 fiir die Funktion °f, (z) = 3/, _ (z) das Gleichheitszeichen 
gilt, folgt unmittelbar aus m, (r, n) = M, (r, x, = _ ist jetzt zu zeigen, 
da8 fiir » +2 die Ungleichung M, (r, 9, n) > M, (r, 2, n) gilt, d.h. 


(ql — r+ 4rsin? $} , {ql — Vr? + 4 Yr sin? #} > (1+ r)? (1 — Vr)? 
fir 0<r<l, 0S p<a,nZ2 
oder 


(49) 4r Vrsin® 2 sin? 2 = + Vr(1- r)tsin? 2 r(l- V2 sin® f -r(l- Vr? > 0. 


Es wird sich als zweckmaBig herausstellen, in (49) den sin? - durch sin? 2 
bzw. cos? =A auszudriicken. Dies gelingt am einfachsten durch folgende Uber- 


legung: Man kann offenbar die Betrachtungen, welche zur Herleitung von 
M, (r, y, ») fiihrten, auch im Falle n = 1 anstellen. Dabei reduziert sich 


das betrachtete Teilstiick der Riemannschen Fliche von Vw — w, auf den 
schlichten Einheitskreis und M, (r, y, 1) ist daher gleich der Winkelderivierten 
von w = z. Daher ist 


1— 2rcos 9 +r? 
M, (7, 9.1) mt Sromg te ¢ 





1 — 2reosQ 4-77} = 1. 


Daraus folgt, daB der Ausdruck auf der linken Seite von (49) fiir » = 1 und 
beliebige Werte von r und @ gleich Null werden muB, d.h. 


(49.1) 4r sin? 2 sin? S + + (1 - 7)? sin? 2 +(1—r)*sin? 2 —(l—r)?=0. 


Unter Beriicksichtigung von (49.1) laBt sich (49) nach facades mit 


(1 —r)?+ 4rsin® 4 folgendermaBen umformen: 


ar ¥r(t — roost 2 sint 2 +. Yr (1 — 1? sin? 2 [(1 — r+ 4rsin® 2] 


—r(l+rP(l— Vr}? sin? >0 


oder 
Wr(1 — ff sin? 2 —r(l— Voy? sin? 2 >0 
oder 
h( - r) sin 2! =~ « Vr) sin 2 > 0. 
Nun ist n sin 2 — gin a >0 wegen 2 < 2. Wir brauchen also nur 


zu zeigen, daB 
2n 


Vr(l—r)—nVrai— Vr) > 
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2n 


oder, wenn wir )r = z setzen und die Ungleichung durch x dividieren, 


Qs (xz) = z** — nz" *'+ nz** 1<0 fir 0<2z<1,8 


9 


IV 


Die Giiltigkeit dieser Ungleichung bestatigt man leicht durch eine schon 
wiederholt angewendete SchluBweise: wegen ,Q; (1) = ,Q. (1) = .@, (1) = 0 
ist 2 1 eine dreifache Wurzel der Gleichung ,Q,(z)=0; nach der 
Vorzeichenregel von Descartes kann daher keine von 1 verschiedene positive 
Wurzel der Gleichung existieren, so daB ,Q, (xz) < 0 nicht nur fiir z = 0, 


sondern im ganzen Intervall 0 = x < 1 richtig ist. Damit ist bewiesen, daB 
fiir » + a die Ungleichung m, (r,n) << M, (r, py, ») gilt, das heiBt also, daB 
»D, = m, (r,) ist fiir |w, r; dabei kann ,D, = m,(r,) nur fiir die 


Funktion — (Zz) gelten. 


a 


Wir miissen jetzt noch zeigen, daB fiir |w,| < r immer die Ungleichung 


»D, m, (r,») erfiillt ist; dies ist sicher der Fali, wenn 
do my, - ~~ 9 
0 fir O< r<l, ne? 
or —_— 
oder 
n n n n 


(nr — Vr)(l—rVr) —(n+ lr Vr(V¥r—1) <0. 
Setzen wir )r = zx und dividieren die Ungleichung durch z, so lautet unsere 
Behauptung 


ns (x) 2?*—nog"t!11+n27"—-!-—1<—0 
fir 0O<z< 1, n=2. 


Diese Ungleichung ist oben schon bewiesen worden. m, (r,) ist also bei 
festem n fiir 0<r<1 eine monoton abnehmende Funktion, d. h. 
a, m, (7, ”) fiir tv,| <1. 

Es ist noch zu beweisen, daB m, (r,n) > m, (r,» — 1). Wir variieren n 


stetig und zeigen, daB 


am es 
*>0 fiir 0<r<l 
on 
—— 
oder, wenn wir — = y setzen, 
n . 
7) 1—r¥ 
< 0, 


oy y(l-4 r’) 
d. h. 


2 yr’ logr+ r¥—-1<0 


oder, wenn wir r” x setzen, 


P, (xz) = log x — =a >0 fiir 6<—s< I. 
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Wegen P,(1) = 0 ist zu zeigen, dab 


. 1 z* +1 
,) oe as inna ij “ — 7 
Py, (x) - 73 0 fir O<c2zc—! 
oder 
(1 zy < 0. 


Die letztere Ungleichung ist trivial. Damit ist Satz XI vollstindig bewiesen. 


§ 5. 
Abbildungen auf schlichte Bogen des Kreises |e] = 1. 
Auf Grund von Satz XI 1aBt sich die Abschatzung von Satz C fiir die 
Funktionen ,/,(z) verschirfen. Man erhilt eine zu (25), 8. 220 analoge Un- 


gleichung. Fiir solche Bogen ,«,, welche durch eine Funktion ,/, (z) auf einen 


schlichten Bogen des Kreises | w 1 abgebildet werden, gilt der folgende 
Satz XII. Bildet die Funktion ,f, (z) der Familie ,%, einen Boger. B der 
Liinge ,,x, des Kreises |z 1 auf einen schlichten Bogen des Kreises \w l 


ab. so ist 
n 
— I 
(1 — |r*)sin = 
at, S 2 arctg ——— ——— = jt, (fr, 9), 0 < arctg < 2. 
— mf 
(1 + )r?) cos — —2)r 
n 
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funktion °f,(z) sowie fiir diejenigen 
Funktionen, welche durch Drehungen der w- und z-Ebene daraus hervorgehen, 
und zwar gibt es zu jeder dieser Funktionen nur einen speziellen Bogen B, des 
Kreises |2z 1, fiir welchen das Gleichheitszeichen gilt. Fiirn — c erhilt man 
lim wy (7, %) = a (r). 
a? = 
3eweis. Wir bezeichnen die Randpunkte der Riemannschen Flache, 
auf welche w = °f,(z) den Kreis .|z2| <1 abbildet, durch den Bogen 
w = are *f,(e"), —xa<w<(2n—1)2. Dabei setzen wir fest, dab 
arc °/,(1) = 0 und daB ow fir — 2 < w < (2 — 1)a von # = arc z stetig 
abhingt. Dann entspricht jedem Randpunkt der Riemannschen Flache 
genau ein Wert von w. 


Aus den Transformationen (29), (30) und (31) ergibt sich, daB der Rand- 


nmi 





n 
e"—Vr . —— . 
punkt ,2, = —inw=2 und ,z,inwo=--2 iibergeht. Daher 
n wt 
1 - \re n 
entspricht der schlichte Kreisbogen —2<w <2 einem Bogen B, der 
" 
ea a 
(1 — }r*) sin 
~ n . 
ii ee 
Lange 2 arc ,z, = 2 arctg : - Hy (7, ”). In diesem Falle 


(1 + Vr*) cos “ —2)\r 
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gilt also in Satz XII das Gleichheitszeichen. Im iibrigen verlauft der 
Beweis der Abschitzungsformel von Satz XII ganz analog zum Beweis von 
Satz VI; dabei wird die Tatsache benutzt, daB fiir 0 < g < 22 der Wert 
M, (r, y, ») vergréBert wird, wenn man » um ein ganzzahliges Vielfaches 
von 22 vermehrt"’). Wir brauchen hierauf nicht naher einzugehen. Fiir 
n—> o errechnet man leicht 


22 log 2 
lim “, (7, n) = 2arctg oT 


nat—x 


= 4arctg 





?—2* 


7. 5. > ©. 

Zum Schlu8B mége noch kurz darauf hingewiesen werden, daB sich in 
den Satzen des II. Abschnittes die Voraussetzung, daB die Ordnungen (n, — 1) 
der Kreuzungspunkte z, , alle gleich (n — 1) sind, durch schwichere Voraus- 
setzungen ersetzen liBt. Die Siatze gelten beispielsweise auch dann noch, 
wenn », = k,n, wo die k, natiirliche Zahlen sind. Auf weitere Verallge- 
meinerungen soll hier nicht eingegangen werden. 


‘7) Beim Beweis wird auch wieder die Tatsache benutzt, daB y, (r,) eine mono- 
tone Funktion von r ist, was sich leicht nachpriifen laBt. 


(Eingegangen am 15. 7. 1937.) 








Uber eine Differentialgleichung des Fuchsschen Typus. 
Von 
G. N. Watson in Birmingham (England). 


§ 1. 
Einleitung. 


Homogene lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten, 
die nirgends (nicht einmal im Unendlichen) eine Stelle der Unbestimmtheit 
besitzen, werden unter dem Namen Differentialgleichungen des Fuchsschen 
Typus zusammengefaBt, da Fuchs sie als erster in ihrer allgemeinen Form 
betrachtet hat"). Damit eine Differentialgleichung n-ter Ordnung dem 
Fuchsschen Typus angehére, ist notwendig und hinreichend, daB sie die 
Form 








aw > See: y@) d®~"w _ 5 


dz" =—_— ve é™ 
besitzt, worin 
yp (z) = (z — a,) (2 — @_)... (2 —@,) 


ist und G,, (,_ ,) (2) eine ganze rationale Funktion (d. h. ein Polynom) von z 
hdchstens vom Grade m (9 — 1) bezeichnet. Die notwendigerweise voneinander 
verschiedenen Wertea,,a,, ..., a, sind die singularen Stellen der Differential- 
gleichung im Endlichen, zu denen im allgemeinen noch a,,, = o tritt. 
Diese singuliren Stellen sind natiirlich Stellen der Bestimmtheit. 


Es seien nun die GroBen r,, ,(m = 1,2,...,m; A = 1,2,...,@+)) 
die Wurzeln der zu a, gehérigen determinierenden Gleichungen; wir werden 
diese GréBen die zu a, gehérigen ,,.2xponenten“ nennen. Fuchs*) verdanken 
wir den wichtigen Satz, da8 die Exponenter der Bedingung 


qt? 8 : : 

n(nm— 
d > Tm, 2 = 2%) (g-1) 
i=1 


m=1 





1) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinderlichen 
Koeffizienten, Journ. f. d. reine und angew. Math. 66 (1866), S. 121—160. 
2) L. Fuchs, a. a. O., 8. 145. 
Mathematische Annalen. 115. 16 
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geniigen. Folglich ist es unméglich, den Wert jedes Exponenten beliebig an- 
zunehmen. 

Falls entweder n = 1 oder 9 = 1, so lat die Differentialgleichung des 
Fuchsschen Typus sich offenbar durch elementare Funktionen integrieren. 
Daher werden wir in Zukunft annehmen, daB n >1 und o >1 ist. Unter 
dieser Annahme hat Fuchs in einer spiteren Arbeit bewiesen*), daB die Ex- 
ponenten nur dieser einen Bedingung geniigen. Man kann also nach der 
Festlegung der singuliren Stellen und der dazu gehérigen Exponenten eine 
Differentialgleichung aufstellen, in der fiir m = 2 die Funktionen G,, , _ ,, (2) 
noch je m(o — 1) — o willkiirliche Konstanten enthalten, so daB, wenn die 
singuliren Stellen und die dazu gehérigen Exponenten festgelegt sind, noch 

(n—1) (n o—n— 2) 
2 





Parameter*), die Klein die ,,akzessorischen Parameter genannt hat’), will- 
kiirlich bleiben. 

Seit langer Zeit hat man die Differentialgleichung zweiter Ordnung des 
Fuchsschen Typus, die 9 + 1 singulare Stellen besitzt, untersucht, ohne aber die 
Anzahl (oe — 2) ihrer akzessorischen Parameter besonders zu _beachten. 
Z. B. liefert der Fall 9 = 2 die Gleichung, der die Riemannsche P-Funktion 


geniigt, der Fall o 3 liefert die allgemeine Lamésche Gleichung und der 
Fall 9 = 4 liefert die allgemeine Béchersche Gleichung. Die Lehrbiicher iiber 


die Differentialgleichungen der mathematischen Physik enthalten gew6éhnlich 
eine Betrachtung dieser speziellen Fille. Ferner enthalten die Vorlesungen 
von Klein®) zahlreiche Eigenschaften der Lésungen der Differentialgleichung 
mit beliebigem o. 

Betrachten wir jetzt umgekehrt die Werte von m und 9 fiir gegebene 
Anzahl der akzessorischen Parameter. Ist diese Anzahl gleich Null, so mu8 


nm = o = 2 sein. Dieser einfachste Fall liefert, wie oben erwihnt, die 
Gleichung der Riemannschen P-Funktion. Ist die Anzahl der akzessorischen 
Parameter gleich 1, so muB entweder » = 2, 9 = 3 oder n = 3, 9 = 2 


sein. Der erste Fall liefert wie oben die Lamésche Gleichung, wihrend der 
zweite eine Differentialgleichung dritter Ordnung liefert, die mit der Diffe- 
rentialgleichung der Riemannschen P-Funktion die Eigenschaft gemein hat, 


3) L. Fuchs, Uber Relationen, welche fiir die zwischen je zwei singularen Punkten 
erstreckten Integrale der Lésungen linearer Differentialgleichungen stattfinden, Journ. 
f. d. reine und angew. Math. 76 (1874), S. 177—214. 

*) L. Fuchs, a. a. O.1), S. 160. 

5) F. Klein, Uber die hypergeometrische Funktion (Géttingen 1894), 8. 210. 
Vgl. auch die von O. Haupt herausgegebene Auflage (Berlin 1933), S. 117. 

6) F. Klein, Uber lineare Differentialgieichungen der zweiten Ordnung (Géttingen 
1894). 
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daB ihre Integrale gewisse Transformationen zulassen ’). Sonach lat sich die 
Transformationstheorie der Riemannschen Funktion auf Integrale von Diffe- 
rentialgleichungen hiherer Ordnung ausdehnen. Nach dieser Méglichkeit bin ich 
wiederholt gefragt worden, und ein wesentlicher Grund fiir die gegenwartige 
Veréffentlichung liegt darin, daB ich die Frager immer auf diesheziigliche 
unver6ffentlichte Rechnungen von mir aus dem Jahre 1907 verweisen muBte. 
Ich hatte deren Herausgabe wegen Schwierigkeiten der Darstellung unter- 
lassen, jetzt aber hoffe ich, daB diese so gelungen ist, dab wenigstens die 
Kenner der Theorie der P-Funktion leicht werden verstehen kénnen. 


§ 2. 
Aufstellung der Differentialgleichung. 


Die Gestalt der gesuchten Differentialgleichung wird symmetrischer 
werden, wenn man durch lineare Transformation der unabhiangigen Ver- 
anderlichen alle singulairen Stellen ins Endliche bringt, so daB die Gleichung 
linear bleibt und o als nichtsingulire Stelle besitzt. 


Wir bezeichnen zunichst die singuliren Stellen mit a, 6, c und schreiben 
die Gleichung in der Form 


é 
(1) 5+ >| pm (2) 


m=1 


3 
Ts — 0. 
és? 


Ferner setzen wir 


y (z) = (2 — a) (z — 6) (z — ), 
so daB 


8 
(2) pn (s) = 22 


y™ (2) 
ist, wobei G,,, (z) eine ganze rationale Funktion von z héchstens vom Grade 2m 
bezeichnet ®). Weil o eine nichtsingulire Stelle ist, miissen die Ausdriicke 
62—22p, (2), 622-225 p, (2) +“ pele), 2° Ps(2) 


fiir |z|-> o endlich bleiben, und es ist leicht zu erkennen, daB diese Be- 
dingungen sich in der Form 


(3a) 6 — zp, (2) = O(z"), 
(3b) 6 — 2zp, (2) + 2* p,(z) = O(z*), 
(3c) P; (z) = O(z-*) 





7) E. Hilb hat zahlreiche Eigenschaften einer solchen Gleichung mit festen 
singularen Stellen bei 0, co, 1 abgeleitet. Vgl. Math. Abh. H. A. Schwarz gewidmet 
(Gottingen, 1914), S. 98—115. 


8) Durch die Bedingung, daB oo nicht singulare Stelle der Gleichung ist, wird der 
Grad méglicherweise erniedrigt. 


16* 
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fiir |z|—> co darstellen lassen. Wir werden diese Bedingungen spiter ge- 
brauchen. 
Bezeichnen wir mit «,, 4, %, die zu @ gehérigen Exponenten, mit 
B,, Bz, Bs die zu 6 gehdrigen und mit 7,, 72, y3 die zu ¢ gehérigen. Der 
Kiirze halber ist es bequem, das Zeichen X ohne Grenzen zu benutzen, um 
eine Summe von | bis3 zu bezeichnen. Ebenso benutzen wir das Zeichen S, 
um eine Summe iiber die singulairen Stellen a, 6, c zu bezeichnen. In den 
Summen unter dem Zeichen S triagt natiirlich jede singulire Stelle ihre zu- 
gehérigen Exponenten mit sich. 
Wir kénnen jetzt die Gestalt der Koeffizienten p,,(z) bestimmen. Ist 
lim ((z — a)” p»,(z)) = Ay (m = 1, 2,3), 
z-? a 
so ist die zu a gehérige determinierende Gleichung 
r(r — 1) (r — 2) + Ayr(r —1) + A,r+ A, = 0. 
Da diese Gleichung die Wurzeln «,, «,, «, besitzt, so haben wir 
3 — Sa, = A, = lim ((z — a) p, (z)), 
o> a 


1— La, +2 agus = A, = lim ((z — a)? p, (z)), 
— Gy ag% = A, = lim ((z — a) p, (z)). 


Setzen wir nun 





,3—Zo 
p*(z) s= =" 
ps (2) ete c) s* ze, 
° y %,%%,(a—b)(a—c) sa—b , a—c 
Ps (2) ; 2(z—a) (2—b)(z- c)\z—b 2- <)? 
so ist es klar, dab 
lim (z — a)" (p,, (2) — pi, (z)) = 0 (m = 1,2,3) 


:-~a 
ist. Folglich besitzt die Funktion 
Pm (2) ps (z) (m = 1, 2, 3) 

an der Stelle a einen Pol, dessen Ordnung héchstens gleich m — 1 ist. Daher 
besitzt die Funktion 

y™—1(z) (Pm (z) — Pm (2)) (m = 1, 2, 3) 
keinen Pol an der Stelle a. Wegen der Symmetrie dieses Ausdruckes besitzt : 
er ebenfalls keine Pole an den Stellen 6 und e. , 

Folglich ist die Funktion 


y”—* (2) (Dm (2) — pa (2)) (m = 1,2, 3) 
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eine ganze Funktion von z, die offenbar ein Polynom sein mu8. Dieses Polynom 
bezeichnen wir mit J,,, (z) (m = 1, 2,3). Wir haben also 


—Z% 








ps (2) = I, (2) + S2==™ aa 
I, (z) , (X x9 x3 — 2) (a — b) (a —) ,3—Zx 
Ps() = ay + 8 “Gare —he—a + GaP’ 
»\ _ 28(2) % %q%z(a—b)(a—c) ,a—b a—c 
Ps (2) = Ta) — i GHGs (sat —;) 


Man sieht nun erstens mit Hilfe von (3a), daB lim p, (z) = 0 ist und 
z| —_> co 
folglich’ lim I, (z) = 0. Da J, (z) ein Polynom ist, muB es also identisch 


|z| > 2 


verschwinden. Ferner folgt, wenn man (3a) in vollem Umfang gebraucht, daB 
lim s?@—7%) —6 
: z—a il 


\z| —> 


ist. Folglich ist 


in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Fuchsschen Satz tiber die Summe 
aller zu allen singularen Stellen gehérigen Exponenten. 
Zweitens haben wir mit Hilfe von (3b) 


6 py (z 2 w(z z 1) 
ov G) _ AVG) + (2) 92 (z) = O(-) 




















z? 
fiir |z| > o, woraus sich ergibt, daB 
y (2 xg %3 — 2) (a —b)(a—e) 93 — Fx 
I, (2) = y (2) p2(2) — S—4 2 — — v(?) SF 
ms r(es—2% 3-20, , ¢ 8—2%)\, 4/1 
= -va(6-=5 9-98 ena + 8 paar) + GG) 
—— o* (3 — 2%) " ] 
= — v()S = + 0(.) 
=0(:) 
ist. Da J, (z) ein Polynom ist, mu8 es identisch verschwinden. 
SchlieBlich haben wir fiir |z| > 
ae ” %1 Hy %_, (a —b)*? (a —c)? —c , z—b 
I; (z) = y (z) ps(z) + 8 ; 2(2—a) (—— , ae 
= 0(1) 
wegen (3c), so daB J, (z) fiir |z| © endlich bleibt. Da J, (z) ein Polynom 


ist, so ist es notwendig eine Konstante. Wir werden vorliufig diese Konstante 
in der Gestalt 
(6 —c)(ec—a)(a— b)e 


schreiben, so daB ¢ den akzessorischen Parameter bezeichnet. 
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Die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung vom Fuchsschen 
Typus, die drei gegebene Stellen der Bestimmtheit im Endlichen mit gegebenen 
dazu gehérigen Exponenten und o als nichtsingulare Stelle besitzt, ist somit 
volistindig aufgestellt. Sie hat die Form 





3—Zx,\@ 
(4) i +(s ——) Fa 





(ZL agaz—2)(a—b)(a—c) , g3—Za,\ dw 
+(8 (z—a) y(z) +8 oF) dz 





(b—c)(c—a)(a—b)e % Og %s3 (@—b) (a —c) (a — @—c\)} w _ 
+[ yp (z) —8 2(z—a)? (S+S)le- 


worin S Ya, = 3 ist. 
§ 3. 


Transformationen der unabhingigen Verinderlichen. 


Setzt man in (4) entweder 


z=Z+h; a,be=A+h B+h, C+h 
oder 
z= kZ; a,b,c = kA, kB, kC, 


so lassen sich die h enthaltenden Glieder bzw. der gemeinsame Faktor k~* 
abspalten. Die Gestalt der Differentialgleichung (4) bleibt also gegeniiber 
diesen Substitutionen invariant. Nur gehen z, a,b,c in Z, A, B,C iiber 
Als niachste untersuchen wir die Transformation 
z a * ab6e=: 4°'*, FC. 


Infolge dieser Substitution geht die Gleichung (4) in die Form 


Bw 
dZ 


3 
ss zy?” — 0 
+ 2 P.=5-3 


m==1 


iiber. Die Koeffizienten P,, (Z) bestimmen sich aus den Formeln: 


_ (z) 
Zz’ 


8 

Z 

6 2p,(z) , Pelz) 
P,(Z) - Zz 3 T "9s ? 


P,(Z) = — Pye) 
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so daB 
_ g 8—Za (3—2a,)A 
P,@) = 8 — 8-37-55 
= 3—Z4, 
=8 Z—Ai’ 
$..F 24 A? 
P,(Z) = 8 gp (!-z—-3+ we) 





(Z a «, — 2)(B—A)(C — A) 
+ 8=G-ay(B—H) C—2) 
=s8 “G—4)@—B)a—c) + way’ 





(C — B) (A—0)(B—A)e 
~ (A—Z}P (B—Z} (C—ZP 

a, a%a,(B—A)(C—A) (B—A , C—A 
+85 5 On Bet ons) 
(B—C) (C— A)(A4—Bhe 
(Z — A)* (Z — B)* (Z—C)* 

a,aga,(A—B)(A—C) /A—B , A—C 
— 839" @— Heo (g—Bt+ Ze): 





P;(Z) = 











ist. Daher bleibt die Differentialgleichung (4) gegeniiber dieser Substitution 
ebenfalls invariant. 
Nun 148t sich die allgemeine lineare Transformation der Gestalt 


lz+m lat+m lb+m lIct+m 
~ netp’ A, B,C = Sop’ eat ct 
mit konstanten 1, m, n, p als Produkt von Substitutionen der drei vorher- 
gehenden speziellen Formen darstellen. Folglich ist die Differentialgleichung (4) 
auch invariant gegeniiber der allgemeinen linearen Transformation der unab- 
hangigen Verinderlichen z in Verbindung mit derselben Transformation der 
singularen Stellen a,b,c. Die Werte der Exponenten und des akzessorischen 
Parameters bleiben dabei unverindert. Diese Eigenschaften hat unsere 
Differentialgleichung mit der Differentialgleichung der Riemannschen 
P-Funktion gemein. 





Als Spezialfall einer solchen Transformation setzen wir 
l= b—e, m = —a(b— oc), 
n=a-—c, p = — b(a—oc), 


so daB die singuliren Stellen nach 0, o, 1 riicken. 
Schreibt man jetzt x statt Z, so dab 

__ (z—a) (6—c) 

~ (2—b)(a—c) 
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ist, so laBt sich die a (4) in der Form 
@w, (3—Z2 3—ZLy 
dz | oe “2—1 ny oS qd 

sie Psat Dah == 








Lye 2 1 dw 
+ 2h — 84+ SS} se=8 te 





+= Pa + 5—*%)) $2 











(2-17 
é Gy %_%g(t—2) | B,BgBs(2e—1) yy Yavs(z+-1) — 
+(- z? (x — 1)? + 2z5(z—1) ° 22(2-1l) 22(x—1)§ jw = 
schreiben. Setzt man wie iiblich z + = #, so kommt 


(5) (1—2z)*(#—a,)(0 —a,)(# —a3)w — 2(1 —2)?(9+B,)(0+f,)(0 +B) 0 
+ 2(1 — 2) [((1 — Ly, + Lyeys)P — e — bayagas + $8, 8,85] w 
+432(1+ 2) 72734 = 0 


§ 4. 
Transformationen der abhingigen Verinderlichen. 
Setzen wir zuniichst in (4): 
=. (eee —Sy 
(z — 6) (a —c) 
so ist das gleichbedeutend damit, in (5) w = z'W zu setzen. Wendet man 
auf (5) den wohlbekannten symbolischen Satz: 
(9) (2 W) = « f(@+AW 

an, so erhilt man 


(l—2)? [7 (@—a,+4)W—2 J] (0+8,+4)W] 


r=1 r=1 


z(1-- 2) ((l1— Ey, + Ly_75) 0—  —3 IT (a a +411 &+a)W 


r=1 
+}2(14 Z)Vi:7273 W = 0, 
worin 
P a , i. 4 ' vr? 

(6) é€ é€ A(l —™ eves x Yes) t+ ZA(Lagas + Z BBs) 
cen = a8 
— 4A, (24, 2 B,) + 2& 
ist. Wie zu erwarten war, hat diese Transformation den Erfolg, daB die 
Exponenten f,, 8,, 8; sich um 2 vermehren, wahrend die Exponenten 
&,, &% 9, &; sich um A vermindern. Es ist auch wichtig, zu bemerken, da8 sich 
als weitere Folge der Transformation der akzessorische Parameter dindert. 
Wenn man aber einen neuen akzessorischen Parameter durch die Be- 


ziehung 


(7) J = —e4 


(EB, — Ey) (2, — Lay) (Za, — EA,) 


+348 (2p, — Ly;) Ja, a3] 


. 
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einfiihrt, so wird der entsprechende akzessorische Parameter J’ der trans- 
formierten Differentialgleichung 
J! = — 8 + Fe (2B,—2y1. + 3:4) (Zp, — Za, +3) (La, —ZP, — 6A) 

+ 4 (2B, — Ly, + 34) Z (ay — A) (as — A) 

+ (Ly, — La, + 3A) 2 (By + A) (Bs + A) 

+ 4 (2a, — 2B, — 6A) Dyes, 
worin e’ den obenerwihnten Wert besitzt und S 2a, = 3 ist, und nach 
geeigneter Umformung sieht man, da8 der Ausdruck auf der rechten Seite 
identisch mit J ist. Der Wert von J bleibt folglich gegeniiber der betrachteten 
Transformation invariant. Demgema8 werden wir den durch (7) definierten 
Ausdruck J die ,,akzessorische Invariante“‘ nennen. 

Wir fiihren nun fiir die Lésung von (4) eine Bezeichnung ein, die der 

Bezeichnung der Riemannschen P-Funktion nachgebildet ist, namlich: 


Oi, Me, as | a| z 
= p(B. Be, Bs b 
Yr, Ya, Ys |e |d/ 

Wir bemerken einerseits, daB durch eine zyklische Permutation der 
singuliren Stellen J ungeindert bleibt. Andererseits bemerken wir, dab 
durch eine nichtzyklische Permutation der singuliren Stellen J in — J 
iibergeht. 

Die bis jetzt betrachteten Transformationen der Verinderlichen lassen 
sich in die eine Formel 

a, —A, a, — A, a,—A |A|Z 
(8) P(h+a+m Bo + A+ pm, B+itp| B 
m1— #4, Ye — B, ¥s— # lo J/ 
i gt @,, Ge, a |¢ z 
= =) (=) P| Bi, Ba» Bs | 6 
‘Yr Ya, Ya | © Id, 


zusammenfassen, worin Z, A, B, C durch dieselbe lineare Transformation 
in z, a, b, c iibergehen. 





§ 5. 
Quadratische Transformation. 

Wenn man mit der Theorie der quadratischen Transformation der 
Riemannschen P-Funktion vertraut ist, so wird man natiirlich die singularen 
Stellen von (4) in die Punkte — 1, o, 1 verlegen und nachher ¢ = 2? als neue 
unabhingige Veriinderliche einfiihren. Die einzig méglichen singuliren 
Stellen, die die transformierte Differentialgleichung besitzen kann, sind die 
Punkte 0, o, 1, aber die Koeffizienten der transformierten Gleichung sind 
im allgemeinen mehrdeutige Funktionen von ¢. 
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Damit diese Koeffizienten eindeutig sind, ist notwendig und hinreichend, 
daB die drei Ausdriicke 





“(+ oR AB), 

—2Ea,a,+4 —3  22%%,—4 
Snot 1) + ae + ee teat ? a i. 

=~ 2ez rN Oy Hg Xg z (z — 3) + 6 BsBs 2" a £6 A 
(2* — 1)? (z—1)? (2+ 1)° (2*— 1) (2+ 1) (2+1) 
gerade Funktionen von z sind. Fiir die Erfiillung dieser Bedingungen ist 
offenbar notwendig und hinreichend, da8 die Exponenten «,, a, «, und die 
Exponenten y,, 72, 73 derselben kubischen Gleichung geniigen und e ver- 
schwindet. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB a, = y, (r = 1, 2, 3) ist, und offenbar ist die Bedingung « = 0 dqui- 
valent mit J = 0. 

Es ist hier bequem, f,, 6,, 8, durch 28,, 28,, 28, zu ersetzen; nach 

leichten Vereinfachungen erhalten wir dann die Differentialgleichung fiir 


‘Yr, Yas Ys |—1 8 
P (26, 2B, 2 Bs oo , 
Y1> Y2> ¥3 |.1 0 
worin 2, + Ly, = } ist, in der Form 
-  8—Zy,\d9w oP ZpsB;—4 , = —2\ dw 
e's <71 v1 sP3— 3% Y2 Ys 
gat+($+ ba) se + (Gane + Sy + ea) 


B, By Bs Y¥1 7273 al 
+ (¢¢2aF - re Th bs 


Diese Differentialgleichung vom Fuchsschen Typus besitzt die singuliren 
Stellen 0, & ,1; die zu 0 gehérigen Exponenten sind 0, }, 1, die zu & gehérigen 
sind £,, B,, 8, und die zu 1 gehérigen sind y,, y,, ys. SchlieBlich besitzt der 
akzessorische Parameter den Wert } (vy; 7273 — 8, £283), so daB die ent- 
sprechende akzes:orische Invariante J, gleich 


{2B, — Ly) 2B, 21+ is) )+4(271 Z vers — 2B, XS Be Bs) 
- (71 ¥2¥3 — Bi Be Bs) 




















wird. 
Wir haben somit fiir die quadratische Transformation die Gestalt 
‘Y, Ya, =a | —1 |2\ _— a Seale “ 
26,, 2B,, 28s A. Bs, Bs | & } 
\ Vip Y2> Y3 1 o/ Yr, Ye, ¥s| 1 | Jo/ 


gefunden, worin 28, + 2 y, = } ist und J, den obenerwahnten Wert besitzt. 

Fiir die P-Funktion auf der rechten Seite sind die singularen Stellen 
z= —1, z= +1 nicht voneinander zu unterscheiden. Daher zeigt die 
Vertauschung dieser singuliren Stellen in der P-Funktion auf der iinken 
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Seite, daB die zu ihr gehérige akzessorische Invariante der Bedingung J = — J 
geniigt®). Diese Invariante muB also verschwinden. 


§ 6. 
Kubische Transformation. 
In Analogie mit der Theorie der kubischen Transformation der Riemann- 
schen P-Funktion wird man die singularen Stellen von (4) in die Punkte 


221i 
1, w*, w verlegen, wo w die komplexe dritte Einheitswurzel e 5 bezeichnet, 


und dann ¢=2 als neue unabhingige Veriinderliche einfiihren. Die einzig 
méglichen singuliren Stellen, die die transformierte Differentialgleichung 
besitzen kann, sind die Stellen0, cc , 1, aber die Koeffizienten der transformierten 
Gleichung sind im allgemeinen mehrdeutige Funktionen von £. Damit diese 


Koeffizienten eindeutig sind, ist notwendig und hinreichend, daB die drei 
Ausdriicke 














3—z = By 271 
(- —s" v ‘a y 4), 
3 2? (Ema? 4. Shei ma (2 yav3— 2 2) 
z—1\ z—1 z—o? : z—w ") 
1(8—Fm 1 3—Fh, | 3—Ey) 
(z—1)? ' (e—w*)®? ' (2—a@)*/’ 


9 (2 & (w@ — w*) ] z+o 
ys — 13 | 5 mL ty Og qt — BBs Bs =" — Ma7s7o 


zZ—@®/ 





rationale Funktionen von 2 sind. Fiir die Erfiillung dieser Bedingungen ist 
offenbar notwendig und hinreichend, daB die Exponenten «,, «,, «3, die Ex- 
ponenten f,, 8,, 8; und die Exponenten y,, 72, ys derselben kubischen 
Gleichung geniigen. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, daB «, = 8, = y, (r = 1, 2, 3) ist, und es ist deshalb klar, da8 die 
Beziehung J = — « gilt. 
Nach leichten Vereinfachungen erhalten wir die Differentialgleichung fiir 
‘V1, Ya Ye| 1 | 2 
Pivi, Ye ¥s |? , 
Yr Ye Ys | J 


worin Jy, = 1 ist, in der Form 











Bw , 2 any 
ae \t 3-1 / ae 
1. iam , 28—2y) , @-z2 (3 — Fnd(C +2), 2 yas —3\ée 
9¢ $c(¢—1}) ° 3¢(¢— 1)! ' €(¢—1)/d°; 
f (w — w*) Yi vest +1) . 
+ lore- ip 2eC— 1) * * @. 
%) Eine Vertauschung der Stellen — 1, + 1 ist namlich eine nichtzyklische Per- 


mutation der Stellen — 1, oo, + 1. 
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Damit erhalten wir ohne weiteres die kubische Transformation in der 
Gestalt 


[Yi> Ye Ys 1 | z\ fo, 4, § | 0 2 
P\n. Ye, Ys |? | | = Pio, 4, § || = * 
M1» Ya Ys |o |d/ Yi, Ye Ya | 1 |—id/¥27, 





worin 2 y, = 1 ist. Es ist besonders zu beachten, daB die akzessorische 
Invariante J im Gegensatz zu der in der quadratischen Transformation auf- 
tretenden willkiirlich bleibt. 


§ 7. 
Verschiedene Eigenschaften der Differentialgleichung. 


Wenn man den Exponenten passende Einschrinkungen auferlegt, so 
kann man quadratische Transformationen und eine einzelne kubische Trans- 
formation kombinieren, um biquadratische Transformationen und Trans- 
formationen sechsten Grades zu erhalten. Die Aufstellung dieser Transforma- 
tionen ist eine ganz einfache Erweiterung der entsprechenden Untersuchung 
von Riemann™) iiber seine P-Funktion, und daher iiberlassen wir sie dem 
Leser. 

Ebenso scheint es unndétig, die Bedingungen dafiir zu finden, daB die 
Gleichung (5) drei Lésungen besitzt, deren jede als Produkt einer hyper- 
geometrischen Funktion dritter Ordnung (,F,) und Potenzen von z und 
1 — « darstellbar ist. 

Es ist jedoch der Miihe weit, zu bemerken, da8 wir durch die Aufstellung 
der Differentialgleichung dritter Ordnung fiir das Produkt von zwei Lésungen 
der hypergeometrischen Gleichung das Resultat 





a, bc /2«, 7, 2a )ei 2\ 
22 ay 9 p° 3" 
P| a, B, y, |= P( 2p B+ p’, 2p") 6) | 
By 2y, y+y, 2y'lel0 
mita+a —B+P+y+y’ 1 erhalten kénnen. 


Die allgemeine Gestalt dieses Resultats (aber nicht der Wert der akzesso- 
rischen Invarianten) folgt auch aus ganz einfachen Betrachtungen iiber die 
Exponenten, die zu den singuliren Stellen der Funktion auf der linken Seite 
gehéren. Aber der Beweis, daB die akzessorische Invariante verschwindet, 
wiire auf diese Weise schwierig. 


10) Riemann, Ges. math. Werke (Leipzig, 1892), S. 76—77. 


(Eingegangen am 12. 8. 1937.) 








Uber die Spektralzerlegung eines Integraloperators. 
Von 
Kurt Friedrichs in New York. 


Die vorliegende Arbeit behandelt die Spektralzerlegung einer speziellen 
Klasse von Operatoren der Form 7+ K, wobei T ein bestimmter 
Operator mit Streckenspektrum und K ein Integraloperator ist. Wir 
geben eine Klasse von Integraloperatoren K an, derart dai der Operator 
T + K dasselbe oder nahezu dasselbe Spektrum besitzt wie 7. 

T ist dabei der Operator, der aus Funktionen z(t) die Funktion ¢ z(t) 
erzeugt. Die zugelassenen Funktionen z(t) sind komplexwertig, fiir ,t)/< 1 
definiert und bilden einen linearen Raum, der in bezug auf eine Norm || x 
volistandig ist. Wir legen zwei verschiedene Funktionenriume zugrunde: 
einmal den Hilbertschen Raum aller L*-integrablen Funktionen, anderer- 
seits den Raum aller stetigen Funktionen, die einer Lipschitz Hélder- 
bedingung mit einem Exponenten « < 1 geniigen, 

In jedem Falle erzeugt der Operator T aus x(t) eine Funktion 

T z(t) = tz(t)*) 
desselben Raumes. 

1) Um zu klaren, in welchem Mafe unser Operator 7' speziel!l ist, sei darauf 
hingewiesen, daB auf Grund der Hellingerschen Theorie jeder selbstadjungierte 
Operator des Hilbertschen Raumes einem Operator 7’ Aquivalent ist, der durch 
T x(t) = tx(t) gegeben ist; dabei kann x auBer von ¢ noch von weiteren Para- 
metern abhaingen. 7' heift Spektraldarstellung des Operators. Jeder abgeschlossenen 
t-Menge kann man eine Vielfachheit zuordnen. Kommen nur die Vielfachheiten 
0 und | vor, so spricht man von einfachem Spektrum; in diesem Falle besitzt 
der Operator eine Spektraldarstellung, in der die Funktionen x auBer von ¢ nicht 
von weiteren Parametern abhingen. Das Spektrum heift regulir, wenn jede Null- 
menge die Vielfachheit Null hat (also auch keine Punkteigenwerte auftreten). Man 
sagt, das Spektrum besteht aus einer Strecke, wenn jede Menge auBerhalb und 
jede Nullmenge innerhalb der Strecke die Vielfachheit Null hat. 

Unser Operator 7' reprisentiert somit den Operator, der ein einfaches regulares 
Spektrum besitzt, das aus der Strecke |f| = 1 besteht. Wesentlich ist fiir uns 
fibrigens nur die Regularitat. 

Von der ailgemeinen Spektraltheorie (vgl. z. B. M. H. Stone, Linear Trans- 
formations in Hilbert Space, 1932) machen wir in dieser Arbeit nur hinsichtlich der 
Fragestellung Gebrauch. nicht hinsichtlich der Methoden und Satze. 
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Die behandelten Operatoren K sind Integraloperatoren mit einem 
Kerne k(t, s), die aus der Funktion x(t) die Funktion 


1 
Kz(t) = fk(,s)2(s)ds 


erzeugen. Der (nicht notwendig symmetrische) Kern k(t,s) soll stetig 
sein und gewissen Hélderbedingungen mit dem Exponenten pw < 1 ge- 
niigen (es ist zweckmaBig, eine Norm ||K|| einzufiihren, so daB diese 
Bedingungen mit ||K || << o gleichbedeutend sind). Ferner ist k(t, s) 
der Randbedingung 

(0) k(t,s) = 0 fiir |s|} =1 

unterworfen. 

Dann ist das Hauptergebnis, daB der Operator 7 + K dasselbe 
Spektrum hat wie 7, nimlich die Strecke |¢] < 1, vorausgesetzt, da8 
|| K || geniigend klein ist. Auch ohne diese Einschrinkung fiir || K || kann 
(unter gewissen Zusatzbedingungen) die Spektralzerlegung von T + K 
gewonnen werden; dabei zeigt sich, daB neben demselben Streckenspektrum 
nur noch endlich viele Punkteigenwerte auftreten. 

Um die Rolle der Randbedingung (0) zu klaren, sei das einfachste 
Beispiel erwahnt, in dem sie nicht erfiillt ist: 

k(t, s) = e = const. 


Hier hat der Operator T + K fiir ¢ + 0 einen Punkteigenwert *) 


mit der Eigenfunktion 
1 
Lt (t) — we t ’ 
denn es ist, wie man nachrechnet, 


tz (t)+e{2(s)ds = rx(t). 


Offenbar gilt t}1 fiir e}0 und t+ —1 fiir e + 0°). 


Ein solches Vorkommnis wird durch die Randbedingung (0) aus- 
geschlossen. 


*) Es lieBe sich leicht zeigen, da®B 7’ + K auBerdem das Streckenspektrum 
t| =1 hat. 

3) Es liegt hier ein einfaches Beispiel dafiir vor, daB die Qualitat des Spektrums 
auch bei beliebig kleiner analytischer Stérung sich 4ndern kann. Vgl. die Arbeiten 
von Fr. Rellich zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung, Math. Annalen 113 (1936), 
8. 600 u. 677, wo das Problem der Abhingigkeit der Spektralzerlegung von einem 
Stérungsparameter grundsatzlich aufgerollt wird. 
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Um die Spektraldarstellung des Operators 7+ K zu gewinnen‘), 
werden wir zwei Transformationen U und U einfiihren, die jede Funktion z(t) 
des zugrundegelegten Raumes in Funktionen U z(t) baw. Uz (t) desselben 
Raumes transformieren und den Relationen 
(1) (T+ K)0U=UT 
(1) U(T+K)=TU 
geniigen. Wir wollen solche Transformationen Rechts- bzw. Links- 
Normatoren von T+ K nennen. Wir sagen, sie bilden ein Paar, 
wenn noch 
(2) UU =1 
gilt. 

Ein ,,Linksnormator“ U transformiert jede Funktion z(t) in eine 
Funktion 

Uc(t) = y 
derart, daB (7 + K) x(t) in 
U(T + K)2(t) = ty(t) 
iibergeht. Umgekehrt vermittelt der ,,Rechtsnormator‘ U, da8 jeder 
Funktion y(t) eine Funktion z(t) entspricht, namlich 
z(t) = Uy(t) 
derart, daB 
(7 + K)a(t) = Uty(t) 
wird, also der Funktion ¢ y(t) entspricht. 

Existiert ein solches Paar von Normatoren, so ist gesichert, daB die 
Strecke |¢| <= 1 zum Spektrum von 7+ K gehért; und der zugehdérige 
Anteil der Spektralzerlegung von 7+ K wird durch die Normatoren 
geliefert. Geniigt das Paar von Normatoren noch der Relation 


(3) UU=1 


(wir nennen es dann intakt), so liefert es die volle Spektralzerlegung von 
T+ K und das Spektrum von 7+ XK besteht genau aus der Strecke 
jt} <1. 

Ist der Hilbertsche Raum zugrunde gelegt, und ist der Operator K 
symmetrisch, so kann das intakte Paar von Normatoren unitér gewahlt 
werden. Doch die gegebene Formulierung der Spektralzerlegung nimmt 
weder Bezug auf die spezielle Metrik des Raumes, noch auf die Symmetrie 
des Operators. 

Die Hauptaufgabe ist nun, den funktionalen Charakter der Normatoren 
aufzufinden, Es zeigt sich, daB sie aus zwei Operatoren R, R gebildet 





*) Bzw. zu definieren im Falle, daB 7 + K nicht symmetrisch ist oder nicht 
im Hilbertschen Raume operiert. 
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werden, deren Kerne r(t,s) und #(t,s) denselben Bedingungen wie k(t, s) 


geniigen, und zwar in folgender Weise: 
1 


U y(t) =(1+iar(t,d) y+ roe ® y(s)ds 
y y 
—1 
1 
Ux(t) = (l—izr(t,t))x()) — ( rine *) 2 (s)ds. 
2» 

Der erste zu beweisende Satz besagt dann genauer, daB T+ K fiir 
geniigend kleines ||K\|} genau ein intaktes Paar von Normatoren dieser 
Form besitzt. 

Die Konstruktion von Normatoren hingt somit wesentlich am 


i a ‘ é' ; 7 
Studium von Integraloperatoren, deren Kerne eine Singularitaét wie = 


besitzen. 
Jedem Integraloperator G mit dem Kern qg/(t,s), der denselben Be- 
dingungen wie k(t,s) geniigt, ordnen wir einen Operator G zu, vermége 
1 


Ga(t) = xg(t,t)z(t) — ‘fot 2%, 
= 3 
wo das Integral als Cauchys Hauptwert zu verstehen ist. Dann lassen 
sich die Normatoren der angegebenen Gestalt kurz als 
U =1+:R, U=1-ikR 

schreiben. 

Die Operatoren G haben nun folgende Eigenschaften: 

A: Ga(t) liegt im selben Raume wie z(t) und es gibt eine von u 
abhingige Konstante N, so daf 

|G zl] < N |G@|j || |}. 

B: Mit @ und A gehéren auch GH und GA der genannten Klasse 

an und es ist 
\GH\ <NIGl| |All, |GA\<N\G\ A}. 
C: Es besteht die Identitat 
GH =GH+GH, 

und scblieBlich 

D: TG—GT =i6. 

Eigenschaft A hangt eng mit einem Satze von Priwaloff*®) zusammen. 
Sie gilt nicht fiir «= 1 und sie beruht wesentlich auf der Rand- 
bedingung (0) fiir G. 


5) Sur les fonctions conjuguées. Bull. de la soc. math. de France 44 (1916), 
8. 100; im Anschlu8 an Fatou, Acta math. 3) (1916), S. 361. 








Spektralzerlegung eines Integraloperators. 253 


Die Identitét C ist verwandt mit einer Identitit, die Hilbert 1904 
aufgestellt hat und die seitdem mehrfach untersucht worden ist‘). 


Die Kenntnis dieser vier Eigenschaften reicht véllig aus, um die 


Existenz eines intakten Paares von Normatoren 1+ iF und 1 —i R fir 
geniigend kleines || K || zu beweisen. 

Zur Behandlung der Spektralzerlegung von T +. K ohne Einschrinkung 
fiir || K || sind noch weitere Identitaten heranzuziehen. Alsdann gelangt 
man zum Ziele, indem man der Idee des Abspaltungsverfahrens von 
Erhardt Schmidt folgt. 


§ 1. 
Lipschitz-Hélder-Funktionen, 


In diesem § 1 formulieren und beweisen wir vorbereitend eine Reihe 
von grundsitzlich bekannten Sitzen iiber Funktionen, die einer Lipschitz- 
Hélder-Bedingung geniigen. 

1. Es sei « eine Zahl aus 


0<4<l, 
die stets festgehalten werde; wir setzen 
1 
~ pds)’ 
2. Die im folgenden behandelten Funktionen der reellen Variablen ¢ 
seien komplexwertig und fiir |t| < 1 definiert. 
Ist p(t) eine solche Funktion, so setzen wir 


Ap =? —P) 
\—er © 


6) D. Hilbert, Verh. d. 3. intern. Math. Kongr., Heidelberg (1904), 8. 233—240; 
O. D. Kellogg, Math. Annalen 58 (1904), S. 441—456; F. Noether, Math. Annalen 82 
(1921), 8.42. Weitere Literatur (Poincaré, Villat u. a.) in der Enz. d. math. 
Wissensch.; II C. 3. L. Lichtenstein Nr. 13, 8S. 233 4); 11 C. 13. E. Hellinger- 
O. Toeplitz, Nr. 21 b), S. 1452. Bei allen diesen Arbeiten liegt das Hauptinteresse 
in der Umkehrung von Operationen des Typus 
1 
. w (t, 8) 

rye 


7 @ (side. 


y(t) = vr(ijz(t)4-A 
os 
Das entsprechende Problem fiir Funktionen von mehr Variablen mit zagehérigen 
Identitaéten behandelt G. Giraud, Ann. scient. Ec. norm. sup. 51 (1934), 8. 251—372; 
53 (1936), S.1—40, J. math. pures appl. (9) 15 (1936), S.193—205 im AnschluB 
an Poincaré, Picard, Bertrand. Ein Ahnliches Problem behandelt Tricomi. Nach- 
weise siehe bei Giraud. 
Mathematische Annalen. 115. 17 





254 K. Friedrichs. 





Wir bezeichnen die obere Grenze von |p (t)| fiir |t| 
und mit sup |4p| die obere Grenze von |4p| fiir — 1 
Dann setzen wir 


<= 1 mit sup |p| 
ao <r a 6. 
\|p || = sup |p| + sup | 4p}. 

Die Gesamtheit aller Funktionen p(t), fiir die || p|| < co ist, heiBe P. 
Die Gesamtheit der p(t) aus $, die fiir |t} = 1 verschwinden, heiBe PB; 
diesé Funktionen p(t) denken wir uns fiir |t| > 1 identisch Null fort- 
gesetzt. 

Es sei p(t,,...,¢,) eine fiir |¢,| <= 1,..., |t,| < 1 erklirte komplex- 
wertige Funktion. Die Operation A, hinsichtlich der Variablen t, an- 
gewandt, heiBe 4,. Mit V bezeichnen wir jede der 2" Operationen, die 
entsteher, wenn wir auf jede der m Variablen ¢, die Operation 4, einmal 
oder keiamal anwenden’). sup|V p| ist die obere Grenze von |V p| fiir 
—-lst<4 51 baw. |t,| 51 (v= 1,...,n), je nachdem ob 4, 
angewandt wurde oder nicht. Wir setzen 


\\p|| = 2X sup |V pi. 
r 


Die Gesamtheit aller Funktionen p(t,, ..., t,), fiir die ||p|| <= o ist, 
heiBe $". Die Mannigfaltigkeit aller p aus $", die hinsichtlich einiger 
Variablen am Ende des Intervalls, d. h. fiir |t} = 1 verschwinden, kenn- 
zeichnen wir, indem wir in J" = %... 2 an entsprechenden Stellen P 
durch $ ersetzen. Auch diese Funktionen denken wir uns fiir die be- 
treffenden Variablen t, in |t,| => 1 identisch Null fortgesetzt. 

$" und jede der genannten Teilmannigfaltigkeiten ist ein linearer 
Raum*) und hinsichtlich der Norm ||: || vollstandig. 

Satz 1.1. Gehért p(t,,...,t,) zu YB", so liegt p’(t,,....ta—,) 
= p(t,, ..-5tn—1, tgs) i Y*-! und es ast 

ip’ ll S \pil. 

Beweis. Es enthalte 7, nicht die Operationen 4, und 4,. Dann 
entsteht V,p’ aus V,p, indem man die Nebenbedingung t, =-t,_, stellt; 
es ist also sup |V,p'| = sup|V,p|. Ist 7, = V, 4;,_, so entsteht V7, p’ 
aus V, A; _,p+V,4:,p, indem man im ersten Summanden ¢, = f, im 
zweiten t,_, == t,, und schlieBlich in beiden ¢), = t,_,, t) = t)_, setzt. 
Somit ist sup|V,p’| < sup|V, 4,,_,p|+sup|V, 4, p|. Hieraus folgt 
2 sup |V p’| S ||p'l- 

‘ Satz 1.2. Gehért 


Seasccetnt Ganon @ were 
Sa scat fieesne @ wre, (i = 0,1,...), 
7) Fir » = 2 bezeichnet also pp jeden der Ausdriicke p, A, Ps 41, P 
Ai, Ai, p- 
8) p = 0 soll stets p(t) = 0 bedeuten. 
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so liegt 
2 A ie eee ae eee 
me D(E,, .- ap bans Fas oop FG ys 005 Mes 8, 2009 My) OO YPrite 
und es ist 
pail S ipl lig. 


Beweis. Sei zunichst i= 0. Dann ist V pq = V,pV,q, wo V, 

und 7, bzw. auf die Variablen ¢ und s operieren. Aus 
sup |7 pq| = sup|V,p|sup|V, p| 
folgt 
2 sup |V pq| = Ssup|V-p| SX sup|V,q); 
4 r Ps 
a. h. 
Ipq\| = lpi lig. 

Ist nun | > 0, so folgt nach vorangehendem, daB die Funktion 
PY = Pts oun bs Tyo eer MQ(Tir- +09 713 Spy 0-0 Sq) In P*t24+* liegt 
mit ||pq'|| = ||p|| ijq||. Identifizieren wir nun die Variablen r und 1’, 
so ergibt sich die Behauptung aus Satz 1.1. 

3. Integrale ohne Grenzen sollen sich stets iiber den Definitionsbereich 
des Integranden erstrecken, also, wenn der Integrand hinsichtlich der 
Integrationsvariablen zu $ bzw. $ gehért, iiber (—1, +1) baw. 
(— co, + o). 


Satz 1.3. Gehért p(t,, zu $$", so liegt 


tn) 
P (t,, -- +» be—s) sate +» bn—1, t)dt 
in $*-* und es gilt 
lp" || S 2\|p\- 
Beweis. Enthilt V nicht 4,, so ist Vp’ = |V pdt, also 
sup |V p’| < 2 sup|V p|, woraus »’ sup |V p’| <= 2||p|| folgt. 
r 
4. Entscheidend ist das Studium der folgenden Operation. Der Funktion 
q(r) = (t,,---)tm—1, 7) aus P"-1P wird die Funktion 
do 
P(t) = Pls --teav 7) = | a(o) 


dome 


als ,,Cauchys Hauptwert“ zugeordnet. D.h. wir definieren fiir |r| < 1 
a 


dc ' du 
poy= (  ater28+ [tae +0) aa), 
le—r|=ea Q 
offenbar unabhingig von a, wobei man beachte, daB q(r) = 0 fiir |r| >1 
erklart ist. 


Hilfssatz 1.1. Fir g(r) aus Z, p(r) = | g(o) “2 gilt 


|p (r)| S 4M sup | 49}. 
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Beweis. 
2 


0 


r 


Ohne Beschrinkung sei sup |4q| = 1. 


ipl SI faer+e)—ar~ay 


Hilfssatz 1.2. Fiir g(r) aus x, p(r) = 


de 


K. Friedrichs. 
Wir schlieBen 
b | 
< [l2ep < 4M. 
0 


{ ave) at 





gilt 


|4p(r)| S 8M sup| Aq}. 
Dieser Satz entspricht dem von Priwaloff*). 
Beweis. Ohne Beschrankung sei sup|4q|= 1. Wir setzen r’ = r+ b, 
r’ =r—b, b > 0; dann wird 


pir") — pr) = 26 | 910) 


— 
—?”")(e—?’) 


do 





aa 26 | [9 (e) — ¢(r’)} 


— oo 















zu nehmen ist, 
A 


do 





Wir gewinnen 


To—?") (o—F) +26 { (¢(e) — 9(r")) 


}—re—r) 


*) le. Far p(r) = | ¢(e)cotg > (o —r)do und periodisches gq (r). 


(e—r)(e—r)’ 
r 


denn es ist, da fir 9 = r—b bzw. fir e = r+ 6 Cauchys Hauptwert 


de 
= 0 
ln r'yie—?r) 


r 





r 





al d 
A p(r)— Ptr)! = (94 aa | ¢ 
AP (2 )" S (29) J le—r'|le—r 
+ (3dp—* |_—___— 2m = & 220» | 82 < 8M. 
Jie ““"le—r il ja|*—*(a + 26) 
r —b 
Satz 1.4. Fir q(r) = q(t,,..-,tr—1, 7) aus P*-* PB liegt 
4 d 
p(t,,+.+5te—1a, 7) = q (e) ee 
in J" und es ist 
Ip\| S 12M |Iq\. 

Beweis. Fiir » = 1 entspringt die Behauptung aus den beiden 
Hilfssitzen. Ist » 1, so wenden wir die Hilfssitze statt auf g auf 
V,q an, wo V, die Operation A, nicht enthalt; dann gewinnen wir 
Vop| < 4M sup|4,V,q!, |4-;V,.p| =< 8M sup|4,V,q| und damit 
2» sup |V p| < 12M ii q |}. 

-- 
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5. Unter 3 verstehen wir die Gesamtheit der komplexen Zahlen 
= + in, inklusive z = o, mit Ausnahme der Strecke 7 = 0, || <1. 
Fiir ¢(r) = q(t,,.-.5tn—1, 7) aus B"~-' P ist dann 


010) = [ave de 


e—s 
eine analytische Funktion von ¢ in 3. Wir setzen mit e = +1, |r| <1, 


e(r) = [ ato) 
nach Satz 1.4 gehért Q*(r) zu P". 
Hilfssatz 1.3. Mit g(r) aus $ gilt 
\Q(r + ei x) —QU(r)| < 2M" sup | Ag} 
fir x > 0 und |r| <1. Es konvergiert also Q(r-+ eix) fiir x 40 
gleichmaBig in r gegen Q*(r). (Das entspricht einer in der Potential- 
theorie geliufigen Tatsache.) 


Beweis. Ohne Beschrankung sei sup|47|= 1. Es ist fiir A > 2 
A 





do 





—— + 68x q(r); 











Q(r + eix) = | g(r +a) “= 
2 
= [lotr +a) — gn, + [log =~ + ei] a(n), 
Q(r) = far +0) + cixgir 
4 
= | ar +0) — ge + céx aie), 
fA 


Q(r + eix) —Q*(r) = eix ( f9(r +2) — gin 4+- log [4 7 | q(r) 








—A 
= cix | [g(r +2) —9(r)] 4 
7 J q 1. q (x— etx) a’ 
da A > 2 beliebig war. Also 
|Q(r + ei) — | Sx | ——** —— = 2mm 
a—etx||a|>~“ ~~ 


6. Wir stellen einige Satze iiber die Vertauschung von Integrationen 
zusammen. Die Reihenfolge der Integrationen soll stets durch die Reihen- 
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folge der Differentiale festgelegt sein. Ist g(r, s) eine Funktion aus BP 
bzw. P?, so liegt |e. s) a nach Satz 1.4 in PB? bzw. PB P;-also liegt 
nach Satz 1.1 [ ave, 8) ai 2 in B bzw. P. 

Hilfssatz 1.4. Fiir g(r, s) aus PP gilt 


\| q(e, 9) “2 do Br \| q(@, o)do 2 ‘ 


Beweis. Wenden wir Hilfssatz 1.3 auf q(r) = q(r,o) an und 
integrieren nach o, so entsteht 
do 


—t—etix 


[| ave o) - da j l ate. o) ; da-+eiz [ o¥ a) da; 


wenden wir dagegen Hilfssatz 1.3 auf g(r) = { g(r, a)do an, so kommt 


|{ ate, ae. ao 


ff do Ae 
o—t—<en || ae a)de Sast + ein] g(t, ado. 


Die linken Seiten stimmen iiberein, also auch die rechten. 
Hilfssatz 1.5. Fiir g(r, s) aus $* gilt 


. do - P 
[{a(e.0) —aee = || alo, 9) ——— dg. 
Beweis. Wir gehen aus von der Identitit 


1 1 do { , ado 
| | q (@, a) 2 do = {| \ q (@, a) “2-\do 


o-oo 
|o—eo|—a lo—e\|=>a 


und beachten, daB nach Definition von Cauchys Hauptwert die Inte- 





- : sec. : 1 ¢ 
granden { } fiir a + 0 gleichmaBig in o bzw. o gegen | q(o, «) ——° 


oO-— d 


bzw. | q (e, 2) So streben. 
-— 


7. Mit einer Funktion q(r, s) aus * bilden wir die Funktion 


’ { = do 
Q0 2) = |{aleo) 2% 48, 
die fiir ¢, ¢’ in 3 definiert ist. Mit «= +1, d= +1 setzen wir 
ia ee a . dc do ,,; [ da 
re = \| qe, %5- so—r sek q(t, 0) = —8 
+ din q (@, 8) Se. — den’ q(r, 8). 


Da fa(r,o) 2 in PP liegt, ist das erste Integral definiert. @*° (r, s) 
liegt somit in $B’. 

Hilfssatz 1.6. Mit q(r,s) aus $? gilt 

IQ (r + etx, s + 644) —Q*?(r, 8)| < (x* AY + x + A*) 16M? \Iqil. 
Ks strebt also fiir x10, 240, Q(r + eix, s+ did) gleichmiaBig in s,r 
gegen Q*?(r, s). 
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Beweis. Wir setzen mit € =r-+eix, 0 =s+ ng 


oe 


p(r) = | a(r.0) 4%. pa(r) = at aie o—— ~ + ding(r, 8), 
)= | ater, 


3 do ° s . 
P*(r) = \ P(e) -— ~ + etmp(r), Pa(r) = (ate) £2. -—e + €07 py(r). 
Dann wird Q(¢, 2’) = P(0), Q*(r,8) = Pi(r), 
Wir haben also | P(¢) — Pj(r)| abzuschitzen. Wir gewinnen nun der 
Reihe nach folgende Ungleichungen: 


(1) OM 2 ee q\, 

(2) A,p(r)| — 4, ps(r)| S 2M A“ sup| A, 4,q]}, 

indem wir Hilfssatz 1.3 auf q(s) = q (r,s) und a = A,q(r,s) anwenden. 
(I) P*(r) — P35(r)| < 16 M* 2" sup | A, 4,q| + 24M A*sup|A,q), 


indem wir Hilfssatz 1.2 auf p(r) — ps (r) anwenden und Formeln (2) und (1) 
benutzen. 


(11) (P(C) — Ps(0)) — (P*(r) — Pi (r))| S 4 M®x* A" sup| A, 4,4]; 
hierzu wenden wir Hilfssatz 1.3 auf q(r) = p(r) — py(r) an und be- 
nutzen (2). 
(111) P3(f) — Pi(r)| < 8M? x" sup | A, A, q| + 24 Mx" sup| 4,4}; 
hierzu wenden wir Hilfssatz 1.3 auf q(r) - pa(r) an und schatzen | 4,p,(r) 
nach Hilfssatz 1.1 ab durch 
(3) A, pa(r)| = 4Msup|4,4,q| +- asup|4,q 
Addieren wir die Abschitzungen (I), (II), (III), so entsteht 
|P(¢) — Po(r)| < (4%" A* + 16 A" + 8x") 4M’ sup| A, 4,¢! 
22Mx“sup|4,q| + 2aMA" sup|4,¢ 
S (%" A" + x" + 2") 16 M? (sup | A, 4,¢| + sup|4,q| + sup|4,q}}; 
(denn es ist M>4, also 22 < 16M), und damit die Behauptung von 
Hilfssatz 1.6. 
Satz 1.5. Fiir q(r,s) aus 9? besteht die Identitit '°) 
[fete.n fe. 22 


o—o0 0 t 


do dca 


| q (0, c) =i o- ( ( q (0, @) : 0 do 


Her n° q (t,t) = 0. 


) Sie entspricht der von Hilbert, Kellogg, F. Noether |. c. verwandten Identitat: 


aa me 4 ef 
) c ; — ( ‘ c y (\o— c 0 
\ | 4 O(0) (a) cotg 3 (9 9) cotg = (9 —t) dadg 


a 
— | | = P(o) ¢ (a) cotg (o — o) eotg F (o —t)do da + a* b(t) p(t) 0, 


wobei b(r) periodisch und bei F. Noether sonst nur stetig sein soll. 
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Beweis. Wir gehen aus von der Identitat 


Aus ihr gewinnen wir, fiir ¢ aus 3, 


[| ae. ay 82, #2. — [[ q(o,0) 42, 2%, [| ato 4 — at, =0, 


indem wir erst nach o und dann gee @ integrieren und beim zweiten 
Integral auf Grund von Hilfssatz 1.5 die Reihenfolge vertauschen. Wir 
setzen € = t+ ix und lassen xj}0 sre Wir wenden Hilfssatz 1.3 
auf die ersten beiden, Hilfssatz 1.6 mit ¢’ = ¢ auf das dritte Integral 
an. Dann entsteht in der Grenze 

[{ ave. a) = oo. £2. - in| a(t) 2%, 


oo—t 











ss {fa 0,@) - a le ao — 4% | g(o,9 42 


do - d | do 
— [lato Ae, Ae - xf ama get, —ix|acen SZ, 


o—t 





+ n° q (t,t) = 0. 
Diese Relation ergibt die Behauptung von Satz 1.5. 


§ 2. 
Operatoren. 
1. Wir untersuchen einige Klassen von Operatoren, die auf Funk- 
tionen z(t) des Raumes $ operieren. 
Jede Funktion /(#) von $ fiihrt zu einem Operator /(7), der aus z(t) 
von % die Funktion 
f(T) x(t) = f(® x(t) 
erzeugt; diese liegt (nach Satz 1.2) auch in $ und es ist 
WA(T) x\| S WFIl |e}. 
Jede Funktion g(/,s) aus $ ist Kern eines Integraloperators G, der 
aus z(t) von $ die Funktion 
Ga(t) = [g(t,¢) x(0) do 
erzeugt, die (nach Satz 1.2 und 1.3) auch in $ liegt. Wir setzen 


Gi = Ilgils 
dann gilt (nach Satz 1.3) 


|G x] S 2|\@|j |\z\}. 
Die Klassen aller solchen Operatoren G, deren Kerne in ¥?, PY, PP, PB? 
liegen, bezeichnen wir baw. mit B*, BY, PP, P*. 
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Operatoren G,G* mit den Kernen g(t, s), g*(t,s) heiBen zueinander 
,»formal-adjungiert*, wenn 
g* (t,8) = g(s, t) 
ist; gehért G zu $*, so auch G*. 


2. Dem Operator G von BP mit dem Kern g(t,8) ordnen wir den 
Operator G mit dem Kern @(t,s) = 9(t,8) zu; er erzeugt aus der 
Funktion z(t) von B die Funktion 

Gax(t) = { 9(t.0) (0) 2, 
die (nach Satz 1.2, 1.4 und 1.1) in § liegt mit 
\|Ga\| < 12M || |\a\]. 
Die Rolle dieses Operators G kommt zum Ausdruck in der Identitét 
GT — TG =4, 


genauer, G T x(t) — TG x(t) = G x(t), die offenbar fiir x(t) aus 8 besteht. 
Eine erste wichtige Eigenschaft dieser Operatoren ist die folgende: 


Sind G und H Operatoren aus PP, so gehdren auch GH und GH 
zu PP und es ist 


(+) \GH\| < 12M |G \|A\; |GH\| < 12M 4} ||A|l; 


sind g(t,s), h(t,s) die Kerne von G und H, so sind die Kerne von GH 
und GH baw. 


This) = [ood h(o) 22%; ghtt,s) = [oto bio.) 


8—o° 





Da nach Satz 1.2 g(t,r)h(r,s) in PP? liegt, folgt aus Satz 1. 4, 
daB gh(t,s) und Gh(t,s) in BPP liegen mit |\gh|| < 12M |IgIj ||A\\, 
|g h|\| 12M jlg|| \|Al|. Ferner liegt nach Satz 1.2 auch g (t,r) h(r, 8) x(s) 
in $P*. Wir kénnen die Hilfssitze 1.4 bzw. 1.5 auf q(9,0) = g(t, 0) h(0,0) x(c) 
anwenden und erhalten in der Tat 


GH x(t) = ({ 90, 0) h(o, a) x(a) : 





“* 1 
2 ( [ 9(, 0) A(e,0) 2(0) 22 do = | Gh(t,a) x(a) do 


bzw. 


~ 


GH x(t) = [| 9.0) 4(e0)2(0) do 





do 
Co— 


= Wc 0) h(o,2) (0) =* do =a | g%(t,0) 2(0) do. 


3. Dem Operator G mit dem Kern g(t,s) von $$ ordnen wir ferner 
den Operator . 
G = xg(T,T) 
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zu; er erzeugt aus z(t) von $ die Funktion 
G a(t) = xg (t,t) x(t) 

aus $ und es gilt (nach Satz 1. 2) 

(5) |Ga\| = 2\|\Gjj |x|}. 


Mit G und H gehéren auch GH und GH zu BP und es ist offenbar 


(°) GH =GH =GH 

(3) GH =6 H, GH = GH. 

Grundlegend sind die folgenden beiden Identitdten fir G,H aus PP 
(2) GH+GH = 0, 

(=) GH+GH=GH— GH. 


Die erste (°) folgt daraus, da®B der Kern von GH + GH: 


ems > l ] 
Ghi(t,s) + gh(t,s) = | g(t, e) Alo, s)| — > = do 
fiir s = ¢ verschwindet. Die zweite Identitat (=) entspringt unmittelba: 
aus dem Satz 1.5, wenn man ihn auf die Funktion q(r,s) = g(t,r) h(r,s 
anwendet, die (nach Satz 1.2) in PP? liegt. 
1. Dem Operator G aus $$ ordnen wir noch den Operator 


G=G-iG 
zu. Aus dem Vorhergehenden gewinnen wir dann die Satze A, B, D der 
Einleitung mit $ als Raum der z(t), PP als Klasse der G, H und 
N=2+12M; 


an Stelle von Satz C erhalten wir allgemeiner die Identititer 


“et | GH+GH = 2GH, 
(=) GH+GH= GH. 
Die erste folgt aus ($) und (2); die zweite aus (8), (=), (°), (3): 


GH+GH—GH-GH-~GH+GR) 

iGH + GA)—iGH+GH) 

GH—GH -—i(GH +GH) = (6 —i@) (A — if). 
5. SchlieBlich sei noch fiir G, H aus }? 


(G H)* = H*G*, (Gil)y* = H*G* 


angemerkt. 
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§ 3. 
Spektralzerlegung des Operators 7 + K. 

1. Es sei im folgenden K stets ein Operator aus $B mit dem 
Kern k(t, s), der also die Randbedingung (0) der Einleitung erfiillt. 
Unsere Absicht ist, die Spektraleigenschaften des Operators 

T+K 
zu untersuchen. Zu dem Zweck suchen wir, wie in der Einleitung be- 
merkt, lineare Transformationen U, U, die aus Funktionen von | wieder 
solche erzeugen, derart, da8 
(1) (T+ K)U U T, 
(1) U(T+K)= TU 
gilt; solche Transformationen nennen wir ,,Normatoren“. 

Zwei Normatoren U, U nennen wir ein ,,Paar‘‘, wenn 
(2) UU l 
gilt; diese Relation hat zur Folge, daB U y(t) + 0 ist fiir y(t) 0. 
Wir nennen das Paar von Normatoren ,,intakt'‘, wenn noch die Relation 
(3) UU=1 
besteht; sie hat zur Folge, daB Ux(t) + 0 ist fiir x(f) 0. Umge- 
kehrt gilt: 


Ist U, U ein Paar von Normatoren, und folgt x(t) = 0 aus U a(t) = 0, 
so ist das Paar intakt. Denn es ist nach (2) U(U U — 1) z(t) 0. 
Beiliufig bemerken wir: Besitzt der Operator T + K ein Paar in- 
takter Normatoren U,U so laBt er sich darstellen als 
T+K UTU; 
diese Darstellung kénnen wir auch als die Spektralzerlegung von T + K 
bezeichnen. 


Wir wollen zeigen, dal} man solche Normatoren unter den Operatoren 


U=1+iR 
U=1-iR 
zu suchen hat, wo R und FR Operatoren aus P ® sind. 
Liegt K in $ und ist U = (1+-iR) Rechtsnormator von 7 + K, 
so ist U* (1 i R*) Linksnormator von T -+ K*. Ist K = K* formal- 


selbstadjungiert, so gewinnt man also aus dem Rechtsnormator U = (1 iR) 
in U* (] i R*) einen Linksnormator. 

2. Fiir Normatoren U 1+ik, U=1—iR sind die Relationen 
(1), (1) gleichwertig mit 
(1) K (1 +i) = R, 


(1)’ (1—iR)K = R, 
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wie sich nach D aus RT—-TR=iR, RT—TR =i R ergibt. 
Aus den Relationen (1)’, (1)' folgert man 
a —iR)R=(1—-iR) K(1+iR = R(1+i*f, 

also 
(t) R—R = i(RR+ RRP). 

Nach § 2 (=) wird somit R— R =iRR, also 

UU = (1—iR) (1+iR) 
=1+i(R— R)+ RR=1. 

So gewinnen wir 
(2) UU =1, 
d. h. 

Satz 3.1. Zwei Normatoren der Gestalt U = 1+iR, U=1-—-iR 
des Operators T + K bilden ein Paar. 

Der Operator T+ K besitzt héchstens ein Paar von intakten 
Normatoren der Form U = (1+iR), U = (1—iR). Denn ist 
DU’ = (1 + i R’) noch ein Rechtsnormator, so folgt aus Satz 3.1 
O’=UT0U00' = U. 

3. Wir nehmen nun an, da8 der Operator T + K ein Paar von Nor- 
matoren U = 1+iR, U 1—iR besitzt. Wir kénnen dann die 
Spektralzerlegung gewinnen, auch wenn die Normatoren nicht intakt sind. 
Es zeigt sich niimlich, da8 zum Spektrum |t) < 1 nur noch endlich viele 
Punkteigenwerte hinzutreten. 

Punkteigenwert von T + K ist jede komplexe Zahl t, zu der es eine 
Funktion z(() 0 von $ gibt, mit der 

(T + K)z(t) = rz(t) 
gilt; Hauptfunktion zu A ist jede Funktion z(t) + 0 ays $, zu der es 
ein ganzes m > 0 gibt, so daB 

(T+ K —1)™z(t) = 0 
ist. Fiir jede soleche Hauptfunktion z(t) gilt Uz(t) = 0. Denn es ist 

(¢—Ay™ Uz(t) = (T—A™Uz(t) = U(T+ K —Ap*z(t) = 0; 
also Uz(t) = 0. 

4. Wir untersuchen zunichst den Raum © aller Funktionen z(t) 
aus }. fiir die 

Uz(t) = 0 


ist, und wir werden zeigen, daB D von den Hauptfunktionen aller Punkt- 
eigenwerte von 7 + K aufgespannt wird. Das ist sehr einfach auf Grund 
der folgenden entscheidenden Eigenschaft des Raumes 0. 





Spektralzerlegung eines Integraloperators. 265 


Satz 3.2"). Der Raum © aller z(t) von B mit Uz(t) = 0 hat 
endliche Dimension. 
(Insbesondere hat also 7+ K héchstens endlich viele Punkteigen- 
werte und diese sind von endlicher Vielfachheit.) 
Zum Beweise fiihren wir den Operator 
O = i(R—R)—RR-RR 
aus {PB ein; wie man nach § 2 (=) errechnet, wird 
UU =1-0. 
Fiir jede Funktion z(t) von © ist also 
z(t) = Oz (t). 
Der Operator O hat nun die Eigenschaft, daf 
0=0 
ist; denn nach § 2 (¢) ist zunachst 0 = i(R — R) — 2RR; andererseits 
gilt nach (tf) 
i(R—R) = RR+ RR, 
also nach § 2 (¢) 
i(R — R) = 2RR; 
wegen 
RR=RR 
folgt daher O = 0. 
Ist o(t,s) der Kern von O, so ist also o(t,t) = 0; folglich 
lo(t,s)| = jo(t,t) — o(t,s)| <= |t — 8" |\o}). 


Fiir den Kern 0(t,s) = o(t, 8) — von O gilt also 


\o(t,s)| = |¢ — s|*—' |]; 
d.h. der Integraloperator O wird bei s=¢ héchstens von der Ordnung 
1—y<.1 unendlich. Infolgedessen gibt es ein ganzes k > 0 und 2k 
stetige Funktionen p, (¢), ..., px (t); 9; (8), ---» Me (8), so daB mit 


Oy (t,8) = p,(t) 9, (8) +... + me) qe (s) 
sup ||0(t,s) — o%(t,s)\ds << 1 
ist. - 


11) Dieser Satz ist verwandt mit dem Satze von F. Noether (loc. cit.): Es 


sei v(t), w(t) stetig, {J A(s,t)?dsdt< cc. Dann hat der Raum aller z(t) mit 


v (t) z(t) + { w (8) cotg > (t s)z(s)ds- [A (8, t)z(s)ds = 0 
endliche Dimension, wenn in |t| = 1 
v* (t) + w* (t) = 0 


ist. (An Stelle dieser Bedingung nutzen wir UU 1 aus.) F.Noether beweist 
ibrigens ferner, daB diese Dimension nicht von A (8, /) abhangt. 
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Wire nun die Dimension von © unendlich (oder auch nur > &), so 
enthielte D eine Funktion z(¢) mit sup |z(¢)| = 1 und 
t 


(q, (8) 2(s)ds =... = qe (s) 2 (s) ds = 0; 


also ware 
2(t) =Oz(t)= — iOz(t)= —i (5 (t,s) z(s)ds =— i| [6 (é, s) — 6, (t, s)]z(s)ds, 
und somit 


z (t)| 


IA 


sup {| (¢,s) — dx (t, 8) |ds sup|2(s)| <1, 
..* ‘i 
im Widerspruch zu sup |z(t)| = 1. 

t 


(Kurz gesagt: der Operator O ist vollstetig in bezug auf die Norm 

sup|z(¢)| und infolgedessen hat sein Eigenwert 1 endliche Vielfachheit.) 
5. Der Operator T + K erzeugt aus jeder Funktion z(t) von © wieder 
eine Funktion aus ©. Denn es ist fiir z(t) aus D 

U(T + K)z(t) = T Uz(t) = 0. 

Da der Raum © endliche Dimension hat, lat sich die Elementar- 
teilertheorie auf TZ + K in © anwenden. Es gibt also endlich viele 
Eigenwerte t,,(v = 1, ..., ), (die nicht verschieden zu sein brauchen), und 
zu jedem von ihnen endlich viele Hauptfunktionen u,, ,(t), (« = 1,...,m,), 
die der Relation 

(T+ K — 1t,) u,,«(t) = W, ,—-1 (0), mit u,, .(t) = 0, 
geniigen. Zu jeder Funktion z(t) von © gibt es Zahlen y,,, so dab 
2) = 2 Hutu 


ist; diese Zuordnungen bezeichnen wir mit y,,, = U,,,2(t). Eine 
Funktion z(t) von $ zerlegen wir in 
c(t) = UUz(t)+(1-—UU)z(0), 

dann liegt (1 — U U) x(t) in 0; wir setzen U, , x(t) = U,,,(1 — UU) a(t). 
So gewinnen wir 

Satz 3.3. Der Operator T+ K mit K aus f Sty besitze ein. Paar 
von Normatoren U = (1+-iR), U = (1 —i R); dann gibt es endlich viele 
Punkteigenwerte 1,, (v = 1,...,), mit Hauptfunktionen § u,, , (t), 
(se = 1, ..., M,). 

Jede Funktion x(t) von  laBt sich darstellen mit Hilfe von Zahlen 


Uy, u = U,, ua Z (t) 
und von 


y(t) = Uxi(t) 
a(t) = Uy(t)+ ZF ut, ult)y,n, 
™- 


in der Form 
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so dag 
(T + K) x(t) -_ Uty(t) t+ 2 Uy, w(t) (TY, ut Yv, w +1) 


wird, WO Yym +1 = 0 zu setzen ist. 


Damit ist die Spektralzerlegung von 7 + K geleistet. 


§ 4. 
Existenz von Normatoren. 

1. Unter einfachen Bedingungen fiir den Operator 7 + K laBt sich 
die Existenz eines Paares von Normatoren sicherstellen. 

Satz 4.1. Der Operator T+ K (K aus PY) besitet ein Paar von 
intakten Normatoren U =1+iR, U=1-—iR (R, R aus BP), wenn 
|K\| geniigend klein ist. 

Wir nehmen an 
2N° 

I. Dann zeigen wir zuniachst, daf8 ein Paar von Normatoren 
U=(1+iR), U = (1—i R) intakt ist, wenn © gilt. 

a) Aus (1)’, d.h. (1—iR)K = R folgt nach B 

|| Ri] = (1+ N]| RIl} || Kl, 


\| K i, 


also 
2N\| Ri} <1+ Ni] RI; 
d.h 
N || Bi] <1. 

b) Ist (1 — i R) x(t) = 0, fiir ein x(t) von §, so ist z(t) = 0. Denn 
aus z(/) = i R x(t) folgt |!x|| < Nj Rl) ||x|! < |/zl], wenn a(t} + 0. 
Also ist das Paar U, UV intakt. 

Il. Wir zeigen, da8 unter © ein Paar von Normatoren zu T +iK 
existiert. Wir lésen die Gleichung (1)’ R = K (1+ i R) durch Iteration. 
Wir setzen R, = 0, R,., = K(1+iR,). Nach B wird dann 

| Roti. — RB, |] S || Ki) NWR, — Ra_. || < 4/2, — Ra_-sll- 
Also konvergiert die Folge R, in sich; da der Raum $$ abgeschlossen 
ist, enthalt er einen Operator R mit ||R;— R|| +0. Aus 
R—K(1+iR) =(R-—R, .,) —iK(R-— R,) 
folgt 

|R —K(1—éR)|| S ||R— Ras, || + Kl IN ||R— RI] > 0, 
also R = K(1+iR). 

Ebenso ergibt sich die Existenz eines Operators R aus P , der (1)’ 
erfiillt. 
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2. Wir geben nun Bedingungen dafiir an, daB T+ K wenigstens 
ein Paar von (nicht notwendig intakten) Normatoren U = (1 +7 R), 
’ = (1 —i R) besitzt. 
Jeder reellen Zahl t aus |t| < 1 ordnen wir den Raum ¥, der 
Funktionen 
z(t) 
t—rt 
zu, wo z(t) die Funktionen von $ durchlauft. Ist G ein Operator aus 


"P, so erklaren wir g 20 durch 
Z(t d ‘ 
GF = | ott.s) 2) A — singin) 20) 
diese Funktion liegt nach Satz 1.2, 1.4 in . Ferner setzen wir 


z (t) 
t—rt 





‘ t 
G a8 = (t,t) 
zx (t) 


und erklaren G r durch 





=~ £ ds d P 
G29 =~ [[ot92 *5- [oto 20 “4 + iagtne| 


diese Funktionen liegen wieder in $,. 

Man iiberzeuge sich davon, daB diese Definitionen, wenn = selbst 
in B liegt, in die von § 2 iibergehen. 

Eine reelle Zahl t aus |t| = 1 heiBe ,,Punkteigenwert im weiteren 


+ , , . x(t 7 . 
Sinne‘‘ von J + K, wenn es eine Funktion a +0 von , gibt mit 


(T + K) 


was gleichbedeutend ist mit 





x) _ 2 
— = 


t t—rt’ 


x(t) oe. k(t, 8) x (8) st — ink(t, t) z(t) = Q. 


Der Operator K soll im folgenden zu §§* gehéren. 

3. Ein Operator K’ aus $* hei®e von endlichem Range, wenn es ein 
ganzes k > 0 und 2k Funktionen p, (t), ¢.(s) (2 = 1,..., k) aus B gibt, 
so daB '*) 


kK’ (t, 8) = pa (t) Gu(s) = Py (t)q, (8) +--+ + Pe) Ge (8) 
ist. Wir verlangen nun: 
(!) Der Operator K aus * laBt sich durch Operatoren K’ aus p? 
von endlichem Range so approximieren, da8 || K’ — K || beliebig klein ist. 
Diese Bedingung ist jedenfalls erfiillt, wenn k(t,s) stetige erste und 
gemischt-zweite Ableitungen besitzt. 


12) Wir unterdriicken hier und im folgenden Summenzeichen, wenn der Index 
x oder § zweimal auftritt. 
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Satz 4.2. Es sei K ein Operator aus $?, der (!) erfillt. Hat T+-K 
keinen reellen Eigenwert t aus \t| < 1 im weiteren Sinne, so besitzt er 
einen Rechtsnormator der Gestalt U = 1-+- iff. 

Hat T + K* keinen reellen Eigenwe ré t aus iT = 1 im weiteren 
Sinne, so gibt es zu T+ K einen Linksnormator U = 1— i R. 

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten; denn ist U, 
normator von 7 + K*, so ist Uf Linksnormator von T + K. 

Die erste Behauptung beweisen wir nach dem Muster des Ab- 
spaltungsverfahrens von E. Schmidt. Wir approximieren A durch einen 

1 
2N 
sei k’ (t, s) D, (t) Gu (8) der Kern von K’'. Wir diirfen K + 0 voraus- 
setzen und annehmen, da die Funktionen p,,(t) linear unabhangig sind. 
Nach Satz 4.1 gibt es ein Paar von intakten Normatoren U, = 1 +-iR,, 
U 1—iR,, so daB U,(7 + K — K')U, =T, also U,(1+ K)U, 

T .- U,K'U, ist. Der Operator T 


werte wie TJ 


Lechts- 


Operator K’ endlichen Ranges so, daB ||K’ —K ist. Es 


U,K'U, hat dieselben Eigen- 
K, auch im weiteren Sinne, wie man nachpriife; ist U’ 
zu ihm ein Rechtsnormator, so ist U,, 0’ 

Der Operator U, K'U 


sein Kern lautet namlich 


ein Rechtsnormator von 7 + K. 
» ist aber ebenso von endlichem Range wie K’; 


U,, p,.(t) OF 9. (s) 
und es sind die 
| 


oP. (t) linear unabhingig, da es die p,,(t) sind. 
Infolgedessen geniigt es, den Satz unter der Annahme zu beweisen, 
daB K von endlichem Range ist. Es sei 

k(t,8) = pu (t) qu (s), 
Pu(t), Ja(s) aus $B; die p,(t) seien linear unabhingig. Wir gewinnen 
den Normator U 1+ aR durch den Ansatz 

r(t,s) = pu (t) jes) 
und bestimmen j,(¢) nach (1): K(1 +4 R) = R aus 


. 





—— : —- de, : 
Yue (8) 4- 0% Ga (8) Pz (8) J2 (8) 4 | qu (5) Pg (9) —— Jz (8) = Je (8). 
Dies System von Gleichungen fiir die Unbekannten j,(s),..., 9, (8) ist 
eindeutig lésbar, wenn die Derminante D(s) der Matrix 
8 —~ , — da 
é ~ 


; t XU qa (8) P3(s) — | qu (9) pz (9) > 


— a 


fiir {|s| <1 nicht verschwindet. Angenommen, es giibe ein reelles 7 


aus (tT; <1 mit D(r) 0; dann gibe es ein System von Zahlen 
te, (a 1, ...,). die nicht alle verschwinden, so daf 
i izq (A) p (A)4 : [ o2to) amp (a) es t - 0 
F ; et ee tie P T a? 
Mathematische Annalen. 115 ° 


18 
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ist; wir multiplizieren mit p,(¢) und setzen 


be Pa (t) = p(t); 
es ist p(t) + 0, da die p,(t) linear unabhaingig sind. Wir gewinnen so: 
p(t) —iak(t,t) p(t) — [ & (t, 0) p(o) do = 0: 


t—@ 


t) > ; . , 

d. h. die Funktion Pe aus B, ist Eigenfunktion zum Eigenwert t im 
=? 

weiteren Sinne. Das aber war ausgeschlossen. 


Es ist also D(s) + 0 fiir |s| <= 1. Das obige Gleichungssystem be- 


sitzt also eine Lésung j,(s). Da D(s) in $ liegt, gehért Da also auch 
ja (s) zu YB. 9j.(8) gehért sogar zu %; denn fiir |s| = 1 ist g,(s) = 0; 
das Gleichungssystem hat somit fiir |s| = 1 die Lésung j,(s) = 0, und 


die ist eindeutig bestimmt. Es liegt r(t,s) = p,(t)j.(s) in 9%? und 


(1 +72) ist in der Tat ein Rechtsnormator von 7 + K. 


§ 5. 
Spektralzerlegung von 7'+- K im Hilbert-Raume. 


1. Als Hilbert-Raum § haben wir den Raum aller in |t)| < 1 erklarten 

quadratisch integrierbaren Funktionen z(t) zu wahlen. Wir setzen 

(x,y) =fz@y@ds, |x| = Vie, 2). 
Der Raum § liegt dicht in § (in bezug auf die Norm |z)); es ist fiir z 
in $B 

jz| <= 2|/2\]. 

Jeder in $ erklirte lineare Operator, der (in bezug auf |x|) beschrankt 
ist, 14Bt sich eindeutig zu einem linearen in § erklirten Operator mit 
derselben Schranke fortsetzen. So sind die Operatoren /(7) aus P und G 
aus $$ auf § zu iibertragen; denn es gilt fiir z in P 

(T)z] Ss Wiilels [Ec] < 2||/@|| |x}. 


= 


Der Nachweis, daB dasselbe auch fiir Operatoren G mit G aus $f gilt, 
bedarf einiger Vorbereitungen. 
Wir betrachten zunachst Operatoren G aus $Y, fiir die G = 0 ist, 
deren Kerne g(t, s) also auf der Diagonalen verschwinden: 
g(t, t) = 0. 
Fiir sie besteht die Abschitzung 


(+) g(t, 8s) S diig\||é—s}%s 
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denn es ist 
2\9(t, s)| = lg, 8s) —9( ) + Q(t, 8) — g(s, s)| 
< |t— s/*sup| A,g| + |t — s|"sup| A,g| 
S |t—8|"|I9|I- 
Hilfssatz 5.1. Ist @ ein Operator aus PP mit G = 0, so gilt 
fiir z(t) aus P 
\(z, @y)| < 2M||@\\|2| yl. 
Der Beweis beruht auf der Relation (++). Mit ihrer Hilfe schaitzen wir ab: 
I} | Woesyc “tae 


jt—s| 2s 





1+ |e] 


| 
| 


= | | { 9(B — a, B+ a)zB—a)y(B+a)ap 
SeS1 —-1-(e| 
1 1 da. 
<q l@ilellyl | |2ehS = 2MUGiilellyh 


ja|=1 


Die linke Seite geht aber fiir « + 0 itiber in 


Arco or 


Hilfssatz 5.2. Ist @ ein aeidald aus $8", G* seine Formal- 
Adjungierte, so gilt fiir z(t), y(t) aus B 


(Gx, y) = (x, G* y). 
Beweis. Da g(t, s) in $B liegt, ist Hilfssatz 1.5 auf 





dt| =|(2, Gy)| = |(2, Fy). 


q (r, 8) = 2z(s)g (r, s) y(r) 


anwendbar: 








(Gz, y) = = |Ga(e z(o)y(e)do = nik z(o z (0) 910, 0) y (2) do 





- {| z (a) 9 (@, 2) a) y (0)—* do = = tate. = — (x, G* y); 


und daraus folgt die AM ta . 

Satz 5.1. ILnegt der Operator G in $*, so ist G auf § beschrankt 

fortsetzbar und es gilt fiir x in § 
|G x] < 2N \\@\\ 2}. 

Ein entsprechender Satz wurde von Lichtenstein *) angegeben. Unser 
Beweis benutzt im Prinzip einen von Hilbert (l.c.) verwandten Kunst- 
griff. 

1 
18) l.e. Mit x(t) ist auch j {a(r) — x (t)] cotg $ (x — t)dr quadratisch inte- 
1 


grierbar. 
18* 
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Beweis. Es ist fiir z aus $ nach Hilfssatz 5.2 und § 2 (=), (9), 
(3), (2) s L 
|G 2P = (Gx, Gz) = (2, G*G x) = (x, (G*G + G*G) z) 
= — i(z, @*G + G*G)2) + 2(z, G*G 2). 
Nach § 2 (°) ist G*G + G*G@ = 0, also folgt, aus Hilfssatz 5.1 und (*), 
(2) §2 ; 
IG al? = (48 M* + 2 2) |\g? || |x)? 
und damit die Behauptung. 

2. Ist K ein Operator aus $*, so ist 7+ K ein in§ beschriinkter 
Operator. Besitzt 7 -+-K ein Paar von Normatoren U 1+:R, 
U 1—iR mit R, R aus $*, so besitzen U, U nach Satz 5.1in § 
beschrinkte Fortsetzungen, die auch U’, U heiBen sollen. Mit ihnen be- 
stehen die Relationen (1), (1), (2) und, wenn sie intakt sind, auch (3). Der 


Operator P U U ist wegen P” P ein (nicht notwendig orthogonaler) 
Projektor. 

Es sei At ein Teilintervall von |/| < 1 mit den Endpunkten ¢,, 4 
und 4 E, der Operator, der aus der Funktion z(t) von § die auch zu § 


gehérige Funktion 
AE, x(t) | c(t) tir ¢ in li 
tm fiir ¢ auBer At 
erzeugt. Dann ist 
P,, — P,, iP, UAE,U 
auch ein Projektor ynd es bestehen die Relationen 
I 


faP,=P, [tdP,=(T+K)P, 


wobei die Integration in bekannter Weise nach dem Muster des Stieltjes- 
Integrals zu definieren ist. Die erste Relation folgt unmittelbar aus 


1 1 
(dP, =U(dE,U=UU =P, 
/ 4 
die zweite aus 

1 

(edP, = U(tdE,U=UTU=(T+K)P. 

2 / 
Es ist also A P, der zum Interval] 4¢ gehérige Projektor des Operators 
T + K. 

Ist Ut’ = 1, also P =1, so gibt AP, die vollstindige Spektral- 

schar von 7'+ K. 


Ist K = K* symmetrisch, so ist U U* Linksnormator. Dann 
sind die Projektoren P = UU* und AP, orthogonal; U ist langentreu, 
und, wenn U U* = | ist, auch unitir. 


(Eingegangen am 5. 2. 1937.) 


Uber Kurvenpurktriiume und ihre Anwendung 
auf Variationsprobleme mit hiheren Ableitungen. 
Von 


Josefa v. Schwarz in Tarnowskie Géry (Tarnowitz, Polen). 


Einleitung. 


Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, die von Herrn Menger?) fiir gewéhn- 
liche Variationsprobleme ausgearbeitete Methode auch auf Variationsprobleme 
mit héheren Ableitungen anzuwenden. Indem man zu gewissen, einem halb 
metrischen Raum mit gleichmaBig stetigen Abstanden (insbesondere dem 
euklidischen Raum) iiberlagerten Kurvenpunktraumen iibergeht, gelingt es 
auch diese viel komplizierter erscheinenden Probleme auf ein dem bei (M. Erg.) 
behandelten nah verwandtes zuriickzufiihren. Es ergibt sich, daB die Menger- 
sche Methode hier ebenfalls bedeutende Fortschritte zeitigt, die auch in 
euklidischen Raiumen zum Ausdruck kommen und noch iiber die wohl bisher 
allgemeinsten Resultate von 8. Cinquimi?) hinausfiihren. 


I. Allgemeine Grundlagen. 


Uber Polygone und Streckenbilder in halbmetrischen Raumen mit 
gleichmaBig stetigen Abstiinden. 


§ 1. 


Wir sagen — mit Menger®) —, daB R ein halbmetrischer Raum mit gleich- 
miipig stetigen Abstinden 6d (p, q) ist, wenn 4 (p, q) eine reelle Zahl ist, die jedem 
geordneten Paar p,q von Elementen (Punkten des Raumes) zugeordnet ist 
und folgenden Bedingungen geniigt: 


O(p,p) = 9; 4(p,q) = 4(q, p); 4(p,q) > O, falls p + gq. 





1) Vgl. Sur un théoréme général du calcul des variations [C. R. 201 (1935), S. 705 
707}; Calcul des variations dans les espaces distanciés généraux [C. R. 202 (1936), 
8. 1007— 1009], zitiert als (C. R. 2); Courbes minimisantes non rectifiables et champs 
généraux de courbes admissibles dans le calou! des variations [C. R. 202 (1936), 8. 1648 
— 1650], zitiert als (C. R. 3); vor allem Die metrische Methode in der Variations- 
rechnung, Ergebn. eines math. Kolloquiums, Heft 8, 8. 1—32; zitiert als (M. Erg.). 
*) Sopra l’esistenza della soluzione nei problemi di calcolo delle variazioni di 
ordine n [Annali di Pisa (2) 5 (1936)). 
3) Vgl. (M. Erg.), § 3. 
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Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB aus 
4 (p, p’') + 6(¢,7) <4 stets 


l 
" 1d (p,q) — 4 (p',g|<e 
folgt. 

Im Raum R bezeichnen wir in tiblicher Weise fiir jede Teilmenge M und 
jede Zahl » > 0 mit U (M, o) die Menge aller Punkte g, die von mindestens 
einem Punkt von M einen Abstand < » haben; insbesondere mit U (», v) 
die Kugel mit dem Zentrum p und dem Radius 9. Unter dem Durchmesser 
einer Menge M verstehen wir die obere Schranke der Zahlen 4 (p, q) fiir alle 
Punkte p,q von M. 


§ 2. 

Eine geordnete endliche Menge P = {p,, ..., p»} von Punkten von R 
nennen wir ein Polygon. Wir definieren als die Lange von P 

n-—1 
A(P) = E 8(p., Pes) 
als die Spanne von P 
je (P) = 4(p4, Pn). 

Fiir Polygone erhalten wir aus der Bedingung (1) sogleich die folgende 

Kettenregel. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6, > 0, so daB fiir jedes 
Polygon von héchstens n Punkten p,, ..., p,, (m SS mn) stets aus 


9 (Pj, Pi+1) < On (j 1,...,m — 1) 
0 (P1, Pm) = é 
folgt. 
§ 3. 


Der halbmetrische Raum R heiBt speziell metrisch, wenn fiir jedes Punkte- 
tripel p,, Pe, Ps von R gilt 


9 (Py, Ps) S 9 (Pr; Pa) + 4 (Po, Po): 


§ 4. 

Unter einem Streckenbild, auch kurz ,,Kurve“ genannt, C = p [a, f] 
in einem halbmetrischen Raum mit gleichmaBig stetigen Abstinden ver- 
stehen wir eine stetige Zuordnung eines Punktes p (y) zu jeder Zahl y des ab- 
geschlossenen Intervalles [«,8](8 >«). Als Teilpolygon von C = p [a, f] 
bezeichnen wir jedes Polygon P = {p(y,),..., p(yn)}, fiir welches 
a= yp << Ye <... Spy < Yn =P. Wir nennen C-Norm von P und 
bezeichnen mit vg (P) die gréBte der Zahlen y,,, — y;. Eine Folge P;, Ps,... 
von Teilpolygonen des Streckenbildes C heiBt ausgezeichnet, wenn lim v¢ (P,,) =0 
gilt. Wir bezeichnen als obere bzw. untere Lange von C die obere bzw. untere 











Kurvenpunktriume und Variationsprobleme mit héheren Ableitungen. 275 


Sechranke der Zahlen A, fiir welche eine ausgezeichnete Folge P,, P,.... 
von Teilpolygonen von C mit lim A(P,,) = A existiert. Stimmen obere und 
untere Lange von C iiberein, so nennen wir ihren gemeinsamen Wert die Linge 
von C. Kurven mit endlicher Linge heiBen rektifizierbar. 


§ 5. 

Wir fiihren ohne seinen einfachen Beweis folgenden Hilfssatz an: 

Ist C ein Streckenbild mit endlicher oberer Linge, so existiert zu jedem 
e> 0 ein #>0, so daB es fiir jedes System endlich vieler Kugeln von 


einer Durchinessersumme < # ein rv > 0 gibt mit folgender Eigenschaft: fiir 
jedes Teilpolygon P = {p,...., pp} von C mit vg(P) < r ist die Summe 


aller Zahlen 6 (p,, p;.,), fiir welche p, in einer der Kugeln liegt, < «. 


Uber ordnungstreue Abbildungen. 
§ 6. 

Wir sprechen von einer ordnungstreuen Abbildung der Intervalle [a, /| 
und [a«’, 8] aufeinander, wenn jeder Zahl y mit « = y S # mindestens 
eine Zahl y’ mit x’ = 7’ =f entspricht und umgekehrt, und wenn aus y, < y, 
stets y; < y2 sowie aus y, < y, stets y; < yz folgt. 

Irgendeine ordnungstreue Abbildung der Intervalle [«, 8] und [a’, p’] 
aufeinander kénnen wir auf folgende Weise geometrisch versinnbildlichen. 
Wir tragen [«, 8] auf einer Abszissenachse, [«’, 8’] auf einer Ordinatenachse 
ab und betrachten die Gesamtheit der Punkte mit den Koordinaten (y. y’) 
(«ys 8,2 sy Ss 8B), wobei y und y’ einander gema8 der ordnungs- 
treuen Abbildung entsprechen. Sie bilden offenbar den Graph‘) einer 
nicht notwendig stetigen — monoton wachsenden Funktion, die auf dem 
Intervall [«, 6] definiert ist und daselbst die Variation [a’, 6’] besitzt. Um- 
gekehrt la8t sich der Graph einer jeden monoton wachsenden Funktion mit 
dem Definitionsintervall [«, 8] und der Variation [«’, 6’] auffassen als die 
Darstellung einer ordnungstreuen Abbildung. Insbesondere entsprechen 
den topologischen, d.h. eineindeutigen ordnungstreuen Abbildungen die 
Graphen der stets wachsenden und stetigen Funktionen. 


§ 7. 

Die Graphen einer Gesamtheit von unendlich vielen monoton wachsenden 
Funktionen mit dem Definitionsintervall [«,f] und der Variation [a’, p’] 
besitzen nach einem bekannten Theorem von Hilbert*) mindestens eine 

*) C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen 1918, S. 161 ff. 


5) D. Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip, Jahresbericht der dtsch. Mathe- 
matikervereinigung 8 (1900), S. 184; Ges. Abh. Bd. ITI, 8. 10—14. 
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Hiufungskurve, die offenbar wieder der Graph einer monoton wachsenden 
Funktion mit dem Definitionsintervall [«, 8] und der Variation [a’, f’] ist. 
Die ordnungstreue Abbildung der Intervalle [a, 8] und [«’, p’], die diesem 
Graph entspricht, nennen wir eine Haufungsabbildung unserer Gesamtheit. 
Wir finden also den 

Satz. Jede unendliche Menge von ordnungstreuen Abbildungen zweier 
Intervalle [a, B| wnd [«’, B’] aufeinander besitzt mindestens eine (ordnungstreue ) 


Hiiufungsabbildung. 


§ 8. 

Da man jede monoton wachsende Funktion mit dem Definitionsintervall 
[«, 8] und der Variation [{a’, §’] approximieren kann durch stets wachsende 
stetige Funktionen mit demselben Definitionsintervall und derselben Variation, 
erhalt man den folgenden 

Satz. Eine jede ordnungstreue Abbildung zweier Intervalle [a, 8B] und 
[x’, B’] aufeinander ist Haufungsabbildung einer Folge von topologischen Ab- 
bildungen dieser [ntervalle. 

Oder ausfiihrlicher gesprochen: Zu jeder ordnungstreuen Abbildung und 
zu jeder Zahl ¢ > 0 kénnen wir eine topologische Abbildung angeben, so daB, 
wenn y und y’ irgend zwei einander bei der ordnungstreuen Abbildung ent- 
sprechende Zahlen sind, innerhalb des Intervalles [y — ¢, y + ¢]- [«, B] eine 
Zahl y* und innerhalb des Intervalles [y’ — e, y’ + «]- [2’, B’] eine Zahl y*’ 
existieren, von der Art, daB y* und y*’ einander bei der topologischen Ab- 
bildung entsprechen. 


§ 9. 


Betrachten wir eine ordnungstreue Abbildung A,, der Intervalle 
[a,, 8) und [a,, 6,] aufeinander und sodann eine ordnungstreue Ab- 
bildung A,, der Intervalle [x,, 8,] und [«,, £5] aufeinander, so wird im Gegen- 
satz zu den topologischen Abbildungen im allgemeinen damit nicht schon eine 
ordnungstreue Abbildung von [a,, 8,] und [a,, 8,] aufeinander definiert. 
Wenn man aber nach dem Satz von §8 die Abbildungen A,, und A,, mit 
Hilfe von topologischen Abbildungen approximiert, erhalt man leicht folgendes: 
man kann immer mindestens eine ordnungstreue Abbildung A,, von [x,, 8] 
und [a,, 83] angeben, bei der y, und y, einander nur dann entsprechen, wenn 
es ein 7, gibt, so daB bei der Abbildung A,, y, und y, und bei der Ab- 
bildung A,, y, und y, entsprechende Punkte sind *). 


®) Es gibt sogar zu jedem bestimmten Paar y, und ys, das dieser Voraus- 


setzung entspricht, mindestens eine Abbildung A,,, bei der y, und ys einander ent- 
sprechen. 
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§ 10. 


Es soll im folgenden, wenn von der Abbildung eines Intervalles [a, ] 
auf ein Intervall [«’, 6’] ohne niheren Zusatz die Rede ist, immer eine ordnungs- 
treue Abbildung gemeint sein. Unter einer (ordnungstreuen) Abbildung der 
Kurve C p [«, 8] auf die Kurve C’ = p’ [x’, B’] verstehen wir eine Ab- 
bildung von C auf C’, die dadurch induziert wird, daB wir [«, 6] auf [a’, p’] 
in ordnungstreuer Weise abbilden. Unter einer 6-Abbildung von C auf C’ 
verstehen wir eine Abbildung (im eben beschriebenen Sinne), bei der irgend 
zwei einander entsprechende Punkte immer einen Abstand 6 besitzen, 
wobei 6 irgendeine positive Zahl sein kann. Als den Abstand 4 (C, C’) zweier 
Streckenbilder definieren wir die untere Schranke aller Zahlen 4, fiir die eine 
6-Abbildung zwischen C und C’ méglich ist. Aus dem Satz von § 8 erkennt 
man sofort, daB dieser Abstand mit dem iiblichen (auf Grund der topologischen 
Abbildungen gebildeten) Fréchetschen Abstand von C und C’ zusammenfiillt. 


Il. Uber Kurvenpunktraume. 
Definition und Eigenschaften des Kurvenpunktabstandes. 


§ 11. 


Wir betrachten in einem halbmetrischen Raum RF mit gleichmaBig stetigen 
Abstiinden 4 (p,q) auf dem Streckenbild C = p [a, 8] einen Punkt p(y) 
mite = 7S fund auf C’ = p’ [2’, f’] einen Punkt p’ (y’) mite’ <= y’ < fp’ 
und ordnen ihnen einen neuen Abstand, den Kurvenpunktabstand 4 (p(y), p’ (y’)) 
zu. Und zwar definieren wir 6 (p(y), p’ (y’)) als die untere Schranke aller 
Zahlen 4, fiir die eine 6-Abbildung zwischen C und C’ existiert, bei der y 
und y’ einander entsprechen. 


Es ist klar, daB 


(2) 5 (p(y), Pp’ (y’)) = 4 (p(y), P’ (y’)), 
(3) d(p(y), P’ (y’)) jd (C, ©’), 


wobei insbesondere immer 


5 (p (a), p’ (a’)) = 3(p (A), pv’ (6’)) = 4(C,C’). 
Ferner haben wir natiirlich 
(4) 5 (p (y),-v'(y’)) > 9, 
(5) 5 (p(y), p'(y’)) = 8(p' (y’), p(y) 
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Es gilt der folgende 

Satz. Seien auf dem Streckenbild C = p [a, B] p(y) und p (y,) die den 
Intervallwerten y, und ys (2 S ¥1 S ¥2 S BA) entsprechenden Punkte und 
D (C,.) der Durchmesser des Teilstreckenbildes C,, = p[y,, ye]. Dann ist 

4 (p (yi). P (v2) S D(Cy2). 

Beweis. Wir betrachten ee Abbildung von C auf sich selbst, wobei 
[x, y,] identisch in sich selbst, der Punkt y, in [y,, ¥¢], [71,. yg] in den Punkt y, 
und [y., 8] identisch in sich selbst iibergefiihrt wird. Die Abbildung des 
Intervalles [x, 3] auf sich selbst ist ersichtlich ordnungstreu und y,, y, sind 
zwei einander bei der Abbildung entsprechende Punkte. Zwei einander bei 
dieser Abbildung entsprechende Punkte p(y) und p(y*) haben nur dann 
einen Abstand 4 (p(y), p (y*)) + 0, wenn sowohl y; S y S yz als auch 
¥1 S y* S v2. woraus die Behauptung folgt. 

Bemerkung. Aus dem Beweis wird ersichtlich, daB sogar die folgende 
schirfere Behauptung richtig ist: Mit den Bezeichnungen des vorhergehenden 
Satzes ist 

5 (p (yi), P (2) S max (o (Cy2, Py), @ (Cra, Pe), 
wobel @ (Cyo, py) bzw. o (Cy, pe) der Radius der kleinsten abgeschlossenen 
Kugel um p(y,) bzw. p(y.) ist, in der C,, noch ganz enthalten ist. 


§ 12. 

Satz. Auf einem Streckenbild C p (a, B] gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 
o> 0, so dap, wenn 6(p (y,), p (¥2)) < 0 ist ftir irgend zwei Parameterwerte 
V1-Ve mit a< yy; S728, dann fiir irgendwelche y,, y, mit y, S171 S72 
immer 8(p (v3), P (v1)) < e ist. 

Beweis. Wegen des Satzes von § 11 geniigt es, zu zeigen, dab 
0 (p (73). » (vi)) <e ist. Wir bestimmen nun eine Zahl n so groB, daB fiir 
irgend zwei Zahlen y und y* mit « <= y S y* < B, die der Ungleichung 

* B 


a= | es 
y ¥ < Zaz Benugen, stets 


(6) 5(p(y), ply*))< 


ist. Das ist wegen der Stetigkeit des Streckenbildes méglich. Dann bestimmen 
wir eine Zahl 6’, so daB aus 


to| > 


5 (p, p’') + 6(9,9')< 6’ stets 
(7) ; , 

lo(r,.7)-IR. D< Fs 
folyt; das ist immer méglich wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Ab- 
stiinde in unserem Raum R. Es existiert endlich nach der Kettenregel von 
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§2 eine Zahl 6, so daB fiir irgendein Polygon p,, ..., pm (m <n) mit 
héchstens » Punkten stets aus 


. 6 (Pj, Pja1) <4 (j = 1,...,m—1) 
" 8 (Pi, Pm) < 3 
folgt. Wir zeigen, daB dies schon die gesuchte Zahl 6 ist. 

5 (p (v3), P (¥2)) < 6 bedeutet, daB es eine 6-Abbildung von C auf sich 
selbst gibt, bei der y, ein Wert ist, der y, entspricht. Bei derselben Abbildung 
entsprechen dem Wert y, ein Wert y;, dem Wert y, ein Wert y, usw., so 
daB wir eine Folge y,, y2,..., y,,... von Zahlen erhalten, die einander 
gemaB unserer 6-Abbildung sukzessive entsprechen. Im allgemeinen, d. h. falls 
wir es nicht gerade mit einer topologischen Abbildung zu tun haben, besteht 
fiir die Wahl der Zahlen y 3, y4,... noch groBe Willkiir; immerhin kann 
man sie wegen der Ordnungstreue der Abbildung so wihlen, daB immer 
Y, SVMr41(¥ = 1,2,...). Da also die Intervalle [y,, y,,,], die auch zu 
Punkten zusammenschrumpfen kénnen, bis auf die Endpunkte nicht tiber- 
einandergreifen, ist mindestens fiir eine Zahl m (1 < m < n — 1) 





B—« 

(9) Ym+1 — Ym SQ—7° 
Ferner betrachten wir eine mit v1 beginnende Folge 73, Ya. +++) Vg +++ 
und eine mit y; beginnende Folge yj, ys, ..., Y,,.+--, Von denen eine ‘ede wieder 


so gebildet ist, daB ihre Glieder einander gema8 unserer 4-Abbildung suk- 
zessive entsprechen. Wegen der Ordnungstreue kénnen wir die Folgen so 
wahlen, daB , " P 
2, a Pe en F, S 9341 (» - oe * 
Dann gilt, unter m dieselbe Zahl wie in (9) verstanden, 

p—«a 

n—1° 





Yn —Yn S 
Wegen (6) ist also 


(10) 5(P(Y%m)> P (Yn) < F- 
Da es sich um eine 6-Abbildung handelt, sind 
5 (p(y) P (Yj+0)) <4, S(P(y;), M(H 4))< 9 (§ = 1,.--,m— I), 
also wegen (8) 
5 (p (v1), P (Ym) <5 und 4(p(y;), P| Wa<F z 
Wegen (7) folgt daraus 
16 (v (yi), P (V1) — 9 (? ads P md) < FZ 
Hieraus ergibt sich auf Grund von (10) 
(11) 8 (Pp (yy, P(v%1))<e w.2.b.w. 
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§ 13. 


Aus (11) folgt iibrigens unmittelbar, daB das Teilstreckenbild 
Cis p [y1. Ye], welches durch die Punkte p (y,), p (v2) aus C ausgeschnitten 
wird, ganz in einer Kugel vom Radius < ¢ liegt, In einem Raum mit gleich 
mibig stetigen Abstinden gibt es aber zu jeder Zahi 3 0 eine Zahl « 0). 
so daB eine Kugel mit dem Radius < ¢ einen Durchmesse i besitzt 
(im euklidischen Raum kann #@ 2e« gewahlt werden). Wenden wir 
also den Hilfssatz von §5 an, so erhalten wir folgenden 

Hilfssatz. Ist C ein Streckenbild von endlicher oberer Lange, so 
existiert zu jedem ¢> 0 ein 6 > 0, so daB, wenn 4 (p (y,), p (y2)) < 4 ist, die 
Linge eines jeden geniigend feinen Teilpolygons des Teilstreckenbildes 
Cie = Pl[y1, Y2] kleiner als « ist. 

Korollar. Ist insbesondere C rektifizierbar, so existiert zu jedem 
e > 0 ein 6 > 0, so daB, wenn 0(p(y,), p (v2)) < 4 ist, und wenn wir die 
Bogenlange von Cy, P[yi, Ye] mit s(p(y,), p(y,)) bezeichnen, 
S(p (Vy), P (¥2)) <e ist. 


§ 14 
Satz. Seiten y,, Yo, Ys, 4 Zahlen, fiir dieu, Sy; SB (6 = 1;..., 4) 


gut, und seien Pi: Pe: Pas Pa die diesen Zahlen ents prechenden. Punkte der 
Streckenbilder C; = p; [a;, B,] (4 1,..., 4). Dann folgt aus 

6 (P41, Pa) + O(P3, Pa) SO 
stels 


(12) 6 (Pi; Ps) 5 (Pe, Ps)! <¢ 


wobei iibrigens e und 6 dieselben Zahlen wie in (1) sind 

3eweis. Es gibt nach Voraussetzung ordnungstreue Abbildungen der 
Kurven C, und C,,, aufeinander (¢ = 1, 2,3), bei denen p; und p,,, ent- 
sprechende Punkte sind und irgend zwei weitere entsprechende Punkte p, 
und p,, , heiBen mégen, und fiir welche folgendes gilt: 


(13) 45 (Pa, Ps) S 5 (Po, Ps) 


5 (Py, Pe) + 4 (Pg, Pa) <9 


und deswegen 
14 (py, Pa) — 4 (PQ, Ps) | < 2. 
Daraus und aus (13) folgt 


(14) 5 (Py, Pas) <6 (Pe, Pg) + ©. 


Nach §9 gibt es nun bei passender Auswahl der p}, pi,, (¢ = 1, 2, 3) 
mindestens eine ordnungstreue Abbildung A,, der Kurven C, und C,, bei 
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der p,, p4 sowie p;, p, einander entsprechen. Da nun 7}, p, ein ganz be- 
liebiges entsprechendes Punktepaar der Abbildung A,, sein kann, folgt aus 
(14) auch a 

6 (P1, Pa) < 6 (Pe, Ps) + ©. 


In ganz analoger Weise zeigt man auch 
O(P2, Ps) << 0(P,, Pg) + 8, 


womit (12) bewiesen ist. 


Uber Kurvenpunktriume und die in ihnen gelegenen 
Streckenbilder. 
§ 15. 

Die Eigenschaften (4) und (5) sowie der Satz von $ 14 legen es nahe, jeden 
Kurvenpunkt des Raumes R, d. h. den Inbegriff eines Punktes und eines ihn 
enthaltenden Streckenbildes als Element (,,Punkt‘‘) eines neuen Raumes R 
anzusehen, welchen wir als den dem Raum R iiberlagerten Kurvenpunktraum 
bezeichnen. Die Punkte von R bezeichnen wir mit p, oder, wo eine Ver- 
wechselung zu befiirchten wire, mit p p(y); C p [a, B]), wobei immer 
x 


< 


S y S86 zu verstehen ist. Zwei Punkte p und g sind dann und nur dann 
als identisch anzusehen, wenn 6 (p, g) = 0 ist. In dieser Terminologie besagt 
der Satz von § 14, daB auch der Kurvenpunktraum R, der einem halbmetrischen 
Raum mat gleichméBig stetigen Abstinden iiberlagert ist, ein halbmetrischer 
Raum mit gleichmaBig stetigen Abstianden ist. 

Es ist iibrigens leicht zu zeigen, daB auch die EKigenschaft, metrisch zu 
sein, sich von R auf R iibertrigt. 

Satz. Guilt fiir irgendwelche drei Punkte p,, pe, p, von R 
(15) 6 (py, Ps) = 6 (Pi, Po) + O (Pe, Pg); 
so gilt auch fiir irgendwelche drei Punkte p,, po, Pp, von R 

4 (Py, Ps) S 4 (Py, P2) + 4 (Pos Ps)- 

Beweis. Angenommen, es gabe drei Punkte 

Pi = (Palys); Cy = vi (as, Bid (« = 1, 2, 3), 
fiir die 
(16) 0 (Py, P3) > O(Pi1, Pe) + O (Pe, Ps)- 
Wir werden daraus einen Widerspruch herleiten. 

Es gibt naémlich eine Abbildung von C, und C, aufeinander, bei der die 
Punkte p, und pg, sowie die weiteren beliebigen Punkte p, und p, einander 
entsprechen, so daB 6 (py, p.) S 46 (p,. po). Ferner gibt es eine Abbildung 
von ©, und Cy, bei der ps und pg, sowie die weiteren beliebigen Punkte p, 


und pg, einander entsprechen, so daB 6 (Pe, Ps) S 4 (Pe, Ps)- 
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Wegen (16) ist also 
(17) 4 (Pi, Ps) > 49 (Py P2) + 4 (Pa: Ps)- 
Nun gibt es nach §9 bei passender Auswahl der p}, p, p; auch mindestens 
eine ordnungstreue Abbildung von C, und Cs, bei der p, und p, sowie p; 
und p, einander ensptrechen. Es gibt nun nach der Definition des Kurven- 
punktabstandes mindestens ein Punktepaar pj, p;, so daB 


(18) 5 (Py Ps) S 4 (Pu Ps)» 
also wegen (17), worin p;, Po, Ps beliebig sein konnte, so daB also p, und p, 
gemaB (18) gewahlt werden kénnen, 

5 (Py, Ps) > 4 (Py P2) + 4 (Pa Ps), 


was ein Widerspruch gegen (15) ist. 


§ 16. 

Wir kénnen auch in R, der ja ein halbmetrischer Raum mit gleichmabig 
stetigen Abstianden ist, in derselben Weise wie in R Streckenbilder definieren 
ais die stetige Zuordnung eines Punktes p(y) zu jeder Zahl y eines abge- 
schlossenen Intervalles [«, 8]. Unter den Streckenbildern von R spielen eine 
besondere Rolle diejenigen, die den Streckenbildern von R tiberlagert sind. Und 
zwar sagen wir, daB das Streckenbild C = p [a, 8] dem Streckenbild 
C = p[a,f] iiberlagert ist, wenn jeder Zahl y des Intervalles [«, 8] im 
Raum R der Punkt p(y) = (p(y); C = p [a, B]) zugeordnet ist. DaB diese 
Zuordnung eine stetige ist, folgt aus dem Satz von § 11 von selbst. 

Die den Streckenbildern von R im R iiberlagerten Streckenbilder haben 
einige merkwiirdige Eigenschaften: 

Satz. Das einem beliebigen Streckenbild C von R im R iiberlagerte Strecken- 
bild C ist ein Bogen. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von § 12. 


§ 17. 
Satz. Das einem beliebigen Streckenbild C von R im R tiberlagerte Strecken- 
bild C besitzt dieselbe obere Linge A* (bzw. untere Lange i,) wie C. 
Beweis. Indem wir uns an die im § 4 gegebene Definition der oberen 
(unteren) Lange erinnern, betrachten wir irgend ein Teilpolygon 
P = {p (y1); eo ¢9 P (¥n)} von C _ P {x, B) 
und das iiberlagerte Polygon 
Pp = {p (v1) ee eg P (yn)} von C _ Pp [a, 6}, 


wobei 


Ply) = (Ply); C = p (a, B) (¢§ = 1,..., m). 


> aA A Cc f 


So 
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Es ist natiirlich 
n—i1 —" a-—ji.. 
(19) A(P) = J 9(pi, Piss) SACP) = L 9(pi, Mis). 
i=] i=] 


Es seien nun y,,y, (y, Sy; Sy; Svis1) zwei (bekanntlich immer 
existierende) Werte, fiir die 

(20) 8 (p(y), P(%)) = D(p [yi re+1)), 

wo D(p[yi, ¥i+1]) den Durchmesser des Abschnittes von C bedeutet, der 
dem Teilintervall p [y,, y;,,] entspricht. Mit P bezeichnen wir das Polygon 


P = [...p(y), p(y), P(%;) P(viaa)---]) (6 = 1,...,.9—D), 


d. h. das Teilpolygon von C, das auBer den Punkten von P auch die Punkte 
enthialt, fiir die (20) gilt. Nach dem Satz von § 11 ist 


(21) A(P) < A(P). 
Ist P,, Pz, ... eine ausgezeichnete Folge von Teilpolygonen von C, 


so gilt dasselbe von P,, P,,..., P,, Py, ... ist aber eine ausgezeichnete 
Folge von Teilpolygonen von C, und da wegen (19) und (21) 


(22) lim 4(P,) S lim 7(P,) S lim A (P,), 


so liegt der Beweis unseres Satzes nunmehr auf der Hand. 
Korollar. Das einem rektifizierbaren Streckenbild C von R in R iiber- 
lagerte Streckenbild C ist ebenfalls rektifizierbar (und besitzt dieselbe Linge). 


§ 18. 


Speziell in einem #-dimensionalen euklidischen Raum 1la8t sich der 
folgende Satz aussprechen: 

Satz. Gegeben in einem n-dimensionalen ouklidischen Raum sei ein 
Streckenbild C mit stetig variverender Tangente. Dann gibt es eine Zahl v,. > 0, 
so daf fiir jedes Punktepaar p,(y,), P2(y2), /tir welches |y, — y,| < ve ist, 


6 (Py (71), P2 (Y2)) = 5 (Pr (71), Ps (Y2))- 

Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden leicht zu beweisenden 

Hilfssatz. Gegeben sei in einem »-dimensionalen euklidischen Raum 
ein Streckenbild C mit stetig variierender Tangente. Fiir die Endpunkte P, 
und P, gelte 6(P,,P,) = 2a. P, sei der Mittelpunkt der Strecke P, Py. 
Gibt es nun einen von P, und P, verschiedenen Punkt P’ der Kurve C, so 
daB 5 (P’, P,) =a ist, so besitzt die Kurve mindestens ein Paar senkrecht 
aufeinander stehender Tangenten. 

Mit diesem Hilfssatz laBt sich die Behauptung sogleich beweisen. Es 
gibt naimlich auf einem Streckenbild mit stetig variierender Tangente eine 
Zahl vg >0, so daB die Tangenten eines Punktepaares p, (y;), P2 (72): 
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fiir welches |y, — y,| << v¢ ist, einen Winkel < od miteinander bilden. Wahlen 
wir in unserer Behauptung v¢ auf diese Weise, so ist 
(23) > (Pi (¥1), Po (¥2)) = 9(P1 (71), Pe (Y2)); 
denn nach dem Hilfssatz ist 
0 (P1(71), P2 (¥2)) = D(p (yr, v2), 


woraus wegen des Satzes von § 11 (23) folgt. 


Ill. Uber ein Variationsproblem in einem beliebigen 
halbmetrischen Raum mit gleichmaSig stetigen Abstinden. 
Einfiihrung der Funktion — (p; q,7)’). 

§ 19. 

In einem halbmetrischen Raum R mit gleichmaBig stetigen Abstanden 
ordnen wir jedem Punkt p und jedem Paar von verschiedenen Punkten g, r 
eine Zahl p(p; q,7) zu. Wir bezeichnen mit R, die Menge der Punkte von R, 
wenn je zwei Punkten g, r als Abstand nicht wie in R die Zahl 5 (g, r), sondern 
die Zahl 

6, (q, 7) 7 (4; 9,7) 4(q,7r) fir g +r und 0, (9,9) = 0 


zugeordnet wird. R&R, kann der durch @ verzerrte Raum R genannt werden. 


4 ? 
Jedem Polygon P {p,, -.-, Pn} von R entspricht ein aus den gleichen 
Punkten bestehendes Polygon P = {p,, ..., p,} von R, mit der Lénge 


n 


“ ~1 = “. . 

Ay(P) = J 9y(Pis Piss) = LP (Ps Pir Piss) 9 (Pir Pers) 
t=1 i 1 

und der Spanne 


be (P) = 0, (Pi, Pn) = P(Pi; Pr Pn) O (Pas Pa): 
falls wir alle Terme = 0 setzen, die einen Faktor 6 (q,q) enthalten. Wir 
fiihren ferner die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen ein: 
b5 (9,7) = v(p; 9.7)9(q,7) fiir ¢ + 7, 
5,» (9,9) = 9, 
(24) F j= 
Ay» (P) = 2 
= 


1 


n—1 
Op p (Par Pi 4 1) = P PP; Pir Pi +1) O (Pes Pi + 1) 
i=1 


He p(P) = Sy y (Pr, Pn) = YP Pr» Pu) 8 (P15 Pn): 





7) Vgl. (C. R. 2) und (M. Erg.) §§ 8 und 9. Die letzteren habe ich teilweise wértlich 
iibernommen, jedoch ohne auf die Verzerrung der Metrik ein besonderes Gewicht zu 
legen. Denn, da im vorliegenden Falle, wie spiter (§ 20, 22, 28) ersichtlich, die Funktion 
y (p; 7, r) nur fiir gewisse Punkte und Punktepaare von R definiert zu werden braucht, 
sinkt der Begriff des verzerrten Raumes R, zu einer bequemen Bezeichnungsweise 
herab. 
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Sehwankungen und Kontraktion der Funktion ¢*). 
§ 20. 

Wir betrachten nun in unserem Raume R eine Gesamtheit € von 
Streckenbildern. Wir bemerken, daB von nun an die Funktion 9g (p; 4, r) 
nur fiir Punkte p,q, r gebildet wird, die zu Streckenbildern aus € gehéren 
und zudem nur fiir Paare von Punkten q, r, die einem Streckenbild gemeinsam 
angehoren und die wir konkurval nennen wollen. AuBerdem werden auch nur 
konkurvale Polygone P vorkommen, da hei8t solche, deren simtliche Punkte 
einem und demselben Streckenbild aus € angehéren. 

Fiir jeden Punkt p eines Streckenbildes C aus € und jede Zahl 9 > 0 
bezeichnen wir mit og (p, @) die obere Schranke der Zahlen 


lp (r’s 9.7) — 9 (P"s 9 7)| 
fiir alle Punkte p’, p”,g,r von U (p, 0)-€, wobei g und r konkurvale 
Punkte seien. Wir nennen og (p, @) die o-Punktschwankung von in p 
beziiglich €. Den Limes von ag (p, g) fiir 9 +0 bezeichnen wir mit og (p) 
und nennen ihn schlechthin die Punktschwankung von 9 in p beziiglich €. 
Wir betrachten ferner jeden Punkt p eines Streckenbildes C aus € sowie 
zwei je konkurvale Punktepaare g, r und q’, r’ aus U (p, 0) -€. Es sei 


6 (q,r) > D, (q', 7°) > D, 6 (9,7) < 4, Or, 17) < 4. 
Wir nennen die obere Schranke a, (p; e, D, 4) der Zahlen 
le@agan—ed.d. 1), 
die (0, D, 4)-Schwankung der Punktepaare (von @ in p in bezug auf €). Dabei 
sollen g@ >0, D>0, A >0 beliebige Zahlen sein; jedoch muB8 natiirlich 
D < D, sein, unter D, den Durchmesser von U (p, g) -€ verstanden. 
Lassen wir bei festgehaltenen 9 und D die GréBe A gegen Null streben, 
so nimmt dg, (p; e@, D, 4) monoton ab. Es existiert also 
iim ¢ (Pp; Qe, D, 4) = o% (P; Q, D). 
Lassen wir bei festgehaltenem o die GréBe D gegen Null streben, so 
wachst o¢(p; e, D) monoton. Es existiert also auch 
lim Gg (p; e, D) = a6 (p, e). 
Do 
Endlich existiert 
=. 6 (Pp, e) — og (Pp), 
und wir nennen dg (p) schlechthin die Punktepaarschwankung (von ¢ in p 
beziiglich €). 


8) Vgl. (C. R. 2) und (M. Erg.) §§ 10—12. Neu hinzu kommt die Einfiihrung der 
Punktepaarschwankung. Man beachte auch die etwas abweichende Definition der 
Kontraktion. 


Mathematische Annalon. 115. 19 
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Wir betrachten fiir jeden Punkt p eines Streckenbildes C aus € und jede 
Zahl 9 > 0 alle konkurvalen Polygone, die in U (p, 0) -€ liegen und fiir die 
u(P) > 0 ist. Mit r¢(p, @) bezeichnen wir die obere Schranke der Zahlen 
(Hyp, (P) — App, (P))/# (P) fiir alle diese Polygone*). Wir nennen tg (p, g) 
die o-Kontraktion von @ in p beziiglich € und lim t¢(p, 0) = t¢ (p) die 
Kontraktion schlechthin. aia 


§ 21. 

Aus der Definition von og (p), o¢ (p), te (p), erhalten wir unmittelbar 
bzw. durch Anwendung des Borelschen Uberdeckungstheorems: 

Bemerkung 1. Ist o¢(p)<(0 bzw. o¢(p)<a bzw. t¢(p) < 1, 
so existiert ein @(p)>0, so daB o¢(p; o(p))<o baw. a¢(p; o(p))<¢ 
bzw. t¢ (p; e(p)) < t. 

Bemerkung 2. Fiir jedes o > 0 bzw. o > 0 bzw. t > 0 ist die Menge 
aller Punkte p mit og (p) 2o bzw. og(p) =o bzw. te(p) tT abge- 


schlossen. 


Bemerkung 3. Gilt o¢(p)<o baw. Gg (p) <a baw. te(p)<t 
fiir jeden Punkt einer kompakten Menge A, so existiert ein 9 >0, so daB 
Og (p, 0)<o bzw. ag (p, 0) <0 bzw. t¢ (p, 0) <<t fiir alle Punkte p von A. 

Ist o¢(p,e)<o, so gilt fiir jedes D(O< D<D,) erst recht 
6¢(p, 0, D)<o. Man erhalt daher noch 

Bemerkung 1’. Ist o¢(p) <a, so existiert ein o(p) > 0 und zu 
jedem D(0 < D < D,) ein A(p, D) > 0,80 daB a¢(p; e(p), D, A(p,D)) < 4, 
und 

Bemerkung 3’. Gilt o¢ (p) <a fiir jeden Punkt einer kompakten 
Menge A, so existiert ein 9 >0 und zu jedem D(OO<D< D,) ein 
A (D) > 0, so daB ag (p; e, D, A (D)) < a fiir alle Punkte p von A. 


Beweis des Fundamentallemmas”). 
§ 22. 

Wir machen nun iiber die Funktion (p;q, 7) folgende Voraus- 
setzungen: 

I. Fiir alle Punkte p, q, r von Streckenbildern einer Gesamtheit €, wobei 
q und r (g + r) konkurval sein sollen, sei die obere Schranke yg der Zahlen 
|e (Pp; 9, 7)| endlich. 

II. Geben wir uns irgend drei Zahlen o > 0, ¢ >0, t>0O vor, so ist 
auf jedem Streckenbild C von endlicher oberer Linge aus € die Punktmenge, 


*) Mit p, bezeichnen wir den Anfangspunkt von P. 
10) Vgl. den in seiner Anordnung sehr ahnlichen Beweis bei (M. Erg.) §§ 21—24. 





—" a ttrpy, 


nan us Ol, 


<c 


fi 
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fiir welche mindestens eine der drei Ungleichungen o¢(p) >0, o¢ (p) =a, 
tT; (p)=T gilt, eine Nullmenge im engeren Sinne. 

Ill. Zu jedem Punkt p, fiir den eine der drei Ungleichungen og (p) = @, 
og (p) =A, Te (p) = t gilt, existiert eine Umgebung U, so daB ¢ (p’, 7’, r’) = 0 
fiir alle Punkte p’, q’’, r’’, die in U -€ liegen (unter q’’, r'’ wie immer konkurvale 
Punkte verstanden),. 

Bemerkung. Dabei sagen wir im Sinne von Carathéodorys Theorie des 
linearen MaSes, die Teilmenge M eines halbmetrischen Raumes mit gleich- 
maBig stetigen Abstiinden sei eine Nullmenge im engeren Sinne, wenn fiir 
jede beschrinkte Teilmenge M’ von M und fiir jedes # > 0 endlich viele 
Kugeln mit einer Durchmessersumme < # existieren, welche M’ iiberdecken 


§ 23. 


Wir betrachten jetzt innerhalb der Kurvengesamtheit ein Streckenbild 
C = p[a, §], welches endliche obere Lange > 0 besitzt. 

1. Es seien o, o, t irgend drei Zahlen > 0. Wir bezeichnen mit C,-. 
die Teilmenge von C, auf der mindestens eine der drei Ungleichungen 
Og (p) =o, Gg (p) =a, te (p) =r gilt. Da C,;, abgeschlossen in C, also 
kompakt ist, existieren wegen [II. nach dem Borelschen Theorem endlich 
viele C,;, itiberdeckende Umgebungen U,, ..., U,, 80 daB p (p’q”,r”) =0 
gilt, wenn p’, q”’, r’ c U,;-€ und q”, r” konkurval sind. 

Fiir jedes # > 0 existieren nach II. endlich viele C,-, iiberdeckende 
Kugeln mit einer Durchmessersumme < #; daraus folgt: 


2. Fiir jedes # > 0 existieren endlich viele offene Kugeln K,, ..., K, 
mit einer Durchmessersumme < #@, so daB a) C,7,c K,+...+ K,, 
und daB b) ein 0, > 0 existiert mit folgender Eigenschaft: Fiir jede der 
Zahlen j = 1, ..., | ist U (K,, 0,) Teil einer der Umgebungen U,, ..., U,, 
so daB also nach dem Obigen c) g } 0 fiir U (K,, 0,)-€ (j = 1,..., I). 
Fiir jeden Punkt p der Menge C,;, = C —C-(K,+...+K,) haben 


wir wegen 2a. und der Definition von C,;, offenbar og (p) << 0, a¢ (p) <a, 
t¢ (p) <t. Da C,~, kompakt ist, folgt wegen Bemerkung 3 und 3’ von § 21: 

3. Es existiert eine Zahl 9, > 0 und zu jeder Zahl D(O< D<D,) 
eine Zah] A > 0, so daB og (p, 02) < 9, Gg (Pp, Og, D, A) <a, te(p, 02) << t 
fiir jeden Punkt p von C,;,. 

4. Mit o bezeichnen wir die kleinere der Zahlen 0, und gg. 

5a. Es existiert wegen der Stetigkeit des Streckenbildes C ein vg > 0, 
so daB, wenn ac Sy Sy SA und y—y Sv gilt, der Abschnitt 
P [y, y’] einen Durchmesser < ¢ hat, also C U (p(y), 0) -€ ist. 

Es sei nun P = {p,,..., Pa} = {p(y1),---»P(Yn)} irgendein Teil- 
polygon von C mit der C-Norm v¢(P) < vce, so daB also nach 5a. 


19* 
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Plve Yor S U (pi, 0) -€ (§ = 1,...,n—1) ist. Uberdies machen 
wir iiber P noch die Voraussetzung, daf stets 6(p(y,), p(yi.3)) > 0 
(¢ = 1,..., »—1). Das Minimum aller 6 (p (y,), p (y;.,)) fiir? = 1,...,.n—1 
bezeichnen wir mit c. Wir nehmen nun an 


5b. 0<D 


IA 


Cc, 


behalten uns aber die endgiiltige Bestimmung von D fiir spiiter vor. Wie 
immer wir aber auch dieses D (0 < D < D,) wiihlen mégen, jedenfalls wird 
man dazu nach 3. ein 4 > 0 finden kénnen, so daB 6¢(p. 0, DD. A) <6 
fiir jeden Punkt p von C,-.. 
6. Es existiert ein 6 > 0, so daB a) fiir irgend vier Punkte p,. po. ps. 4 

von R aus 

8 (py. Pe) + O(Ps, Py) 20 
stets 

6 (Py, Ps) — O (Pe, Ps)! < ; 


folgt, b) 6< J ist und ec) U (C,, 6) CU (p,. 0), wo C; = p [y;. i+). 

Es sei weiter P’ = {p,, ..., p,} irgendein Teilpolygon eines Strecken- 
bildes C’ aus € mit folgenden Eigenschaften. P’ zerfallt in » — 1] Abschnitte 
P, = {pap ---: Pura (@ = 1,....8—1) mit hy = 1 und A, = 2, 
und es gilt 

7. O(pa;. Pi) << O (i = 1..... m) und P, c U (C,, 4). Wegen 6c. ist 
also P’ c U (p;, @). 

Bemerkung. Man sagt auch in der Terminologie von Herrn Menger, 
P’ habe von P mit Bezug auf C einen Abstand < 6, und schreibt 
6(P’, Pc) < 4. 

Wir suchen nun zu den zwei betrachteten Polygonen P und P’ fiir den 
Ausdruck 


et | 
Ay (P) ae Ay (P’) = B (5, (pi. Pi + 1) omg! Ay (Pi) 
t‘=1 
eine Abschatzung nach oben. 
Wir fiihren die folgende Zerlegung durch: 


a—1 4 ’ 
2, [d» (Pi, Pi + 1) rx A, (Pi) —_ ,% (5, (Pi, Pi+ 1) — Ay (Pi)) 
+ J” (by (Ps, Pi +1) — Ap (Pid), 
wobei die erste Summe 2” alle Glieder enthilt, fiir die p; in K, +... + K, 
liegt, die zweite Summe 2” die Glieder enthailt, fiir die p,; nicht in K, +...+ K, 


liegt. 


Schatzen wir zunichst 2’ ab. Wegen 2c. mit 7. ist offenbar 


p [4,, (p:, Pi+1) = A, (P))) — 2” 6, (Pi, Pisa) 
= Lp (Ps Pis Piss) O (Pi, Pes) 
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und nach der Voraussetzung I. 
(25) — PE 2"6 (p:; Pix): 


Schatzen wir ferner 2” ab. 


Mp4) 
Ag (Pi) = 2 P (Pi Pir Bi +1) O(P)- Bj) 
und wegen 7.. 3. und 4. 
hg ym} ee be 
= a P (Prgi Pj- Pj +1) 8 (Pj, Pj +1) — 7 ~ 5 (Pj, Pj +1). 
jen; j=; 


was wir auch wegen (24) schreiben kénnen 


P’) _< _— horn, (P’) 7 oO A (P)). 


(26) * A, ( i 
Nun ist wegen der Definition von t¢ (p) und wegen 3. 


’ ee ’ Dp") 
Mey, (Pid Ay Ph; | I ry 





) ~ a ES 


(Ph, » Py, rie 


c 


es ist nimlich wegen 5b. und 6a. 6 (P),> Pr, of ee also > 0. 


bevy, (Pi) — dprn, (Pp) < t[8 (Pir Pivr) + (2 (Pr, Pr,,,) — % (Po Perdd)) 
und wegen 6a. 
(27) < t [5 (pr. Pi+a) +5. 
Endlich ist 
(Pes PisPixr) O (PésPis1) — Morn, (PY) 
S | P (Pai Pas Piss) — & (Pr,3 Pry Po, ,)| 9 (Pas Pisa) 


+ | P (Pr, Pry Pr, )1 18 (Pir Piss) — 9 (Pays Pry 4)! 


Wegen 7. 5b., 6b. und 3. ist der erste Summand auf der rechten Seite der 
Ungleichung < o 6 (p;, p;, 4); wegen I. und 6a. erhalten wir schlieBlich 


(28) P (Pei Pir Pea) 9 (Pir Piss) — Morn, (P2) 
<G0(p;, Pinay) + Pe 3. 
Fassen wir nun die Ungleichungen (25), (26), (27) und (28) zusammen 
und summieren iiber i, so erhalten wir die fundamentale Ungleichung 
(29) Ag (P) — Ay (P’) < pe £45 (pin Pi 41) 


n—1l 


+oA(P) + 2[a(P) + ">" D]+a4(P) + 9 — ~. 
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§ 24. 

Diese Ungleichung haben wir bisher nur fiir solche Teilpolygone 
P ={p,, ..., Pa} von C bewiesen, fiir die 6 (p;,p;,,) > O(@ = 1,..., n—1). 
Betrachten wir jetzt irgendein Teilpolygon P = {p,, ..., p,} von C. Dann 
gibt es ein Polygon P* = {P,,; os aie Px} (m SS n), welches aus den gleichen, 
in der gleichen Reihenfolge geordneten Punkten besteht, wie P, aber keinen 
Punkt mehrfach enthalt. Es gilt also 6 (Pep Pr, ,) >0(j = 1,..., m— 1). 
Offenbar ist A(P*) = A(P) und 4,(P*) = 4,(P). AuBerdem iiberlegt 
man sich sofort, daB, wenn 4(P’, P,) <6, auch 6(P", P*) <6 gilt. 
Daraus ergibt sich, daB die Ungleichung (29) auch fiir beliebige Teilpolygone 
P = {p,,..., Pn} gilt, unter D > 0 eine Zahl verstanden, die nach 5b. 
nicht gréBer ist, als die kleinste von Null verschiedene Zahl 6 (p;, p; 44) 
(§ = 1,...,98—1). 

Aus der Ungleichung (29) gewinnen wir sofort das folgende 

Fundamentallemma. Sei C ein Streckenbild aus € mit der endlichen 
oberen Linge 2* (C)™) und seiene > 0 und 2* > A*(C) gegebene Zahlen. Dann 
existiert ein ve > 0, 80 daB zu jedem Teilpolygon P vonC, fiir das vg(P) < ve 
ist, ein 6> 0 existiert mit folgender Eigenschaft: Ist P’ ein Teilpolygon irgend- 
eines Streckenbildes C’ aus €, fiir welches 4(P’) SS A* und 5(P’, Pc) << 4 
gilt, dann gilt A, (P’) > 4, (P) — «. 

Zum Beweis des Fundamentallemmas setzen wir 


| 


£ ° & 
C= se = FR t = min(g¢, Eis) 


. € \ 
D = min (c, T_T ec) . 
Endlich wahlen wir @ so klein, daB nach dem Hilfssatz von §5 ein 
vy (#) > 0 existiert, mit der Eigenschaft, daB, wenn wir vg (P) < v (#) setzen, 
2" 8 (Ps Pi +1) < 
Dann ergibt sich aus (29) 


A, (P) — Ay (P’) < 8, 


ou 


ro 
5 Pe 
w. z. b. w. 


Folgerungen aus dem Fundamentallemma. 
25. 
Aus dem Fundamentallemma lassen sich in bekannter Weise!*) weit- 
gehende Sitze ableiten. 
Theorem iiber die Lange in R,. Ist R ein halbmetrischer Raum 
mit gleichmafig stetigen Abstinden und p eine Funktion, die auf dem Strecken- 





11) Man iiberlegt sich leicht, daB das Fundamentallemma auch fiir verschwin- 
dendes A* (b) gilt. 


12) Vgl. (M. Erg.), besonders § 26, 27 und 40. 
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bild C mit endlicher oberer Liinge den Voraussetzungen I. bis III. geniigt, so 
hat C im Raum R,, eine endliche Lénge i, (C). 

Unterhalbstetigkeitstheorem. Jst R ein halbmetrischer Raum mit 
gleichmipBig stetigen Abstinden und q eine Funktion, die auf einer Strecken- 
bildergesamtheit € aus R die Voraussetzungen I. bis III. erfiillt, dann existiert 
zu jedem Streckenbiid C aus €, das cine endliche obere Liinge 2* (C) besitzt, 
zu jedem 2* > 2* (C) und jedem e > 0 ein 6 > 0, so daB fiir jedes Strecken- 
bild C’ aus ©, fiir welches 6 (C, C’) < 6 und 2* (C’) < A* gilt, die Ungleichung 
besteht: 4, (C’) > 4, (C) — «. 

Legen wir speziell einen metrischen Raum") unseren Untersuchungen zu- 
grunde, so erhalten wir mit Hilfe des Tonellischen Prinzipes aus dem Unter- 
halbstetigkeitstheorem folgendes 


Existenztheorem fiir Minimanten. Liegt in einem kompakten 
metrischen Raum eine abgeschlossene Menge € von rektifizierbaren Strecken- 
bildern vor und eine Funktion y, die auf © den Voraussetzungen I. bis III. 
geniigt, so enthilt © maindestens ein (rektifizierbares™)) Streckenbild, das 
Limes einer Minimalfolge von 2, (C) auf € ist. Jedes Streckenbild, das Limes 
einer solchen Minimalfolge ist, ist eine Minimante fiir hy (C) auf ©. 


IV. Uber Variationsprobleme mit héheren Ableitungen 
in n-dimensionalen euklidischen Raumen. 


Kurven, die eine engere Nachbarschaft bilden. 


§ 26. 


Wir betrachten einen n-dimensionalen euklidischen Raum R,, der ein 
metrischer, also erst recht halbmetrischer Raum mit gleichmaBig stetigen 
Abstanden ist. Mit z,(i = 1, ..., ») werde ein System von rechtwinkeligen 
Koordinaten in R,, bezeichnet. 


R,, ist der dem R,, iiberlagerte Kurvenpunktraum, der nach § 15 ebenfalls 
metrisch ist, so da8 die Untersuchungen des Abschnittes III auf ihn anwend- 
bar sind. Wir betrachten im R, eine abgeschlossene Menge € von rektifizier- 
baren Kurven C. Die Menge € der iiberlagerten, wegen § 17 ebenfalls rekti- 


13) Es geniigt auch ein sog. Langenraum. Vgl. (M. Erg.) § 33. 

14) Von der Betrachtung nichtrektifizierbarer Streckenbilder sehen wir in der vor- 
liegenden Arbeit ganz ab. Doch diirfte man unter entsprechenden stairkeren Voraus- 
setzungen tiber die Funktion ¢ (p; g, 7). auch dafiir zu Resultaten von allgemeinerer 
Bedeutung gelangen. Fiir die gewéhnlichen Variationsprobleme vgl. (C. R3) und 
(M. Erg.) §§ 28—32. 39 und 40 und 57ff. 
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fizierbaren Bégen C ist offenbar auch abgeschlossen. Wir wollen im folgenden 
stets den Kurvenpunktraum zugrunde legen und dabei, da nun keine Ver- 
wechslung zu befiirchten ist, die Querstriche weglassen, also 4 statt 4, 
R,, statt R,,, € statt € usw. schreiben. 

Jede Kurve C la8t sich durch n Gleichungen 


Z, = 2, (8) (s = 1,...,#) 


charakterisieren, wobei s die Bogenlange ist, die von 0 bis A (C) lauft, und dic 
z, (s) jedenfalls stetige Funktionen von s sind. 
d' x, 
Wir fithren die folgende Abkiirzung ein: z‘" (p) sei gleich a (p) oder 0. 


ds’ 
je nachdem, ob im Punkt p der r-te Differentialquotient von z,(s) nach s 
existiert oder nicht. 


Uber die Kurvengesamtheit € machen wir noch folgende Voraussetzung: 


Sei N eine abgeschlossene Menge von Punkten von Streckenbildern aus 
€ von der Art, daB fiir jedes Streckenbild C aus € die Punktmenge N -C 
eine Nullmenge im engeren Sinne ist. Die Menge der Punkte von €, die nicht 
zu N gehéren, bezeichnen wir mit M. Dann nehmen wir an, da8 in jedem 
Punkt p von M simtliche im Punkt p gebildeten Differentialquotienten 


d* x, (®) $+=1,...,% 
 tataeaia ili el. and 
existieren und innerhalb M stetig seien. 
Letztere Eigenschaft bedeutet bekanntlich folgendes: 


Es gibt zum Punkt p und zu jeder Zahl « > 0 ein 6 > 0, so dab, wenn 
fiir einen Punkt p’c M 


4 (p, p’) < 4, 
| xf (p) — af? (p')i << (k = 1,...,m—1) 
folgt. (Natiirlich folgt aus 4 (p, p’) < 4, |x; (p) — 2; (p’)| < 4.) 


Erfiilit die Kurvengesamtheit € die genannte Voraussetzung, so sagen 
wir, daB sie eine cngere Nachbarschaft (m — 1)-ter Ordnung bildet. 


(30) 


Nehmen wir speziell p und p’ als konkurval an, so folgt vermittels des 
ik 


d* x. 
Satzes von §11 aus (30), daB die Differentialquotienten sz als 


Funktionen von s in M stetig sind. 


§ 27. 
Bildet die Kurvengesamtheit eine engere Nachbarschaft (auch nur von 
der ersten Ordnung), so kénnen wir folgenden Hilfssatz beweisen: 





di 


ku 
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Zu jedem Punkt p von M und jedem ¢ > 0 gibt es ein o > 0, so daB fiir 

irgendein konkurvales Polygon P aus U (p, 0) - €, fiir welches u (P) > 0 ist, 
A(P) — n(P) 

a) MP pF) 
gilt. 

Beweis. Zuniichst gibt es zu jedem Punkt p von M ein e, > 0, so daB 
U (p.@,;)"€ c M. Man kann daher auch ein 0,(0, > @2 > 0) angeben, 
so daB fiir irgend zwei Punkte p’, p’’, fiir die 6 (p, p’) << 0, und 6 (p, p”) < o 
gilt, stets 


é, 


dz, , dz, ,, 

ae (P)— q, (P< &- 
Ist ¢, und daher g, geniigend klein gewihlt worden, so gilt fiir jedes Polygon, 
das auf einem ganz zu U (p, o,) gehérigen Kurvenstiick gelegen ist, die Be- 
hauptung (31). Man kann nun aber zu dem Punkt p und jedem 0, > 0 ein 
o > 0 wihlen, so daB, wenn von einem Streckenbild C einer abgeschlossenen 
Menge € zwei Punkte q, r in U (p, 0) -€ liegen, das ganze Kurvenstiick C,,, 
welches von der Punkten q und r ausgeschnitten wird, in U (p, 02) - € liegt. 
Angenommen namlich, dies sei nicht der Fall, dann miiBte es zu einer be- 
stimmten Zahl o* > 0 eine gegen Null abnehmende Folge von positiven 
Zahlen 0, 9, ... und eine Folge von Streckenbildern C,, C,, ... geben, 
so daB, wihrend zwei Punkte qg,, 7, von C, in U (p, o&”)-€ liegen, ein 
zwischen q, und rf, gelegener Punkt ¢, vom Punkt p einen Abstand 
6 (p, t,) > o* hat. Da € kompakt ist, so hat die Folge C,, C,, . . . mindestens 
eine Haufungskurve. Auf dieser fallen die Haufungspunkte g,r von gp, T, 
miteinander und mit p zusammen: lim 6 (q,, p) = 0, lim 4 (r,, p) = 0. Da- 
gegen konvergiert, t,, der zwischen q, und r, gelegene Punkt, gegen einen 
Punkt ¢ mit 6(p,t)= o*. Das bedeutet einen Widerspruch zum Satz 
von § 12, womit unser Hilfssatz bewiesen ist. 


Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Minimums. 


§ 28. 
Wir betrachten nun irgendeine Funktion 
a) (m—1) ~(m) ‘= acne 
I (2,2... % ~~ ( m > 2 ) 


die fiir alle reellen, endlichen Werte ihrer » (m + 1) Argumente definiert ist. 
Vermittels dieser Funktion ordnen wir jedem Punkt p und jedem kon- 
kurvalen Punktepaar q,7 aus € eine Zahl » (p; q, 7) in folgender Weise zu 
*— Dir) i. - Vg) 
(gq, 7) ) 2 





9 (P, 4,7) = #(ai(p), 21” (p),-.- 20" ” (p), 
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Fiir andere Punkte p,q,r kann @ (p; 4, 7) in beliebiger Weise oder auch gar 
nicht definiert sein. 

Erfiillt nun @ (p, g, 7) auf € die Voraussetzungen I. II. III. von § 22, 
so gilt das Fundamentallemma mit seinen Folgerungen. Insbesondere existiert 
A, (C), das Riemannsche Integral von f eutlang C, fiir jedes C aus © und 
nimmt auf € sein Minimum an. 

Dafiir, daB II. erfiillt ist, sind die folgenden einfachen Bedingungen hin- 
reichend : 

l. f(z; (p), 2? (p), ..., 2"—?(p), 2”), was wir kurz auch 
schreiben f (p, zm") soll stetig sein fiir alle p aus M und alle endlichen 
Werte von z\” 

. In irgendeinem festgehaltenen Punkt p aus M gilt fiir beliebige 





r rahlen a”, ; a und fiir positive sonst beliebige Zahlen a,, ..., a, 
( a) + .. F + ara{™ xm 

(32) f(, ) if ef (p, 2)-a, 

(32) f\z ay. +e, (a, + + Gr) S 2 IP, Hs )+ ay 


Bemerkung. Man sieht leicht ein, daB diese Bedingung, wenn simtliche 
Differentialquotienten 
— Eae-a8 

0 ar™ 9 a j = Be Tr a) 

existieren und stetig sind, mit der Legendre-Bedingung iibereinstimmt, die 
hesagt, daB die quadratische Form 
a f 

a a”) az ” 


1%, et ale 


SG 
I 
3 


positiv semidefinit sein soll. 


§ 29. 
Zunichst folgt aus 1. unmittelbar og (p) = 0 fiir alle Punkte p von M. 
Ferner zeigen wir, daB fiir jeden Punkt p von M und fiir ein so kleines 9 > 0, 
daB U (p, 0)-C cM, und fiir beliebiges D(O < D < D,) ag (p, 0, D) = 0, 








also erst recht og (p) = 0. Zu dem Zweck zeigen wir, daB es zu jedem ¢ > 0 
ein A > 0 gibt, so daB 
p x" (ry — ai™—(q) , ai™ “Dry — a — \q') 
9° 1 , i ‘ 
(33) (a 5 (q, r) )-#(9, d(q', r’) )<e 


wenn die je konkurvalen Punktepaare q, r und q’, r’, die in U (p, 0) - € liegen 
und fiir die 4 (q, r) > D, 6 (q' 1’) > D gilt, den Ungleichungen 4 (9, q’) < 4 
und 6(r, 7’) < A geniigen. 

Jedenfalls gibt es wegen 1. ein 4, > 0, so daB aus 


2i™— Dip) - 1) (q) =” -1) (r’) = 2i@— Dig’) 


(a4) | —- ie |< 4, 











4 (q, r) o(q, 7’) 





Kurvenpunktréume und Variationsprobleme mit héheren Ableitungen. 295 


stets (33) folgt. Die Ungleichung (34) ist jedenfalls erfiillt, wenn 
|6 (q’, r’) — 6 (q, r)| _— aon A 
5(q, r) 5 (q’, r’) | xt 1) (r) = am 1) (q)| <= zr 
= m— _ m— , A 
(|2i"—? (r) — af" PP @—a MI< FZ 


Diese beiden Ungleichungen sind aber, die erste wegen der gleichmaBigen 
Stetigkeit der Abstiinde, die andere wegen (30) durch passende Wahl von A 
erfiillbar. 





ITA 7) (r’)| + |2; 


Endlich zeigen wir: Es gibt fiir jeden Punkt p von M und jedes ¢ > 0 
ein 9 > 0, so da8 fiir irgendein konkurvales Polygon 
P = {p,,..., Pet CU (p, o) °C, 





fiir welches « (P) = 4(p,, p,) > 0 ist, 
ai" (p,) —24"—  (p,) 
I(r. O(P,» P,) ) 


r—1l 
“en P,) a [5 (ms )(p.— 


Wegen der Siete 2. brauchen wir nur zu zeigen, da8 man ein 9 > 0 
angeben kann, so da8 


(m 





ee 
3 
0 (P; 4 Y P;) 








tf Ms 
{\p., O(P,» P,) 
r—1l1 
2D O(Pjs Py s 1) (m —1) _ tm 
Be Yen kt -f J. eT ” (Py) =? 
6(P), Pr) — | 


2 bmp? 41) 


Das liegt aber wegen des Hilfssatzes von § 27 auf der Hand. Es ist also 
auch t, (p) = 0. 


(Eingegangen am 7. 9. 1937.) 








On the fundamental geometrical properties 
of linearly measurable plane sets of points (II).’) 


Von 
A. 8. Besicovitch in Cambridge (England). 


Introduction. 


§1. 

The Geometry of a class of elements as wide as that of plane sets of 
points, restricted only by the condition of being linearly measurable with a 
finite measure, must consist almost entirely of a study of the neighbourhood 
of the general point of the plane. 

From this point of view the main topics of study are 

(i) the density of the set at the general point of the plane, 
and 

(ii) the configuration of the set in the neighbourhood of the general 
point and in particular the existence or non-existence of a tangent. 

A general investigation into these problems has been given in my paper 
quoted above. 

A series of particular problems has since been considered by various 
authors?). 

The present paper, like my first paper, is devoted to a general investigation, 
but the new methods introduced in this paper lead to improved proofs and 
new results concerning the problems of the first paper, and to the solution of 
some new problems. 


1) I. A. S. Besicovitch, Paper under the same title, Math. Annalen 98 (1927). 

*) II, A. S. Besicovitch and G. Walker, On the density of irregular linearly 
measurable sets of points, Proc. of London Math. Soc. (L. M. 8.) 32 (1931), pp. 142— 153. 
III. J. Gillis, On linearly measurable plane sets of points of upper density 4. Fund. 
Math. 22, pp. 57—70. IV. J. Gillis, Note on the projection of irregular linearly mea- 
surable plane sets of points. Fund. Math. 26, pp. 229—233. V. J. Gillis, A Theorem 
on irregular linearly measurable sets of points. Journal of L. M. S. 10, pp. 234— 240. 
VI. G. W. Morgan, The density directions of irregular linearly measurable plane sets. 
Proc. of L. M. 8. 88 (1935), pp. 481—494. We shall refer the cited papers by the 
Roman figures standing in front of them. 
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Chapter I. 


Notation and Definitions. 


§ 2. 

We denote by ¢ (a, r) the circle of centre a and radius r, by {a. (6,, 9,)} 
the part of the plane included in the angle of vertex a and of sides making 
angles 6,,6, with the positive direction of the X-axis. We write 

{a, (,, 64), r} = ¢ (a, r) {a, (0,, 94)}, 
i. e. {a, (6,, 05), r} is the common part of c(a,r) and {a, (6,, 4,)}. 

Given a set of points E we denote by dE the diameter of E£, i. e. the upper 
bound of the distance between two points of E. We denote by U a convex 
area, including or not including its boundary; by A a finite or an enumerably 
infinite set of convex areas U. Denote further by A (g) any set A such that 
for each of its elements U, dU So. A(E), A(E, o) denote respectively 
sets A, A (g) including the set EZ. 

If Z is an enumerable set of elements, with each of which is associated 
a value of a variable z, then ~ z denotes the sum of the values of x corre- 


sponding to all elements of E; e. g. 2 dU, or more briefly J d, is the sum 
A A 
of diameters of all areas of A. 
Carathéodory’s linear measure LE of the plane set £ is defined by the 


equation 


LE=ilim 2 dU. 
oO AE, @) 
Consider the ratio 


L{E x c(a, r)} 
2r 
The lower limit, the upper limit and the limit of this ratio, as r 0, 
are called the lower density, the upper density and the density of the set E at 
the point a (a may or may not belong to £), and are denoted by 
D, (a, EZ), D* (a, BE), D(a. EB). 
D (a, E) exists only if 
D, (a, E) = D* (a, EB). 
Similarly the limits of 
L{E x (a, (6,, 9,), r}] 
2r 





as r + 0, are called densities of E at the point « in the angle (6,, 6.) and are 
denoted by 


D, {a, (6;, 92), E}, D* {a, (6,, 9,), BE}, D {a, (6,, 65), E}. 
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Any point of the set EZ at which the density exists and is equal to | is 
called a regular point of the set, any other point is called an irregular point. 
If almost all points of E£ (i. e. all points with an exception of a subset of linear 
measure zero) are regular points the set EZ is called a regular set, and if almost 
all points are irregular the set is irregular. 

Definition. The line TT’ passing through the point a and making an 
angle 0 with the X-aris is soid to be the tangent to the set E at the point a if 

(i) D* (a, E) > 0, 


(ii) for any positive e 
D{a, (6+ 2,0+2—8), E}=0, Da, (6+2+6,0+2x-e), E}=0. 


It follows at once that there cannot be more than one tangent to the set at 
any point of the set. 

This definition includes the usual definition of the tangent. 

It is known that at almost all points of a rectifiable curve the tangent exists. 


Chapter II. 
Elementary Lemmas. 
§ 3. 


Lemma 1. To any measurable set*) E and any positive number e, cor- 
responds a positive number 9 = o (E, e) such that for any set A (0) the equality 
L{E xX A(o}}< 2 dU +8. 
is satisfied. 4@ 

From the definition of the linear measure it follows that there exists a 
number @ > 0 such that for any A (0, FE) 

(1) x dU > LE — =. 
A(e, EB) , 
For this value of 9 take any A(o) and write 
E x A(o) = &,, E—E,=&,. 
Define A (0, E,) so that 
(2) x dU < LE, + 5. 
A (e, B32) 
We have 
By (1) 


Zsdv+ 2 dU > LE — 5. 
A(e) A (9, EB) 


*) When talking of measurable sets we shall always mean sets of finite measure 
unless the opposite is stated. 
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Hence by (2) 
2dU>LE, —«, 
A (0) 

which proves the lemma. 


§ 4. 

Denote by B(@) any set consisting of a finite or of an infinite set (not 
necessarily enumerably infinite) of sets V (which may overlap), each of a 
positive diameter S 0. 

Lemma 2 (The Vitali Lemma). To any measurable set E and any 
positive number e, corresponds a positive number o such that any set 


B(o)= 2V 
contaims a subset 
B= ZV, 
of non-overlapping sets V such that 
J dv, >; L{Ex B(o)} —e. 
> 
Define o so that for any A (60) 


(1) Ss dU > L{ExA (60)} — 6e. 
A (69) 
Take now an arbitrary set B(o) of finite diameter and write 


Die) = 3B, + B+... 


where B, consists of the sets V for which 


30 . _ 
and 
30 30 P _* 


From an arbitrary point of an arbitrary set V, of B, describe the circle c, 
of radius 3dV,. If c, does not include the whole of B, then let V, be a set 
of B, not entirely included in c,. From an arbitrary point of V, describe the 
circle c, of radius 3 d V,, and so on. It is easy to see that the distance between 
the centres of any pair of such circles is > } 0, from which it follows that 
the whole of the set B, is included in a finite number of such circles, say in 
C,, Cg, ..., Cy. Then we take an arbitrary set V,,, of B, not entirely included 
in the above circles and from its arbitrary point describe the circle c,,, of 
radius 3dV,,, and so on. Denote by C the set of all such circles. We have 


C> B(po). 
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The diameter of each circle ¢, is S60, therefore by (1) 
dar > L(ExC)—6e 
> L{E xB (o)} — 6¢. 
Denote by B’ the set of the sets V,. These sets V,, do not overlap. We have 
24aV,=54 22,1, 
B’ c 
and the lemma follows. 
$5. 
Lemma 3. Given a measurable set E there exists a closed set E,, almost 


all points of which belong to E and whose measure is as near LE as we please. 
Take a sequence of sets A, = A {E, o,} of closed areas such that 


o, +0, DdU>LE. 


and that every area of A, ,, is pa ee in an area of A,. We have 
(1) a 4, > &, 

and as I A, is included in any A,, 

(2) L I] A, = LE. 

Given a positive number ¢ — re U, a finite set of areas of A, such that 
(3) L{E (A, — %)} <5 

Denote further by W, a finite set of areas of A, such that 

(4) L{E (A, — %,) 4} < 5, 


and so on. Consider the set £, = 17%, For any m we have £, C &,. 
Y,, being a finite set of closed areas = conclude that all limit points of E, 
also belong to U,, and a fortiori to 1 q,, = es i. e. E, is closed. From (1) 
and (2) we conclude that almost all aren of 1 A,, belong to E and as E, 
is a subset of i A,, it follows that almost all points of E, belong to £. 
From (3), (4) and similar inequalities it follows that 
L{E—E[T%}<e 
and consequently 
LE, = LE [J %, > LE on i 


which proves the Lemma. 
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Chapter III. 
Density of a set at points outside the set. 
§ 6. 

Theorem 1. The density of a measurable set E is zero at all points outside 
the set, with the exception of a set of measure zero. 

Let 0 <« 1 be any constant number, and F the set of points outside E, 
at which the upper density of E is > «. By Lemma 3, given ¢ > 0 we can 
find a closed set E,, of measure > LE — e, such that LEE, = LE,. We 
write E = E, + E,, where E, = EE, and LE, < «. 

We also write F = F, + F,, where F, = (EF, — E,)xF. Then LF, =0, 
und F, is outside Z,. Consequently the distance of any point of F, from E, 
is positive. Given a positive number @ we associate with every point of F, 
a circle with centre at this point and radius <} @ and also less than the 
distance from the point to the set #,, in which (the circle) the mean density 
of E is >«. Denote the set of all these circles by C. 

We write 

C=C,+0,+C;+ 

where C, is the set of those circles of C for which 

bo 40 

ae tie of 
As in the proof of Lemma 3, we take an arbitrary circle of C, and describe 
the concentric circle y, of four times larger radius, then we take another circle 
of C', which is not entirely included in y, and describe the circle y, of four 
times larger radius, and so on. Let J” be the set of all circles y,. We see as 
before that J°> C, and that the circles of C which are concentric with the 
circles of J’ do not overlap. Denote by C’ the set of these circles. We have 


aSr=42r. 
r C’ 
The set C’ does not contain any point of E£,, so that 
L(ExC’) <= LE,. 


On the other hand the mean density of £ in every circle of C’ is greater than a, 


so that aS 2r<L(ExC’). 
c 


Thus 
ad2 r< LE,, 
ra 
or 
L2r< 


Tr 
As I" > F and 0 and ¢ are arbitrary, we conclude that LF = 0. This being 
true for any «, we conclude that the theorem is true. 
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x 


e . 
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Chapter IV. 
Upper Bounds for Upper Densities. 
§ 7. 
Denote by A (q@) the following tunction 
d (a, (9,0 + 9),7} 





4 (9) = 2r 
so that 
Ag= + for 0<9Sz 
— he x 
=sn> » 3< 97S 
l » AGP S2Qa. 


Theorem 2. For any measurable set E, the points a of the set at which 
(1) D* {a, (6,60 + ~), BE} > A(¢) 
for at least one pair of values of 6 and @, form a set of measure zero. 


In this theorem the symbols 


{a, (0,0 + 22),r}, D* {a, (6,0 + 22), EB} 
denote ¢ (a,7) and D* fa, E}. 

Assume that the theorem is not true and that the set Z, of points of E 
at which the inequality (1) is satisfied for at least one pair of values of 6 and 9, 
is of positive measure. Taking a positive number « denote by EF, the set of 
those points of E, at which the inequality 

D* {a, (6,6 + ¢), BE} > (1 + «) 4 (¢) 
is satisfied for at least one pair of values of 6 and g. Assume « to be chosen 
so that 
LE, >}4LE,. 

Take two positive numbers ¢, satisfying the inequalities 
(1. 1) e<z LE, 1<gLE, 
and define a positive number o so that for any A (g) the following two condi- 
tions are satisfied: 


(i) L{EA(o)}}< 2 dU +7, 
4 (oe) 


(ii) there exists a subset A’ (o) of non-overlapping areas of A (9) such that 
£0 > 4 L{ExA (o)} —«. 
A'(e 


The existence of such a value of o follows from Lemma 1 and Lemma 2. 
With every point a of E, we associate the sector 


{a, (6,6+ ),7}, r<4 
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such that 

(2) L [E {a, (0,6 + g), r}) > (1 + «) d {a, (0,6 + 9), r}. 
If » >2 we replace {2, (0,6 + @), r} by ¢(a,r) and we have 

(2, 1) L{Exc (a, r)} > (1 + a) 27 = (1 + «) de (a, r). 


Take now for A (9) the set of all sectors and circles associated with points 
of E,. We have 


(3) A (9) > Ey. 
There exists a subset A’ (9) of non-overlapping areas of A (go) such that 
2 dU > 4 L{ExA (o)} — «. 
By (3) tix 


(4) Z dU>i1LE,—e>2LE,. 
A’ (¢) 


On the other hand from (i), (2) and (2, 1) 
(l+a) 2 dU <L{ExA’' (o)}}< LD aU + ». 
A'(e) 


A'(¢) 


Hence 
a ts dU << Ys 
A’ (9) 

and by (4), 
5, LE, _ ), 


which is impossible by (1,1), and thus the theorem is proved. 

Cor. 1. A rectifiable Jordan arc E is a regular set. 

It is known that the measure of a rectifiable curve is equal to its length. 
Let a be any interior point of E and r, its distance from the end points of EZ. 
Then L{E xe(a,r) &22r for any r S7q and consequently D, (a, Z) > 1. 
This, together with the above theorem establishes that D(a, F) exists and 
is equal to 1 at almost all points of £. 


Chapter V. 


Invariance of Densities with respect to operations of Addition 
and Multiplication. 


§ 8. 


Theorem 3. At every point, with the exception of a set of measure zero, 
of the sum of a finite or of an enumerably infinite set of measurable sets the various 
densities of the sum are equal to the corresponding densities of the term of the sum 
to which the point belongs, the measure of the sum being assumed finite. 

For let 

E=E,+£8,+... 


20* 
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where £,, E,, ... are measurable and LE is finite. By Theorem 1 the den- 
sity of E — E, is zero at almost all points of Z, and consequently at all these 
points all densities of £ coincide with the corresponding densities of £,. The 
argument is applicable to any set EZ, and the theorem follows. 

Cor 1. At almost all points of a measurable subset of a measurable set all 
the densities of the subset coincide with the corresponding densities of the set 
itself. 

Cor. 2. Any measurable subset of a regular set is a regular set. 

Particular case 1. Any measurable set on a straight line is regular. 

This proposition follows from the fact that any such set is a subset of a 
straight line, which is a regular set. This proposition is obviously the Lebesgue 
theorem on the density of linear sets. 

Particular case 2. Any measurable set on a rectifiable curve is regular. 

Theorem 4. (Theorem of Decomposition). The set of all regular points 
of a measurable set is a regular set and the set of all irregular points is an irre- 
gular set. 

The theorem follows at once from Theorem 2. 

Thus any measurable set can be repfesented as the sum of a regular set 
and of an irregular one. That is why we call this theorem the .,Theorem of 
Decomposition. 

Let E = E, + E, be a general linearly measurable set and E,, E, its 
regular and irregular components. By Theorem 3 at almost all points of £ 
the densities of £ are equal to the corresponding densities either of E, or of 
E, and thus 

The laws of distribution of densities at points of regular sets and of irregular 
sets give the corresponding laws for general sets. 

Therefore in what follows we shall study densities only of regular and 
of irregular sets. 

» Theorem 5. Let E,, By, ... bea finite or an enumerably infinite sequence 
of measurable sets and E the intersection of these sets. At almost all points of E 
all the densities of E are equal to the corresponding densities of each set of the 
sequence. 

Corollary. The intersection of a regular set with a measurable set is a 
regular set; the intersection of an irregular set with a measurable set is an irre- 
gular set; the intersection of a regular set with an irregular set is a set of 
measure zero. 

Definition. A measurable set which is contained in an enumerable set 
of rectifiable curves is called a Y-set. 


It follows from previous theorems that any Y-set is a regular set. 
Theorem 6. Let E = E, + E, +... where E,, Ey, .. . are measurable 
and LE is finite. At every point of the sum set, with the exception of a set of 








> « 


~ 
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measure zero, at which the tangent to the sum exists, the tangent to the term of 
the sum, to which the point belongs, also exists; and conversely, at every point, 
with the exception of a set of measure zero, of any term E, of the sum at which 
the tangent to E, exists, exists also the tangent to E, and the tangents coincide. 

The theorem follows from the definition of the tangent and from Theorem 1. 

Here again the law of existence or of non-existence of a tangent at points 
of a general set follows from the corresponding laws for regular and for irre- 
gular sets. 

Remark. In the case when the sets Z£,, E,, ... overlap, let E’ be the 
set of those points of E which belong to more than one £, and at which a 
tangent to E exists. Then it follows from the Theorem 6 that at every point a 
of #’, with the exception of at most a set of measure zero, the tangent to £ 
is also the tangent to every set F#, containing a. 

Corollary 1. At almost all points of a subset of a rectifiable curve the 
tangent to the subset erists. 


Corollary 2. At almost all points of a Y-set the tangent to the set exists. 


Chapter VI. 
Lower bounds for upper densities. 


§ 9. 
Theorem 7. For any irregular set E, at almost all points of the set 
ofg(_% 4 2) gi> =. 
D* \a,(— > y) 2; =7 
Assume that the theorem is not true and that the points of Z at which 
the above inequality is not satisfied form a set Z, of positive measure. Then 
there exists a positive number 6 < } such that the set EZ, of points of £, 
at which 


D* la, tn ao - =), B x6 


has also a positive measure. Let ¢, 1) be an arbitrary pair of positive numbers. 
Take a positive number y and denote by E, the set of those points of E£, at 
which 


(1) LIE {a,(— 4, + 5) t}] <2r(+.e) for all rS y. 


We assume y small enough for LZ, to be positive. Take an A (y, £3) such that 
2» dU < (1+) LBs, 


A (y, E;) 


then there exists an element U, of A (y, Z,) such that 
(2) dU, < (1+ ny) L(E,xU,). 
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Taking a system of coordinate axes in the plane of the set E denote 
by £,(c) the set of points of Z, x U, with abscissa >c. LE, (c) is 
a continuous function of ¢ since the intersection of EZ, (an irregular set) with 
the line z = c is of measure zero. Choose ¢ to satisfy the inequalities 


L(E,xU,) > LE, (c) > (1 — ») L (Ex U,). 


Take a point a of E,x U, which does not belong to E, (c). 
We have 


Ex |a,(— 3, + 5), @Us} > Ble) 


and consequently 
(3) L|Ex la, ( - 5, + =), aU,}| > LE, (ec) > (1 — y) L(BsxU,). 
On the other hand by (1) and (2) 


(4) L[Ex|a, (—Z, + =), dU,] < 240, (6 + @) 


2 
< 2(1 + 9) (6+ «) L(B,x U,). 

By (3) and (4) 
” l—y rs 
(5) a <2(6 + e). 
This inequality has been deduced for a fixed 6 < } and for arbitrary », and «. 
As the inequality does not hold for sufficiently small 1, ¢ the theorem is 
proved. 

Remark. If we assume that the semi-circle la, (— > + >), r| in 


the definition of D* {a, (- > + =). E} includes also its boundary so that 


D* {a, {— > + +): E} is the upper density of the part of EF to the right 
from and on the ordinate of a, then Theorem 7 can be generalised to the case 


of regular sets and a fortiori of general sets. The slight alterations in the proof 
necessary for this case are obvious. 


Thus the bounds given by Theorem 6 und Theorem 7 for the upper den- 
sities are the following 


1 n 
OS D* {a,(0,0+ 9), FE}S 3 for 0< SR 
0S D* {a,(0,0+ 9), E}Ssnt ., $< y<z, 
> = D* a, (0,0 + 9), ES! » R92. 


These results will be shown to be the best possible. 
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Chapter VII. 
Density in Opposite Angles. 
§ 10. 


We shall now study the upper density of measurable sets in opposite 
angles. The structure of regular sets as established in § 17 shows that the 
problem is rather simple for this class of sets, and therefore at present we shall 
study it for the case of irregular sets. 

Theorem 8. At almost all points a of an irregular set E 


D* {a, (6. 6,), B} + D* {a, (a + 0,.2% + 64), E} > >>F sin 
where 0 < 0, — 0, <2. 
For the sake of symmetry we shall assume 


— = 0, 


6, = > —4, 6,=> +4, O<a<Z. 


Let 6 > 0 be such a number that the set of points of E ac which 
D* a, (> —«, +a), #} + D* la, (3 —«., “7 +a), Bl <oé 
has a positive measure. Then there exist two positive numbers 6,, 0, such that 
0; a Oo <0 

and that the set of points a at which 

D* \a,(>—2, F +a a), BE) << 6,, D* (a, (7 —a, 97 +a), B} <0, 
has a positive measure. 

Take a positive number y and denote by £, the set of those points a 
of E at which 
LE {a G —a,—+ a), 7 r\|S2rd,, LIE | la, (32 —a, 2 “r x), r\| < 2ré, 
for allr Sy. The number y is assumed small enough for LZ, to be positive. 
Denote further by E, a closed set of positive measure, almost all points of 
which belong to £,. By Lemma 3 such a set exists. 

By the definition of measure, given e > 0 there exists a closed area 
U,dU =1, such that 
(1) L(E,xU)>(1 —e)l. 

Denote by G@ the set formed of every segment a6, both ends a, 6 of which 
belong to E,x U and whose angle 6 with the X-axis satisfies the inequalities 
. —-«2f05 = + ao. 

It is easy to see that the set @ is ,,closed‘*. Let a, b, be the largest segment 
(or one of the largest) of G. We write 


(3 3 3 7 
Ples.b) = fon (Fa +8) + a lF—m Fh 
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Denote by ¢,a,d,6, the parallelogram representing the common area in 
the angles 
3: 3 : 3 \ 
os (F—59F +0) and fs (Fa +a) 
c, being the left vertex of the parallelogram and d, the right one. Let finally 
p (@,, 6,) denote the complement of P (a,,5,) to the whole plane so that 


p (a, 6,) = lea, (F + e, —a)} + {d,, (~ +a, > —a)}. 


We assume that p (a,, 6,) includes also its boundary. 
For any point 6 of E,U {a,, (= — @, ate + a.)| we*) have a,b Sa,b,, 
for a,6 is a segment of G, and no segment of @ is greater than a,),. 


Thus 
E,U la,, (? — a, ? aa a)| CE,U (41, (F — a, = + a), a,,| 
Bla, F—« +2) ab} 
and therefore 


L [ #,U {a,, (F — @, oe + «)} | < 24,b,4,. 
Similarly 

L|£,U {b,, (Fs —a, ++ a)} <2a,b,6, 
and thus 
(2) L{E,UP (a,, b,)} < 24,5, (6, + 4). 


Denote now by a,b, the largest segment (or one of the largest) of G belonging 
to p (a,,6,) and consider the sets P (a,,5,) and p(a,,6,). We shall have 
(3) L{E,U P (ag, bg)} < 24,5, (6, + 44). 

Let further a,, be the largest (or one of the largest) segments of G be- 
longing to p (a,, b,)x p (az, b,). We consider the sets P (a5, 5), p (a3, 5s), 
and so on. There are now two possibilities. Either, afcer a finite number of 
steps, say , there will be no segment of G belonging to p (a,, b,) x p (ag, 6.) ... 
x p (@_, 5,), or we get an enumerable sequence of sets P(a,, b,). Observing 
that the projections of parallelograms a,d,b,c; on the X-axis do not overlap 
we conclude that a,b, > 0 as i> o and consequently in this case also no 


segment of G belongs to the region ni p (a,, 6,). Thus denoting by /7 p (a,6,) 
i=1 


the intersection of all the p (a,, 6,): whether there is a finite or an infinite 
number of them, we shali have in both cases that the segment connecting 


any pair of points of E,x /7 p(a;, 6,) forms an angle < 3 — « with the X-axis. 


*) Writirg the product of sets we shall often omit the sign x for convenience 
of printing. 
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Consequently the set E,x/J/ p (a;,6,) = F lies on a rectifiable curve, and 
is of measure zero, since Z, is irregular. We have 


(4) E,U = ZE,UP (a,,6)+F, LF =0. 
By (2), (3) and similar inequalities and by (4) 
(5) L(E,U) = 2 L{E,UP (a,, b,)} < 2 (6, + 6.) £ a,b,. 


We shall now estimate the value of 2 a,b,. If the whole sequence of P (a,, b,) 
consists only of one term P (a,, 6;) then 


(6) 2 a,b; = a,b, Sl. 


If the sequence of P (a,, b,) consists of more than one term then we form 
a set H of segments in the following way. If the points c,,d, are inside U 
then the segments a,c,, a,d, are taken to the set H. If the point c, is outside 
and d, inside (there may exist only one such parallelogram) then the larger 
of the two segments d,a,, d,b, is taken to H and similarly if d, is outside U, 
the larger of the segments c,a,, c,b, is taken to H. If the sequence of P (a,, 6,) 
consists of more than one term there does not exist a parallelogram a,d,6,¢,, 
whose two vertices ¢,,d, are both outside U. We have 
a,b; S a,c; + a,d;. 
Let k; be the length of the larger of the two sides a,c,, a,d, (or their common 


length if they are equal). It is easy to see that if a< ro 


s l 1 
a,b, Sk, 7 (1 i Teena) 1: Shy + (1 — gapz)* 
and if ‘2F 


a,b; S k,. 
Now we write 
2 a,b, = £’ a,b, + 2” a,b,, 
where the summation 2” is extended over those values of i for which both 
points c;,d, belong to U, and 2” over other values and consequently over 
not more than 2 values. We have 


P a,b; = os (a,c, + a,d;) 


and 
=" a,b, S =" ky, iff «2s, 
<2" (k+(l-gocc)i}, if «<§G, 


Observing that 
LH = ps (a; C; + a; d;) +. a k;, 

we have 

(7) 2a,6,< LH if «=- 


sf 
3 , 
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and 


(8) 2 a,b, < LH + 2(1 — 





° a 
2 cos =)! if a< _ 
Now all segments of H form with the X-axis either an angle a —o 


or = + a and their projections on the X-axis do not overlap. Observing 


in addition that H is entirely included in U we have 


(9) LH S| cosec «. 
By (6), (7), (8), (9) 
(10) a,b; Sl cosec «, if «<= = 
S (coseca — seca+2)l, if a< = 
By (1), (5). (10) 
(1 — e) 1 < 2 (4, + 64) 1 cosec «. if «> 


| A eo] 8 


<2 (6, + 6,)1 (cosec a — seca +2). if a< 
We may write 


(1 — e) l < 2(6, + 4,)/K (a) cosec «, 


where 
K (a) = 1 for «= z 
K (a) is near 1 for « near 0 and > 
and 
K (a) < 15 for 0<a< >: 
We have 
— . 
0, + %6,> Km (1 €) sin @, 
and consequently 
on the — 
0 > 3K | €) Sin a: 
this being true for any ¢ we conclude that 
1 ‘ oF as 
a ~ 2a 
= 3Kw@ 3% > gsine. 


which proves the theorem. 
Remark. The fact that K («) = 1 for « > 5 suggests that the formula 
is true if A («) is substituted by 1. But I am not sure that even with K («) = 1 


the formula gives the exact lower bound. For my set of upper density®) } 


D* la, (0,0 + =) E} = = for all 0 


5) I, §1l, pp. 431— 434. 
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and consequently 
| , % : 32 1 os 

D* a, (0,6 + +) BE} + D* (a, (6+2,0+ =) El => =n 

so that if we want a constant K’ such that the inequality 
D* {a, (0;, 93), B} + D* {a, (0, + 2, 0, + 2), B} > 5K’ sin 2% 

be true for all irregular sets E and all 6,, 0, then K’ belongs to the interval 
$< kK'sy?2. 


From Theorem 8 and from the definition of the tangent follows at once 
Theorem 9. At every point of an irregular set, with the exception of a set 
of measure zero, no tangent exists. 


Chapter VIII. 
Continua of finite linear measure. 


§ 11. 

Our further study of measurable sets will be based on a certain lemma, 
for the proof of which we need some preliminary investigations on arc-wise 
connected sets (a. c. sets) and on continua. 

Lemma 4. Any a. c. set E of finite linear measure can be represented as 
a sum 

E=G6+6, 
where 
(i) G is a set of rectifiable curves, 
(ii) the distance of any point of G, from G is zero, 
(ii) LG, = 0. 
Let a be the general point of E. Take an arbitrary point a, of Z, and let ®) 
u. bd A (ay, a) = dy. ° 
Take a point a, at a distance > 4d, from ay and let y, be a Jordan are 
connecting a, and a, and belonging to E. We have 
Ly, > 3d. 
Let 
u. bd A (y,, a) = da; 
take a point a, of E at distance > } d, from y, and connect it with y, by a 
Jordan are +, belonging to E—y,. We have 
Ly, > 3 dy. 
6) 4 (A, B) denotes the distance -between the sets A and B, so that A (a,, a) is 


the distance between the points a, and a, A (7, a) is the distance from the curve y to, 
the point a, and so on. — u.bd = upper bound. 
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Similarly, let 
u. bd A (y; + v2, 4) = ds, 


and let a, be a point of EZ at distance > 4d, from y, + yg; and so on. 
The set y, -+ y2 + ... can be taken forG. Taking the remainder of £ 
for G, we easily see that G, satisfies the condition (ii). We have to shew 
that LG, = 0. 
By (ii) G, is included in the derivate set of G and therefore the theorem 
will be proved if we show that G’ — @ is of measure zero. 


For any » G’ —G can have only a finite number of points which are 


limit points of y, + v2 + ... + Yn, since there are at most 2» points which 
are limit points of y, + y. + ... + y, and do not belong to y, + y2 +... + Yn- 
Write 
R, = Yani t Yara t--- LR, = tp. 

We have r, > 0. Let e, be the farthest (or one of the farthest) point of 
(’ — Gfrom y, + yg + ... + Yn, and 6, its distance. Draw the circle ¢ (e, , 20) 
and let e, be the farthest (or one of the farthest) point of G’—@ from 
¥itVot ---+ Yn Which is not inside ¢(e,, 24,), and 4, its distance. We draw 


the circle ¢ (eg, 2 6.) and so on. Let C be the set of all these circles. Obviously C 
includes all the points of @’ — @ except possibly those whose distance from 


¥it Y2 + --- + Y» IS zero, i. e, except a finite number of them. Consider 
now the circles ¢ (e;, 6;). They do not overlap, and do not contain any point 
of y; + Y¥2+...+ Yn. Moreover, for any 7 


L{R, xe (e,, 6;)} = 4;, 
because there are points of G as near e, as we please and the part of the path 
connecting such a point to y, + yg +... + y, which lies inside ¢ (e,, 6,) 
belongs to | 
Thus 
n 


26,5 LR,, 
and consequently 
LdS4LReR, = 47, 
i. e. 
(1) L(@ —G)=0. 
Since for any » C includes G’—G. This proves the Lemma. 
Corollary. Ij E is ana. c. set of finite measure and E’ its derivate set then 
L(E’ — E) = 0. 


For, using the notation of the preceding proof, write E = G + G,, then . 


E’ = G’, since the distance of any point of E’ — E must be zero either from 
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G or from G,, and in the second case the distance from @ is also zero as the 
distance of any point of G, from G is zero. Then the result follows from (1). 
Theorem 10. Any a. c. set of finite measure is a regular set. 
For take the preceding representation of an a. c. set E 


E=G6+6, 
where @ is an enumerable set of Jordan arcs and LG, = 0. Then the theorem 
follows from the fact that a Jordan arc of finite measure is a regular set. 


§ 12. 
Lemma 5. If E is a continuum and a an arbitrary point of E then for 
any r << LE 
L{Exe (a, r)} =r. 


For, if the lemma is not true, there exists a point a, of E and numbers 
11; Te, O<O 7, < to <( LE such that 
L{E xc (dg, T2)} 1 
The set EX (a9, 72) being closed (e¢ (ag, 72) is taken as a closed circle) we 
can include it in a set A (0) of a finite number, say », areas satisfying the 
condition 


’ r ls 
ya d ae Lcd 
A (@) 2 
. . , ” - ” P To ? 
Then there exists a pair of numbers 7’ < r” Sr, such that r i> +— 
— 2 Zn 


and that the ring ¢ (a9, 7’’) — ¢ (a9, 7’) does not contain any point of 2, and 
thus the point a) cannot be connected with a point of Z outside ¢ (dy. 1’) 


. » ’ . %— I? "1° . 
by a chain of points of £ distant from one another < —;—. This being a 
ny all 


contradiction with the definition of a continuum, the lemma is proved. 
Lemma 6. From an infinite set of uniformly bounded and equally conti- 
nuous functions, a uniformly convergent sequence of functions can be selected’). 
Theorem ll. Any continwum of finite linear measure is an a. ¢. set. 
Let E be a continuum of linear measure /, and 6, ¢ two arbitrary points 
of E. To any 6> 0 there exists a finite number of points of £ 
© = He, G,, ..., Me = C 
such that 
0; to. < : for 1 =0,1,...,k—1. 
Denote by /, the point «, with the largest ¢ satisfying the condition 


0< ba; <— O, 





*) For a proof see R. Courant and D. Hilbert, Methoden der mathematischen 
Physik, Bd. I, Kap. IT, § 2. 
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then by f, the point «, with the largest ¢ satisfying the condition 
$6 < Ba, < 4, 
and so on. In this way we shall obtain a sequence of points of Z 
b= f,, B,,....8,=¢ 

such that 

B.B;>46 for any 1+) 
and 

B:Biny<. 6 for + =0,1,....8 —1. 

The circles c(8,, } 6), fori = 0,1, ..., n, do not overlap and for each of them 

L{Exe (B;, } )} S40. 


Consequently 
(3) lL=LE=>} (n+ 1)6. 
Denoting by P the polygonal line 6,8, ... 8, we have 
LP < nd, 
and by (3) 
LP _ 4 l. 
Now let 6 take values of the sequence 4,, 62, ..., 5, > 0 and call the cor- 
responding polygonal lines P,, P,, . . . and their lengths p,, po, ... For any 
Pn < 41. 


We may assume that p, tends to a limit, say p S 4 I, for if it does not, we may 
replace the sequence 6,, d,, ... by a certain subsequence for which it does. 
On each line P,, the general point can be defined by the length s of the part 
of the line from its origin to the given point. Write 
8 = OP, 
then 0 oS 1. Considering our lines on the Argand’s diagram we write 
their equations in the form 
z= f, (Pn) 

We have 
(4) fn (0 Pn) — fn (0 Pn)| Slo’ — 0 | Pp S410" — 0” 
Thus the functions /, (a p,) are equicontinuous. By Lemma 6 there exists a 
uniformly convergent subsequence 

fn, (OPn,) * = 1,2, .-.. 
Let / (op) be the limit of the subsequence. For any 0 So, 1 we have 

lim fn, (GoPn,) = | (G0P). 
Let 9, be the value of o corresponding to one of the ends of the segment 
containing the point Fo Pn; We have 


(on aay Ge) Pa, < bn, 5 





fr 


n 
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and by (4) 
lim In, (Gn, Pn,) = f (oop). 


Thus / (op) is a limit point of a sequence of points of Z. E being a continuum 
we conclude that / (a, p) is a point of #. Thus the curve 
z = / (op) 

lies entirely on E and connects points 6 and ¢ (foro = 0, 1). The curve need 
not be a Jordan arc, because / (op) may take equal values for different values 
of c. If this happens, we denote by J the set of all intervals, at the end points 
of which / (op) takes equal values. Let A, be the largest of these intervals 
(or one of the largest). The existence of such an interval follows from the 
continuity of {/(op). Let A, be the largest interval of J outside 7,, A, the 
largest interval outside A, + A, and so on. It is easy to see that on the set 


“a ~6,—&— 


of values of o (all A; are supposed open at one side and closed at the other), 
{ (ap) does not take equal values and that for this set of values the equation 


z =f (op) 


represents a Jordan are. This proves the theorem. 


§ 13. 

Given a set FE, we denote by {E, 6} the set of all points whose distance 
from E is S 6. 'Thus {£, 6} includes EZ for any 6 = 0. 

Definition. A sequence of continua E,, E,, ... is said to converge to the 
continuum E if to any 46> 0 corresponds an integer n, such that for any 
n> No 

{E, J}> E,, {E,,5}> E. 


It follows from this definition that there exists a sequence of points 
a,, a, — E,, convergent to any given point of £. 

Definition. A set E is called a 6-set of a set G if the distance of any point 
of G from E is S& 4, t. e. if {B, 8} DG. 

Points of EZ may or may not belong to G. 

Lemma 7. To any continuum E of measure S | corresponds a 6-set of 


not more than zt points. 
€ 


‘ , . ° é 
From an arbitrary point a, of E describe two circles c (a, , 6) and c (a, +) ; 


similarly, from an arbitrary point a, of E that is outside c (a,, 6) describe 
the circles c (a,, 6) and c (as, +), and so on until no point of £ is left outside 
the circles c (a,, 5), ¢ (a, 4), .... 








$16 
The circles ¢(a,, : }, € (as, 


L \E Ke (a, 


include the whole of F, the points a,, .. 


the lemma. 


Given a continuum £ of measure 


6 \\ 
= )j 


on ‘ 21 
Thus their number » cannot exceed = 
t 
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do not overlap and by Lemma 5 


> & 


=F for any ?. 


. As the circles ¢(a,, 4), ..., e(a,, 0) 


., a, form a 6-set of E, which proves 


=I we define a 


l 
—-set of not more 


: l . . l 
than 4 points, then a —--set of not more than 8 points, then a —--set of not more 


than 16 points, and so on, and enumerate the points in order as they are 


defined 
(1) a apo 
. — l 
so that K,, ..., Ky is at any rate a —--set 
» » l 
| ee a —-set 
1 12 > 
K K a Ld -set 
1> ++ +> hog R 
, » — 81 —D 
and so on. It is easy to seethatforanyn>8 K,, ..., K,, isa —-set of E. 
af 2 n 


A sequence like (1) is said to be uniformly dense on £. 


Theorem 12. Given an infinite set of continua each of measure S| and 


all in a bounded area, there exists a sequence of them convergent to a continuum 


of measure Sl. 


Let E,, Eg, 


... be a sequence of continua belonging to our set. On 


any continuum Z£, of this sequence define a uniformly dense sequence 


(2) tty s=1.43%.... 
Let K, (i = 1, 2,...) be a limit point of the set K,,, K,,;,.... Then 

there exists a sequence n,, m, ... of values of » for which the sequence (2) 
converges to the sequence 
(3) ad Ge 6% 
in the sense that 

lim Ky = K; for all 2. 

j=p a 


Denote by E the closure of the set (3); then it is easy to see that the 


sequence of continua 


- 


converges to E and that £ itself is a continuum of measure S 1, which proves 


the theorem. 


Definition. A set E is called a Z-set if its intersection with any rectifiable 
curve is a set of measure zero. 
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Corollary. The intersection of a Z-set with any continuum of finite 
measure is a set of measure zero. 

Lemma 8. Given a Z-set E and positive numbers e, 1, there exists a number 
6 > 0 such that for any continuum G of measure Sl 

, 1 > 
L[EX{G, d}]< «. 

Suppose that the lemma is not true. Then there exists a sequence of 
numbers {0,}, 6, —>0, and a sequence of continua G,, LG, 1, such that 
for any » 

(1) L[Ex{G,,, 6,}] = e. 
By Theorem 12 there exists a subsequence of G,, 
G,,, Ga, --- 


! 
convergent to a continuum G of measure Sl. For any 6>0, 
{G. 6} > {Gn,. On;} for sufficiently large 1, and consequently 
L[Ex{G, 6}] => L[Ex({G,, 6,}] >} «. 


G being a closed set (continuum) we have 


G = lim {G, 3}, 
d >-v 
and consequently 
L(ExG) = lim L{Ex{G, 3] > «, 


4- Oo 


which is impossible, since £ is a Z-set. This proves the lemma. 


Chapter IX. 
Lower Angular Density. 
§ 14. 

The lower angular density was first investigated by J. Gillis. In his 
remarkable Note V he has proved that in any fixed angle < 2 the lower 
density of an irregular set is equal to zero at almost all points of the set. The 
theorem is not true for the lower density in angles > 2 and the question 
whether the theorem holds for the lower density in an angle equal to 7 was 
left open by Gillis, since his method is not applicable to this case. Lemma 8 
allows one to settle also this case. 


Theorem 13. At almost all points a of an irreqular set E 


a ae 
D, \@. { * 3): Ki 0, 
Assume that the theorem is false so that £,, the set of points of £ at 
which 
D, \@ | * 5 ), Ey 0 
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is of positive measure. Then there exist positive numbers y and « such that 
the set EZ, of points of £, at which 


” | . s +. = ] > , , 
L|E (a, ( 5 +e)" ] > ar for all eS} 
has a positive measure. Take a point a, of EZ, at which the upper density 
of E — E, is zero (by Theorem 1, this is so at almost all points of E,). 


Given «, 0 << e¢ < 74, there exists a positive number h, < y such that 


L {(E — E,) € (ag, hy)} < eahy. 

We write 

Exc (ay, h,) = G, 

BE, K€ (dg h,) = G,, 

(E E,)xe (ay, h,) G,, 
so that 
GC =& +0, 
LG>ah,, LG,< eah,, LG, > (1 —e)ahy,. 
Given a positive number 6 small in comparison with A, we construct a 
finite sequence F of semicircles in the following way. We start with 
" \ 


| =. as he sor acid 
dy, | 7. ; ), To, Where ry = 6 if 


t 
2 f a x ) 
and otherwise 7, is defined as the smallest number > 4, such that 


L EZ (ao, [— 


+ =), ro} | = sary and ry > 6. 


ro] a 


Denote by {ay, 79, 59} the part of {q9, (— > + =); ro} to the left from 
the vertical line through the point by. Let a, be a point of } 





Go {a,(— F, + >), ro} | 
such that | 
(1) M4, >t, — 6 | 
and 

' ’ 7 7 
(2) L(G, {ao, 9, 43] > 3 L|G {qo, {— > - =) ro} |. 


Then we construct the semi-circle 


lar. (— 3 +o) ni}, 


r, being defined in the same way as 7, was defined for the first semi-circle. 
By (1) this semi-circle is partly outside the first semi-circle. We define further 
a, in the same way as a, was defined, and we continue constructing similar 
semi-circles until we get a semi-circle, reaching the boundary of ¢ (ap, h,). 
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If this last semi-circle crosses the boundary of ¢ (a), ,) then we reduce its 
radius so that it has only one point in common with the boundary of ¢ (ay, h,), 
say the point B. Let 


la,, (— 


bol] 8 


+ =), 7| +=0,1,2,...,% 


be all these semi-circles, i. e. the set F. For iS n — 1 we have 


L| 6, la, (- — - >): ri | => : ar,, 
L [Gy {a;, 7;,4;44}] > zh[% la, e > : 3 ).? |], 
and consequently 
(3) L(G {a;, 71, 4; .3}] > far, 
Divide the set F into two sets F, and F,. Every semi-circle fori S n — 1 
is put in F, or F, according as its radius is equal to 6 or greater than 6. The 
last semi-circle (1 = n) belongs to F, or F, according as 


L[ Go {ans (— 3» + 3) Mal] 


is > har, or S}4ar,. It follows from the construction of the last semi- 
circle that it can belong to F, only if r, S46. As every point a; belongs to 
E, we have 


(4) L|¢ {a,, (— +, +), ri | > ar. 
Hence for any semi-circle of Fy, 
© L[0, au (— +3) rl] > der 


Project the set F, on the radius a,B. Each semi-circle is projected into 
a segment, and the whole of F, into a set P, of segments which generally 
overlap. It is easy to see that we can choose from F, a subset F, of semi- 
circles whose projections do not overlap and such that the measure of the 
projection of F, is >4LP,. But the projection of each semi-circle does 
not exceed the diameter of the semi-circle, thus 
(6) X27, >43LP,. 

Py 
By (5), 
L (G,xF,)>422%, 


Fa 


and a fortiori 


LG, > tad, 


F3 


eah, > 4a D%, 


F3 
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of =< 2eh,; 


Fs 
and by (6) 
(7) LP, < 8 eh,. 
Denoting by P, the projection of F, on a,B we have 
(8) + 27,=>LP,, 
F, 
and 


LP, +LP,=h,. 


By (7) 

(9) LP,> (1 — 8e)h,. 
Hence by (8) 

(16) Yr, > 4(1 —8e)h, > fA,. 


4 
Observing that the Aesaitial {a,, 4;,,} do not overlap, we see that 
L(G,xF,) = ~ L(G, {a,, 7;, 4433], 
and by (3), (10) 
L(G,xF,)2halr (1 —8e)ah, > ah,, 


i 


és 


and a fortiori 


L(GxF,) > Aah. 


1 
ié 

The boundaries of all semi-circles form a continuum H. Obviously the 
distance of any point of Gx F from H is less than the radius of the semi-circle 


in which it is included, and consequently the distance of any point of Gx F, 


from H is ‘ess than 6. Thus the measure of the part of G at a distance d 
I 
from H is > }ah,. We now evaluate LH. By (3), 
L(G {a,, r,, a;, 3) 2 har, ’ 0, | y l 

and by (4) 

L[@(a.,(—%, + 3) e}]>er. 
Hence 

n< . LG 
x 

and 


242) 2 
LH = (24+2)27,c $2t216< "16. 
7 


x 


Thus we see that to any positive 6 however small, there corresponds a con- 


. 21 ’ >” 
tinuum H of measure < — LG, such that the measure of the part of @ at 


. 
: l , - , 
a distance < 6 from H is 4° h,, which for an irregular set is impossible 
) 


on account of Lemma 8. 


Thus the theorem is proved. 
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Chapter IX. 
Lower Cireular Density. 
§ 15. 


A figure formed by two circles of radius r such that the centre of one 
is on the boundary of the other, is called a circle-pair of radius r and of 
diameter 3r. The centres of the circles are called the centres of the circle- 
pair. The common part of the two circles, excluding the boundaries, will be 
called the common region of the circle-pair. 

Lemma 9. Corresponding to any bounded closed Z-set F of positive mea- 
sure, a set P can be defined, of non-overlapping circle-pairs satisfying the follow- 
ing conditions: 

(i) The centres of the circle-pairs are at pownts of F. 
(ii) Their diameters are all less than an arbitrarily small number 3 A. 
(iti) The common regions of the circle-pairs are free from points of F. 


(iv) QSd>\}iLF. 
P 
Take a positive number 
(1) e<}4LF 
and a positive number A, such that for any 0 < Ap, 
(2) L{FxA (o)} < 24a+2. 
Aw) 
Given a positive number 4 < } Ay, we can find a A-set E of the set F, 
consisting of a finite number of points a,, ag, ..., a, of F. Let // be the 
polygonal line a,a,...a, and l its length. Take a set A (0, F) consisting 
of a finite number of areas, and such that 
(3) Qd<iF+e 
A (@, F) 


(The existence of a finite set A (o, F) follows from the set F being closed.) 

We shall now form a certain continuum H of finite linear measure. The 
line /7 and the contours of the areas of A (9, F) form a finite number of separate 
continua B,, B,,..., B,. If m= 1 we take B, for H. Otherwise let 
F = F, + FY, where F, is the part of F belonging to areas whose contours 
form B,, and F’’ the rest of F. The distance between the sets F, and F’ 
is positive and is less than 4. Let b,, b; be the pair (or one of the pairs) 
of nearest points of these sets and let 6, be the mid-point of 6,b;. Then 
the circumference of the circle c, = ¢ (b,, } 6, b;) and the contours of the 
continua B,, ..., B,, which are not entirely inside c, form a smaller number 
of separate continua es 

* oa? = m Sn. 

Similarly if m’ > 2, we construct a circle c,, and so on until we arrive 

at a single continuum. Denote now by y, the largest (or one of the largest) 
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of the circles c,,c,,..., then by y, the largest of those of the remaining 
circles, which do not meet y,, and so on. Denote further by y,, y,, ... the 
circles concentric with the circles y,, y,, and of treble radii. We shall call 
the set of circles y,, y,,... and the set of circles y,, y,,... I” and I” 
respectively. 

The circles of the set J” cover all the circles c,, c,, . . . and consequently 
the contours of the circles of /” and the parts of the continua B,, B,, ..., B,, 
which are outside these circles form a single continuum, which we shail denote 
by H. 

We shall now prove that for sufficiently small 0 


(4) Sd> iF. 
- 


For assume the contrary, i. e. that for an arbitrarily small 9 a set J” 
can be defined so that 


(5) LdSi LF. 
4 
Then as the contour of a convex area is less than 4 times its diameter, we have 
(6) LH<!l+4 J diadd 
A (e@. F) - 


<l+(4+ 3a) LF +4e. 
Points of F which are outside J” belong to areas of A (0, F), whose boundaries 
belong at least partly to H. Consequently the distance of such points from 
H is < o. As LH is bounded for varying o, then by Lemma 8 the measure 
of the part of F formed by points distant less than o from H is small for 
small 9, and can be assumed to be less than 4 LF. Then 
(7) L(FXI’)>(iL. 
On the other hand, the diameters of the circles of I” are << 9 A < Ag, 
and by the definition of A, (taking /” for A (9 A)) 
L(FxM)<XLd+e. 
By (1) and (5), 


(8) L(FxXI"\<3LF+4LF =ilLF. 
(7) and (8) being contradictory the inequality (4) is proved. Hence 
Sd >}LF. 
r 
Let us now go back again to the circle c, = c (b,, 3 b,b,). The circle-pair 


with centres at b,, 6), is included in ¢,, and its diameter is equal te the dia- 
meter of ¢,, i. e. is < 3.4. Moreover, b,, 6; being the two nearest points 
of F,,F,, the common region of the circle-pair cannot contain points of 
F, or of F’, i. e. is free from points of F. The same being true with respect 
to every circle c;, and consequeutly to every circle y,, the theorem is proved. 
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§ 16. 

Theorem 14. At almost all points of a Z-set the lower density of the set 
is S . 

Suppose that the theorem is not true and that the set E, of points a 
of E at which 

D, {a, EB} > 
is of positive measure. Given a positive number «, denote by E, the set of 
those points a of E, at which 
D, {a, E} > 3} +a. 

We assume « sufficiently small for LE, to be positive. 

Denote by F the set of all points a (whether belonging to EZ, or not) 
at which 


(1) <i eee atta for all rS o. 
Clearly F is a closed set, and almost all of its points belong to Z,. Take 
(2) ex iaLBk,, 
and assume o so small that 
(3) LF > LE, —«, 
and that for any A (30) 
(4) L{E,A(3o)}< L d+e. 
A (3 0) 
The condition (3) can be satisfied since lim LF = LE, and condition (4) 
o-0 


can be satisfied on account of Lemma 1. Now let P be a set of circle-pairs 
corresponding to the set F and to a positive number 4 < a, as given by 
Lemma 9. 

Let p be a circle-pair of radius r< A belonging to P. As the centres 
of p are points of F, the inequality (1) is satisfied for each circle of p. Denote 
by q the common region of p, then 
(5) L (EX p) = 4r(} + «) — L(E,9). 

But by Lemma 9 q is free from points of F and thus 
DE,.qc£,—F 
and consequently 1d 
(6) 2 L(E,q) SLE, — LF. 
P 

By (5), (6) and (3), 

(7) L(E,x P) = J L(E,xp) > L4r (8 +a) —e > (14+ sa) 2d — €. 
P P 


On the other hand applying (4) to A (3 0) = P we have 
(8) L(E,xP)< 2d +e. 
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By (7) and (8), 
$adid—ex<e, 
el 
and as by Lemma 9 


we have 
la LF< 2e, 
and by (3) 
4a(LE, — 2) < 2e, 
and consequently 
La LE, < 3e, 
which contradicts (2) and thus proves the theorem. 
As any irregular set is a Z-set we have 
Theorem 15. At almost all points of an irregular set the lower density 
is S }. 
Theorem 15 shows a very important feature of the class of measurable 
sets. At almost all points of a regular set the lower density of the set is 1. 
Thus there do not exist sets with lower density included in the interval 


3<D, <1. 


Chapter X. 
Structure of regular sets and existence of the tangent. 
§ 17. 
Theorem 16. Any regular set consists of a set of measure zero and of a 
Y-set. (Definition of Y-sets in § 8.) 
Let E be a regular set. As 
D, (a, E) = 1 
at almost all points of Z, Z cannot be a Z-set; consequently there exists a 
rectifiable curve whose intersection with E£ is of positive measure. Let E, 
be this intersection. The theorem follows in an obvious way from the fact 
that the difference of two regular sets is also a regular set. 
Now the Corollary 2 to Theorem 6 gives us 
Theorem 17. At almost all points of a regular set the tangent to the set 
exists. 
Chapter XI. 
Non-existence of density different from 1. 
§ 18. 


An irregular set Z is defined as a set at almost all points a of which the 


conditions D, {a, E} = D* {a, E} = 1 
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are not satisfied, in other words, as a set at almost all points of which 
dD, {a, E} <1. 


The problem arises whether in this case the density can exist, i. e. the 
equation 


D* (a, E) = D, (a, EB) 


be satisfied at a set of points of positive measure. Theorem 7 and Theorem 15 
eliminate this possibility for densities < 4 or > }. The existence or non- 
existence of a density in the interval (4, #) presents a problem which is solved in 

Theorem 18. At almost all points of an irregular set the density does 
not exist. 

Suppose that the theorem is not true. Then by Corollary 1 to Theorem 3 
we may assume the existence of a set E of positive measure at all points of 
which the density exists and is included in the open interval (t — «, t + e). 
e< 410, 

Take a positive number o and denote by F the set of those points a 
at which 





(1) t—eS — om St+e forall rSo. 
Suppose 9 so small that the inequality 
(2) LE—LF < & LF 


holds. The set F is closed and almost all of its points belong to E. Take 
a set P of circle-pairs of radii <4 0 corresponding to this set F, as given 
by Lemma 9. 
We have 
QLd>}LF, 
P 
or denoting by R the radius of the general element of P, 
SR>,LF 
P 
Denote by P, those circle-pairs p of P for which 
L(Eq)_ . 
— < 6, 
q being the common region of p. As all q are free from points of F, we conclude 


from (2) that J d is nearly equal to 2'd, and thus the inequality 
P P 


(3) Pa d>}LF 
can be assumed. ; 

Take an arbitrary circle-pair p of P, of centres O0,, O,, and of 
radius R. Lett 0O< r< R— RVe and dr - RYV«. Observing that 
e(O,,r + dr) x ¢(O,, R) is entirely included in g we conclude that 

L{Exe (0,,r + 6r)xc (0,, R)} < eR, 
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and consequently 
L{E~x {ce (O,, r + dr) + ¢(0,, R)}] = L{Exe (O,, r + dr)} 
+ L{Exe (O,, R)} — L{Exe(0,,r+ér) xc(O,, R)} 
> 2(R+ r+ dr\(t+6e)—eR. 
where @ denotes a number of the interval — 1 < 6< +1 not always 
the same. 
Further we have 
L{Exc(O,, R + r)} = 2(R +1) (t + Ge), 
and thus®) 
L{E~x {ec (O,, r + dr) — c(O,, R + 1r)}) 
= L|E[fc (0,, r + dr) + ¢(0,, R)} —¢(0,, R+ r)}] 
=> L[E {c(0,, r + dr) + ¢(O,, R)}] — L{Exc(0O,, R + 7r)} 
> 2é6r(t+62e) —4e(R+1r)—eR 
> 2é6r(t+ 6c) —9 Re > 2tdr —10 Re 
> 1.9tdr. 
The chord of the arc of c (O,, r + 6r) which is outside c (O,, R + r) is perpen- 
dicular to and bisected by the line 0,0,, and its length is approximately 
equal to 





2r y2(2 . +) 6r< 4) Ror =4RYe. 
Let A, (fig.1) be the strip of width 


4 RVe with O,K, as the mid- 
line. Then the set ¢(O,, r + dr) 
K 2 G vA —e(O,, R +71) is included in A, 
for all possible values of r. Now 


A, 





draw the sequence of concen- 
tric circles, centre O, and radii 
Fig. 1. R,R+6r,R+26r,...,2R. As 
A,x{e(O,, R + idr + br) —c(O,, R + idr)} 
> ¢(0,, i6r + br) —c(O,, R + idr) 
we conclude that 
L{£A,x{e(O,, R + i6r + dr) — c(O,, R + tdr)}) 
= L(E {c (O,, ior + 6r) — e(0,, R + iédr)}] 
> 1.9 tér, 
and consequently 


L(EA,) > 1.9tR. 





%) We denote by Z, — E, the set of points of Z, which do not belong to Z,; 2, may 
or may not be entirely contained in 2. 
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We neglect a correction due to the fact that R need not to be an integral 
multiple of 6r, as the correction would not affect the argument. In the same 
way we have 
(3) L{EA, {c (0,, R,) — ¢ (0, R,)}] > 1.9t (R, — R,), 
ifRSR, < R,S2R, and R, — R, is large in comparison with dr. Writing 
B, = A, {c (O,, 4 R) — c(0,, 4 R)}, 
L(EB,) > 1.9t4 RB. 
Similarly we introduce the strips A,, B,. We have 
L{E & (B, + B,)}> 19tgy R> 1L2t2R > i tLF (by (3)). 
By (2) the set Ee (By + B,) italia points of F. Let a be a point of F 
included, say, in a “ea We have 
e(a, 2 R)D> A, {e(0,,0,a + 4 R) —c(0,, O,a — § Rj}, 
and consequently by (3) 
L{Exce (a, R)} > 1.9t§% R; 
on the other hand, a being a sige of F, we have, by the definition of F, 
L{Exc(a,U R)}< 2 R(t + 2), 
which is incompatible with the preceding inequality. This contradiction 
proves the theorem. 


we have 


Chapter XII. 
Study of extreme cases with respect to the densities. 
§ 19. 
We shall now study a few particular sets which throw light on some 
important points of the general theory. 


Set P. 
Take an isosceles triangle 7, of vertices 


(Wj. -e), {+ 2.0), em 


and a positive integer n. 
Construct in 7’, the triangles of vertices 








{ t 2n—1)\ b # 2n—1,) 
\ Bos lan )2’n—1 Qn “|? 
+, 38 =} 6 i 2n—1,) 
i(1 — “on ) 2 2n’n—1 2n h Ms 
8 ie as -1, b b jt 2n—1 h \ 
\ n 2n Iz dn’xn—1 2n Y 4ni) 
for i= 0,1, ...,”— 4 and take their reflection in the Y-axis. We shall 


get in this way 2» — | triangles, since the triangle for 1 = » — 1 is sym- 
metric with respect to the Y-axis. 
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Construct now 2-4" more triangles of vertices 


(+, 7 , 0), (3, = 0). (sri =.) 
4 Sn4 4 Sn4 4 Sn4 
for 7 ee ee 

Observe that the sum of the bases of all these 2 — 1 + 2-4" triangles 
is equal to 6 and that in each of them the ratio of the height to the base is 
equal to half the corresponding ratio for r'.. 

The construction of all these triangles will be called the Operation O, 
on the triangle T,. Apply Operation O, to T,, and denote by 7’, the set of 
triangles thus obtained. On each of triangles of T, perform the Operation O, 
and denote the set of all the resulting triangles by 7,, and so on. We shall 
also denote by T,. oo ... the sets of points belonging respectively to 
triangles of T, T, a 

FP T,x 7.x T,> 
We have 


(1) LP = 6, 

(2) D* {a, (x + a, 2x— a), P} = 0 

for any a CP and any 0< aS =; 

(3) D* {a, (6, 6 4 x), P} l for 6 = 0, 2, 


otherwise. 

Set Q. 

We shall now alter slightly the operation O, upon the triangle T,. 2n—1 
triangles along the sides of 7, remain the same, but the 2-4” triangles on 
the base are replaced by ones with the following vertices 











( ib : b ) ( ib re b ) (ib h 
n4" 8n4"’ af "see’ J (aa ana’) 
for 2 +1,+2,..., +4". Just as before we define sets of triangles 


T,,'T;, .-. anda set Q = 7, x 7, x T,X .... 
We have 
(4) LQ = b, 
(5) D, {a, (— 1 + e, a — e), Q} = 0) 
_; for any e > 0, 
(6) D, {a, (e, 22 — e), Q} = 0) 
D, {a, Q} > 0. 
With a fairly obvious modification a set can be constructed, whose lower 
density is zero in any angle < 22, while the circular lower density is positive. 


Set R. 
Let « > 0, B > 0, 
f(a,B,z) = +B for (2k—l)a< 2S 2ka, 
=—B , 2kax< ze (2k+1)a, 








for a 


are | 
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for any integer k. R is defined as the set of points represented by the equation 


a _ ae 
y= Dt (2 “, —2-", 2). 
n=1 
We have at almost all points 
(7) D, {a, (x — «, 2% + «), RB} = 3 
(8) D, {a, (— e, x + #), R} }, 
(9) D* {a, (0,0 +2), R} 1 for 6=0,z. 


The properties of the sets P, Q, R shew that our bounds for densities 
are in a certain sense the best possible, with the exception of the case of the 
upper bound for the lower density. 

We have not given any lower bound for D* {a, (0, 6 + ), E} if psa, 
and (2) shows that it may be 0 

Theorem 7 states that for g = 2 (and a fortiori for g > 2) 

D* {a, (6,6 + ), E} |=}, 
and (3) shows that already for g = 2, D* {a, (0,0 + q), E} can take the 
values } and 1. 

It should be added that there exists a set E such that at almost all points 

of E 
D* {a, E} = }. 

It is easy to verify that the upper bounds for D* {a, (0, 0 +- q), £} given 
in Theorem 2 are exact. We leave the proof of this to the reader. 

Turning now to lower densities, we have proved that 


D, (a, B} St. 
This is not likely to be the exact bound, I am much more inclined to 
believe that } is the exact bound. 
We have proved that 
D 


and (7) and (8) shew that 2 is the largest angle for which it is always true. 


. fa, (6, 0 —), E\ 0 for 9 S72, 
In fact (7) and (8) show that 

D, {a, (6, 0 gy), EB} 
can reach the value } (presumably the largest value even for circular density) 
for m > 2 and as near 2 as we please. 

We have not given any lower bound for the case of g or, and (5) and 

(6) shew that 

D, {a, (0, 6 + gq), EB} 
can be zero for p as near 27 as we please, while dD, fa, E' UF 


(EKingegangen am 11. 8. 1937.) 














Zur algebraischen Geometrie. XII. 


Ein Satz tiber Korrespondenzen 
und die Dimension einer Schnittmannigfaltigkeit. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 





In ZAG VI, §2 findet sich) der folgende Satz: 

I. Wenn in einer irreduziblen Korrespondenz K zwischen M und N einem 
allgemeinen Punkt — von M eine b-dimensionale Mannigfaltigkeit von Punkten » 
entspricht, so entspricht jedem speziellen Punkt & von M eine Mannigfaltigkeit 
von Punkten 1, welche keine irreduziblen Bestandteile von einer Dimension 
<b enthéilt. 

Der Beweis dieses Satzes enthielt eine Liicke, die spaiter ausgefiillt werden 
konnte*). Ich werde jetzt einen allgemeingiiltigen Beweis geben, der auf der 
von Chow und mir*) entwickelten Theorie der algebraischen Systeme von 
Mannigfaltigkeiten beruht. 

Aus SatzI wird sodann folgender Satz hergeleitet, der eine mir von 
J. F. Ritt gestellte Frage beantwortet: 

II. Der Durchschnitt D zweier Mannigfaltigkeiten M, und M, von den 
Dimensionen r und s im projektiven Raum S,, besitzt keine irreduziblen Bestand- 
teile von einer Dimension < r +s —n. 

Beweis von I. Wir bezeichnen mit N, die Mannigfaltigkeit von der 
Dimension 6 und vom Grade g, die dem Punkte & in der Korrespondenz ent- 
spricht, und ebeaso mit N,, die dem Punkte & entsprechende Mannigfaltig- 
keit. Die Gleichungen der Korrespondenz ergebea, wenn man den Punkt & 
bzw. é’ in ihnen einsetzt, unmittelbar die Gleichungen der Mannigfaltigkeiten 
N, und N,. Wir bilden nach ZAG IX*) die Mannigfaltigkeit NV, auf einen 
Bildpunkt ¢ in einem Bildraum B ab und bezeichnen allgemein die einem 
Bildpunkt ¢’ entsprechende Mannigfaltigkeit von der Dimension 6 und vom 
Grade g mit M (¢’). Dann ist also N; = M (¢). 


1) B. L. v. d. Waerden, Math. Annalen 110 (1934), S. 142. 

*) Zur algebraischen Geometrie, Berichtigung und Erganzungen, Math. Annalen 
118 (1936), S. 38. 

3) W.-L. Chow und B. L. v.d. Waerden, ZAG IX, Math. Annalen 118 (1937), S. 699. 
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Ist nun »/ irgendein Punkt von N:,, so ist (&’, »)') ein Paar der Korre- 
spondenz, also eine relationstreue Spezialisierung von (&, 7). Diese la&t sich 
zu einer relationstreuen Spezialisierung (&’, 7’, ¢’) von (&, 1, ¢) fortsetzen. 
Die algebraischen Relationen, die ausdriicken, daB 

a) ¢ Bildpunkt einer Mannigfaltigkeit M (¢) ist, 

b) » zu M (2) gehért, 

c) M (¢) in N (&) enthalten ist, 
bleiben bei der Spezialisierung § — &’, 1) > »/', ¢ >’ erhalten. Also ist ¢ 
Bildpunkt einer rein b-dimensionalen Mannigfaltigkeit M (¢’), die den Punkt 7 














i 8 
y ae, 
é of 
é og” 
Fig. 1. 


enthalt und in N (é’) enthalten ist. Also ist 1’ in einem mindestens b-dimen- 
sionalen irreduziblen Bestandteil von N (&’) enthalten, und das gilt fiir jeden 
Punkt 7’ von N (é’). 

Beweis von II. Wir ordnen jedem Punkte & von M, alle projektiven 
Transformationen 7 zu, welche & in Punkte von M, iiberfiihren. So erhalt 
man eine Korrespondenz K zwischen £ und 7. Die Gleichungen von K erhilt 
man, indem man zum Ausdruck bringt, daB & in M, und 


(1) yy = 2 t;x be 


in M, liegt. Ein allgemeines Elementepaar der Korrespondenz erhalt man, 
indem man fiir & einen allgemeinen Punkt von M, wahlt, unabhaingig davon 
einen allgemeinen Punkt 7 auf M, annimmt und fiir 1;, die allgemeine Lésung 
des linearen Gleichungssystems (1) nimmt. Alle speziellen Paare (&’, 7’) 
der Korrespondenz entstehen offensichtlich aus dem angegebenen Paar (¢, 7’) 
durch relationstreue Spezialisierung. Die Korrespondenz ist also irreduzibel. 

Fragt man nun, welche Punkte é einer allgemeinen Projektivitaét 7 in 
der Korrespondenz entsprechen, so sind es die Punkte, die sowohl zu M, 
als zu T-! M, gehéren. Es ist bekannt*), da8 fiir r + s = n und somit um 


*) Eine Verallgemeinerung des Bézoytschen Satzes, Math. Annalen 99 (1928), 
Satz 30, S. 531. Ein einfacherer Beweis wird in der tibernachsten Abhandlung 
ZAG XIV gegeben werden. 
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so mehr fiir r+ s =n die Mannigfaltigkeiten M, und T-! M, wirklich ge- 

meinsame Punkte haben. Wendet man nun auf die Korrespondenz K das 

Prinzip der Konstantenzihlung®) an, so folgt sofort, daB der Durchschnitt 

von M, und T-' M, fiir allgemeine T die Dimension r + s — » hat. Nach 

Satz I folgt daraus, daB fiir irgendein 7’, insbesondere fiir T = I (die Identitat), 

der Durchschnitt von M, und T-! M, keine Bestandteile von einer Dimension 
r+s n besitzt. 


5) Vel. ZAG VI, Math. Annalen 110, § 1, 8S. 139. In der Gleichung a+b = ¢c +d, 
die das Prinzip der Konstantenzahlung ausdriickt, ist in unserem Fall 


a ? 
b 8 n® Nn 
r n® 2n 
also 
d 3 n 


(Eingegangen am 5. 8. 1937. 


Berichtigung 


zu der Arbeit von Hans Fitting: ,,Bemerkungen iiber den Endomorphismen- 
hereich einer Gruppe’. Math. Ann. 115, 8. 75—79. 

Von den drei Gleichungen (4) gilt fiir beliebige Abbildungen der 
Gruppe © auf irgendwelche Untermengen von © nur die erste, wihrend 
die beiden anderen i. a. nicht gelten. Alle drei Gleichungen sind aber 
immer dann richtig. wenn Y ein Endomorphismus ist. Deshalb ist det 


Fehler fiir das Ergebnis der Arbeit belanglos. 
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Uber eine neue idealtheoretische 
Grundlegung der algebraischen Geometrie. 





Von 


Wolfgang Grébner in Rom. 


Vorwort. 


Die vorliegende Arbeit ist auf das Ziel hingerichtet, das Gebiet der alge- 
braischen Geometrie einer strengen, idealtheoretischen Behandlung und Er- 
forschung zuginglich zu machen. Ich bin mir wohl bewuBt, daB dieses Ziel 
zu weit entfernt und daB das zu bearbeitende Gebiet zu groB ist, als daB es 
durch die Arbeit eines einzelnen erreicht werden kénnte. Daher bitte ich um 
Nachsicht dafiir, daB die Entwicklungen in den meisten Punkten noch unab- 
geschlossen und unvollstandig sind. 

Den Ausgangspunkt meiner Untersuchungen bildeten die im letzten 
Paragraphen behandelten birationalen Transformationen, besonders die 
Cremona-Transformationen und die birationalen Transformationen von Hyper- 
flachen. Doch zeigte sich hier bald die Notwendigkeit, unter allgemeineren 
Voraussetzungen zu erforschen, nach welchem Gesetz die Dimension des 
transformierten Primideals von der des urspriinglichen abhinge. Dieses 
Gesetz ist im Hauptsatze des § 3 aufgestellt und hat wieder den AnlaB dazu 
gegeben, den Begriff der ,,Differentialkongruenzen modulo eines Primideals* 
zu bilden und eingehender zu erforschen. Es stellte sich nimlich heraus, daB 
die Dimension des transformierten Primideals um so viel kleiner ist als die des 
urspriinglichen p,, als es Differentialkongruenzen (mod p,) gibt, denen 
simtliche Formen g,(z) der Transformation y, = 9, (z) Geniige leisten. 
Der Beweis des Hauptsatzes muBte daher durch einen Paragraphen iiber diese 
Differentialkongruenzen erst vorbereitet werden. Um hinwieder diesen 
Begriff einwandfrei bilden zu kénnen, war zunichst die Aufstellung einer 
geeigneten Definition fiir den Rang bzw. die Dimension der Polynomideale 
erforderlich und die Ableitung einiger, auch an und fiir sich bemerkenswerter 
Sitze, die mit dem Range der Primideale zusammenhingen, was im § 1 
geschehen ist. Es sind dies vor allem der grundlegende Satz 3 iiber die Prim- 
basis, und die daraus folgenden Satze 4 und 5, aus denen der neue Begriff 
der Differentialkongruenzen sozusagen von selber entspringt. 

Mathematische Annalen, 115. 22 
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Auf diesen Begriff méchte ich auch besonders die Aufmerksamkeit hin- 
lenken. Ich habe am Schlusse des §2 in einem kurzen Beispiel zu zeigen 
versucht, wie man mit dessen Hilfe die rationalen Integrale einer Verander- 
lichen f(z) dz, (f(z) CK (z)), idealtheoretisch und also algebraisch er- 
schépfend behandeln kann. Legt man als Primideal p etwa eine irreduzible 
Kurve in K [z,,..., Z,] zugrunde, so definiert irgendeine Differential- 
kongruenz (mod p) ein bestimmtes algebraisches Integral, das zu dieser Kurve 
gehért. In gleicher Weise bestimmt ein vollstandiges System von d Differential- 
kongruenzen, die zu einem Primideal der (projektiven) Dimension d gehéren, 
ein auf der entsprechenden Mannigfaltigkeit existierendes algebraisches 
Integral. 

Es ist daher auf dieser Grundlage méglich, die Theorie der algebraischen 
Integrale in gréBter Allgemeinheit zu entwickeln, ohne sich irgendwie um die 
funktionentheoretischen Reihenentwicklungen dieser Integrale zu kiimmern. 
Das ist aber auch notwendig, wenn man eine wirklich algebraische Bearbeitung 
dieses Gebietes anstreben will. Ebenso wie etwa fiir die Galoissche Gleichungs- 
theorie die Darstellung der Gleichungswurzeln durch unendliche Dezimal- 
briiche véllig uninteressant ist, da sie zu ihrem Aufbau nur das rein algebraische 
Gebilde der die Wurzeln definierenden irreduziblen Gleichung bendtigt, so 
muB8 auch die Algebra der Integrale von jedem funktionentheoretischen Ballast 
befreit bleiben und auf rein algebraischen Begriffen — das sind hier eben die 
Differentialkongruenzen — aufbauen. 

Mége dies dazu beitragen, den bewunderungswiirdigen Theorien, die 
deutscher Geist hier geschaffen hat, neue Bliiten zu entlocken! 


§ 1. 
Vorbereitende Sitze tiber die Ideale in homogenen Polynombereichen. 
Unter einem homogenen Polynombereich §, = K[2,,...,£n]y  Ver- 


stehen wir die Untermenge aller homogenen Polynome des Polynomringes 
$, = K[z,,..., z,]. Fiir den Zahlkérper K setzen wir im folgenden den 
K6rper der rationalen Zahlen oder eine passende algebraische oder trans- 
zendente Erweiterung desselben. §, erfiillt die Ringpostulate mit der Ein- 
schrinkung, da8 nur Elemente gleichen Grades zur Addition zugelassen 
werden; alle Formen eines gewissen Grades ¢ aus §, bilden einen Linear- 


formenmodul iiber dem Grundkérper K, dessen Lange ’ 5 gba ') ist. Denken 


t—1 


wir uns die Einschrinkung beziiglich der Addition immer stillschweigend 
hinzugefiigt, so lassen sich alle grundlegenden Begriffe und Satze der Ideal- 
theorie auf §, iibertragen ; insbesondere ist also ein Ideal a in §,, eine wirkliche 
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Untermenge') von §,, die gegeniiber ,,Addition‘‘ und Multiplikation abge- 
schlossen ist und §, als Multiplikatorenbereich zulaBt: §,.a Ca. Weiter 
gelten Basissatz und Teilerkettensatz in §, ebenso wie in $,,; wichtig ist noch, 
da8 die Zerlegung in Primelemente in §,, und 9, jeweils dasselbe Resultat 
ergibt. Ein Ideal a ©, wird zu einem homogenen Ideal @ in $,, sobald 
man die Einschrankung beziiglich der Addition fallen la8t, und umgekehrt wird 
ein homogenes Ideal 4 c $,, zu einem Ideal a C§,,, sobald man die nicht 
homogenen Polynome streicht oder als nicht existierend betrachtet. Diese 
Zuordnung der homogenen Ideale von $,, und der Ideale von §,, ist ein- 
eindeutig und relationstreu. 

Es kénnte daher der oben definierte Begriff des homogenen Polynom- 
bereiches iiberfliissig erscheinen, jedoch erweist er sich fiir die folgenden Ent- 
wicklungen und geometrischen Anwendungen niitzlich, da man dann nicht 
mehr den Ballast aller inhomogenen Polynome mitschleppen muB, die ihrer- 
seits bei den zu betrachtenden Problemen keine ‘sinnvolle Bedeutung mehr 
besitzen. 

Fiir die Basis der Ideale von §,, gilt zunichst der einfache Satz: 

Satz 1. Sind (q,,..., gs) und (y,,..., y,) zwei reduzierte Basis- 
darstellungen desselben Ideals, so ist s = t und bei geeigneter Numerierung: 
Grad von gy; = Grad von y,*). 

Fiir den Rang (Dimension) erweist sich die folgende Definition niitzlich, 
die iibrigens auch in gleicher Weise fiir inhomogene Ideale ausgesprochen 
werden kann: 

Definition 1: Die Unbestimmten Tires My heiBen unabhdngig in 


bezug auf das Ideal a C §,, wenn a keine Form (+ 0) enthilt, die von diesen 
Unbestimmten allein und keiner weiteren abhiangt, d. h. wenn 


an K [z,,,.-+, %,] =0 


ist. Ist d die gréBtmégliche Anzahl von unabhingigen z, beziiglich a, so ist 
d —1 die Dimension und r = n —d der Rang des Ideals a. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB aus dieser Definition sofort folgt: 


(1) Rang von [a, b] = min (Rang von a, Rang von b), 


(1‘) Dimension von [a,b] = max (Dimension von a, Dimension von b). 





') Es ist zweckmAaBig, das ,,Einheitsideal“, also den Bereich §, selbst, nicht unter 
den allgemeinen Begriff ,,Ideal‘ fallen zu lassen. Dagegen ist das Nullideal im folgenden 
immer mit einbegriffen. 

*) Man beweist dies am besten, wenn man beachtet, daB die Gleichung (,, .. ., 7s) 
= (y,,-..-, yr) auch noch bestehen bleibt, falls man beiderseitig alle Formen streicht, 
deren Grad eine vorgegebene Zahl iibersteigt. 
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Ferner gilt der 

Satz 2. Sind 2, rg, ..., %q unabhiingig in bezug auf das Primideal 
p CH, und enthilt p r nichtverschwindende Formen 9; (2, ..., Za, Za+;) 
(i =1,....,%—d), sohat p den Rang r = n —d. 

Zum Beweise ist nur zu zeigen, daB pn K [z,, wisi x; ] + Oist fiir s> d, 
was nach dem Steinitzschen Austauschverfahren erfolgen kann). Daraus 
folgt nun, daB die gegebene Definition mit der gewéhnlichen Definition des 
Ranges im Falle von Primidealen*) iibereinstimmt, und zufolge (1) auch im 
allgemeinen Falle. 

Bekanntlich besteht keine Beziehung zwischen der Anzahl s der Basis- 
elemente eines Primideals p und seinem Rang r (auBer s > 7). Dieser Mangel 
wird wenigstens teilweise durch den folgenden Satz behoben, der jedem 


Primideal vom Range r genau r Formen 2,, ..., 2, zuweist, denen in ge- 
wisser Hinsicht die Bedeutung und die Funktion einer Basis zukommt. Wir 
setzen zur Abkiirzung §.,; = K [z,,..., asin, (6 =90,1,...,7). 


Satz 3. Es sei p ein Primideal in §,, vom Range r (lS r Sn) und es 
seien IZ), Lg, ..-, Ty (d =n —1) unabhingig beziiglich p; dann gibt es r Formen 
Ml, %,.--, Ay, die den folgenden Bedingungen geniigen: 

1. 2, ist irreduzibel (iiber K) und in p 1 §q. ; enthalten. 

2. x, hat die Gestalt: 


6 one Mi aj—1 
(2) % = 6, yi, HU, Ty | 


‘ 


+e + uy, y. (¢ = 1, ..., 9); 


dabei ist 1, —1, ujg eine Form aus $4, die tibrigen u,, Formen aus $4. ;-1, 
welche in den Unbestimmten za, (k =1,...,i —1) jeweils einen Grad < mw, 
haben. Der Grad 1, von 2, beziiglich x4, ; ist minimal, d. h. jede weitere Form 
aus PM Ha,;, welche die Gestalt (2) hat, hat einen Grad = yu, beziiglich x4, ;. 

3. Jede Form g-= 0 (pM Ha.,) (t =1,..., 7) gestattet eine Darstellung 


(3) Yo? = Wim... + Wer 


mit Wo © Ha, die tibrigen y,; in Ha,;- 





3) Da p Primideal ist, kénnen die auftretenden Formen immer als Primformen 
vorausgesetzt werden. Enthalt nun etwa ¢, die Unbestimmte 2, wirklich, so sind 


Tq, +++) Xa, Ly, , Wieder unabhangig; durch Elimination von zx, aus g, und q; 
(i = 2, ..., 7) erhalt man r — 1 Formen, also zusammen mit 7, r Formen, die von 
Tg, +++ Ly, Z,,, und einer beliebigen weiteren Unbestimmten abhangen usf. 


*) Die Dimension eines Primideals ist gieich dem Transzendenzgrad des Rest- 
klassenringes ,,/p; Dimension d und Rang r hangen gem&B der Gleichung d + r = n 
voneinander ab; im Falle homogener Polynomideale spricht man aber gew6hnlich von 
der ,,reduzierten™ oder ,,projektiven‘* Dimension d’ = d — 1, was auch in der obigen 
Definition beriicksichtigt worden ist. 

















Idealtheoretische Grundlegung der algebraischen Geometrie. 


4. Jede Form » = 0(p), » (Hai, gestattet eine Darstellung 
(4) VP =ZotMiMt...+ ym oder yy —%=0(p) 
mit 7 + 0 aus H,, allen p aus H4,,; y ist = 0 (p) wnd hat beziiglich x4, ; einen 
Grad <= py. 

Die Formen 2,, ..., 1, sind, sobald die Numerierung der x, in geeigneter 
Weise festgelegt ist, eindeutig bestimmt (bis auf Faktoren aus K) und sollen im 
folgenden kurz als eine Primbasis von p bezeichnet werden*). 

Beweis: Zunichst ist pf $4,, ein Primhauptideal in §,,,, dessen 
Basisform 2, liefert; 2, erfiillt alle Bedingungen des Satzes, auch die letzte; 
man zeigt das in bekannter Weise, indem man die Formen v, und y, fiir 
a =0,1,...,4, —1 im §, 80 bestimmt, daB die «, Gleichungen gelten: 

_ Sees = Ya a, _ wt ba | re +... + Mau, ey + + (w, ; c $a): 
Eliminiert man z,,,, 74,4) --+-+» %',,', so erhalt man (4). 

Es seien nun 24, %,..., %;_, bereits bestimmt (i S r), so erhalt man di: 
Form 2, auf folgende Weise: in pM §4,, gibt es jedenfalls Formen von der 
Gestalt (2), denn das Primhauptideal pf K [2,,..., 2, %¢4,] hat eine 
derartige Form zur Basis; es gibt also auch eine solche Form von minimalem 
Grad beziiglich z,,,; hat diese Form 2, in einer der Unbestimmten 2,,, 
(k =1,...,%—1) héheren Grad als «,, so kénnen wir diesen immer be- 
dingungsgem&8 erniedrigen, indem wir von 2; (oder nétigenfalls von ty» 2,) 
ein geeignetes Vielfaches von 2, abziehen; der Grad ju, beziiglich z4,, wird 
dadurch nicht geaindert. Endlich kann 7; als irreduzibel vorausgesetzt werden, 
denn es kénnte héchstens noch einen Faktor aus §, enthalten, der ohne 
weiteres gestrichen werden kann. Nachdem nun 2, den Bedingungen 1. und 2. 
entspricht, ergibt sich 3. so: Sei p = 0(p/M H4,,); wir kénnen die Formen yp 
in Hy und y,; in §4,,; derart bestimmen, daB 


Yo? — Yi M = % +My Fapa t+... +, Lo5, (v < py) 
gilt; dann sind die Formen vp, v,,...,v, samtlich in pM H4a,,—, enthalten, 
und also ist (3) richtig; ware namlich etwa v, + 0(p), so kénnten wir 
y © Ha..1-1 und 7, CH, so finden, daB gemiB (4) yv, =z, (7, .--, Mia) 


ist, und also auch 


v (Yo? — Wi %) =Zot+ --- F%,Ta44=9() mit y<u, und 7, CHa, 

5) Dieser Satz kann beinahe wértlich auch fiir inhomogene Ideale ausgesprochen 
werden. Der Beweis gestaltet sich in diesem Falle etwas einfacher als der oben gegebene, 
weil man sich hier auf eine Reihe bekannter Saétze berufen kann. Man wird das Prim- 
ideal p* = p- P$*, P*= K(z,,..., 7) a a betrachten, das nulldimensional 
ist und daher eine Basis von genau r = n — d Elementen besitzt; man kann diese 
Basis leicht den Bedingungen des Satzes gem&8 und iiberdies als ganze Polynome 
wahlen, und hat somit unmittelbar das Verlangte, weil p* ) PB, =p ist. 
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was der Minimalbedingung fiir x, widerspricht. Die Bedingung 4. folgt 
endlich in genau derselben Weise wie oben bei 2. 


Wir bezeichnen allgemein mit f, die Ableitung der Form / nach z,, 
f og ™ af 


a Aces ‘ - 
also h=3 analog Pir = dz,’ fe= da, dz, 


zeichen lassen wir in iiblicher Weise fort, es ist also: 


(5) afi= Suh =tf 


t=1 


usw. Die Summen- 


fiir jede Form / C$, des Grades ¢. Falls einmal ausnahmsweise iiber zwei 

gleiche Indizes nicht summiert werden darf, unterstreichen wir dieselben; 
; a @,; ; 

es bedeutet also y,o p,, das bloBe Produkt von y,, und poe und nicht 


k 


die Summeé dieser Produkte iiber alle i. Auf den eben bewiesenen Satz 3 
zuriickkommend, bemerken wir zuniachst, daB die Determinante 
|x; ase! (1, & = 1,..., 7), deren simtliche Elemente iiber der Hauptdiagonale 
Null sind, den Wert hat: 


(6) |, an] = %r.042- %,049-----%r,car 0 (p), 


denn alle einzelnen Faktoren rechts sind zufolge der Minimaleigenschaft der 
Formen 2, prim zu p. 

Satz4. Istp =(q,, ..., p,) ein Primideal in §, vom Range r (0 r< n) 
so hat die Matrix (¢,,) (i = 1,...,8; k =1, ..., m) den (mod p)-Rang r*) 
und umgekehrt. 

Beweis: Es sei (2,, ..., 2,) eine Primbasis von p, dann ist 


Vio Pi = Yir M1 + --- + Yar Ae 6 0.2,. . 


Differentiation nach z, liefert 
; ; ' Ss See 
Vio Pix = Vir Me +--+. + Pir Ap (p) a ). 
Das kénnen wir auch in Matrizenform so schreiben: 


(Yio Pix) = (y,.)(%,,) (mod p) (a =1,...,7r). 


Die Formen yj» liegen in $4 und daher ist der (mod p)-Rang der Matrix 
auf der linken Seite gleich demjenigen von (,,). Im Matrizenprodukt rechts 
sind aber alle r + 1-reihigen Unterdeterminanten identisch Null und daher 
ist der (mod p)-Rang der Matrix (g,,) jedenfalls <r. (z7/,,) aber enthalt 
die r-reihige Unterdeterminante |, 4,,| = 0(p). Daher ist der (mod p)-Rang 
der Matrix (g;,) genau 7, denn die Formen 2, sind ja auch umgekehrt durch 





*) D.h. alle o-reihigen Unterdeterminanten von (p;,) sind =O(p), falls 9 >r 
ist, und es gibt mindestens eine r-reihige Unterdeterminante + 0 (p). 
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die Basis (g,,..., 9.) von p darstellbar, so daB eine Kongruenz 
(7...) = (Zoe) (%;4) (mod p) besteht. Damit ist der erste Teil des Satzes 
bewiesen; die Umkehrung ist klar. 

Eine einfache Folgerung ist s>r, d.h. die Anzahl der Basisformen 
kann nicht kleiner sein als der Rang von p. Eine weitere Folgerung ist, daB 
der (gewéhnliche) Rang der Matrix (¢,,) fiir jede Nullstelle des Primideals p, 
<7 ist; diejenigen Nullstellen, fiir welche der Rang < r ausfallt, heiBen 
singuldre Nullstellen bzw. singuldére Punkte der irreduziblen algebraischen 
Mannigfaltigkeit, die dem Primideal p entspricht’). 

Satz 5. Zu jedem Primideal p =(9,,..., 9s) CH, vom Range 
r(0<r<n) gehdrt ein System von d=n—r linearen homogenen 
Differentialkongruenzen: 

¥,j=_ vil; + wiefet...+ Vinin =9 (Pp), 
(7) Pof = warlhit warfat-.--+ Yanfa =O (p), 


Pal = Yarlit vashe+---+ yanin = (p). 

Die zugehdrige Matrix (y,,) hat den (mod p)-Rang d. Jede Form » =0 (p) 
geniigt diesem System von Differentialkongruenzen und umgekehrt ist jede 
Form f{ emes Grades t > 0, die (7) erfiillt, im Primideal p enthalten. 

Beweis: Die Matrix (g,,) hat den (mod p)-Rang r = n —d (Satz 4) 
und daher gibt es genau d voneinander unabhingige Lésungssysteme 
Vor Pie =O(p), (2 =1,...,4; t= 1,...,8; k =1,...,n). Ist nun 
y =O0(p), also p = 7,9, +... +7592, 80 gilt 9, =7:9;,(p), und also 
auch y., P= Z%; Var Pit = (Pp), womit der erste Teil des Satzes bewiesen 
ist. Es sei nun f eine Form aus §,, welche das System. (7) erfiillt. Dann hat 


die Matrix 
Nok eo =1,...f 
(**") Ges 
wo (z,,..., x,) eine Primbasis von p bedeutet, den (mod p)-Rang r; multi- 
plizieren wir die erste Kolonne mit z, und addieren dazu die iibrigen Kolonnen, 


jeweils mit z, multipliziert, so andert sich dadurch der Rang der Matrix 
nicht (z, + 0 (p)); es ist also insbesondere die r + 1-reihige Unterdeterminante 


M1, Mydtis +++ Min! 
pled Gea : - . 
Vr Mr, Ar dtis +++ Arn (p 
tf, fara, eeey } 
dabei bedeuten y,,..., 7,, ¢ die Grade der Formen 27,,..., 2,, f. Ent- 


wickelt man diese Determinante nach der ersten Kolonne, so erhalt man 
wegen (6) unmittelbar f = 0 (p), w. z. b. w. 








7) Macaulay, Algebraic theory of modular systems, Cambridge Tract (1916), S. 34. 








Beweis: Es sei wieder (2, .. 


Ve — Sa = K [z,, ... 


. +> Taax eThalt man: 


Von unten beginnend erhilt man 
und daher {f = 0 (p™), w. z. b. w. 


folgen dann die iibrigen von selber. 


Definition 2: 


. Y homogen und ¥ + 0 (p)}, 
2. wenn fiir alle f=0(p) auch Y/ = 0 (p) ist. 


V1 %, 441 + G2%,a41 + . 


+ nf, = 0 (p) 


Satz 6. Es sei p ein Primideal und f eine Form in §,, vom Grade t>0; 
ist dann f, = 0(p) fiir allei = 1,...,n, so ist f=0(p™) und umgekehrt®). 
.» %,) eine Primbasis von p; wegen 
t-{ =2,f,=0(p) ist f=O0(p) und also gof = gy, 2, +... + 9, 2, mit 
Durch Differentiation 


+ Pr Mr, +1 = 0(p), 
. + Pr Mr, d+ 2 — 0(p), 


Pr-1=---= 91 = 9(p), 
Wir haben zum Beweise nur die Kon- 
gruenzen f = 0, /,,, = 0(p) benétigt; aus dem Bestehen dieser Kongruenzen 
Denn die Umkehrung des Satzes ist 
einfach: Gilt namlich f= 0(p™), so ist p-f/=0(p?) mit einer Form 
y + 0(p), und daher of, + 9, f= pf, =0(p), f =0(p). 


Uber homogene lineare Differentialkongruenzen (mod p) 
und Differentialgleichungen. 


Wir haben bereits im Satze 5 Gelegenheit gehabt, von homogenen linearen 
Differentialkongruenzen modulo eines Primideals p C$, zu sprechen. Man 
wird von vornherein sagen kénnen, daB eine Differentialkongruenz 


Yi=wht... 


allgemein nur dann einen verniinftigen Sinn haben wird, wenn sie nicht 
identisch erfiillt ist, d.h. wenn nicht alle Formen y, = 
sind, und wenn aus ¥/=0(p), f=gq(p) immer auch Yg =0(p) folgt. 
Selbstverstindlich miissen die Formen y,, ..., 
haben. Alle im Sinne des Satzes 5 ,,zu p gehérigen‘‘ Differentialkongruenzen 
erfiillen diese Bedingungen und nur sie. Wir kénnen daher definieren: 

Der Ausdruck ¥/ = 
lineare Differentialkongruenz (mod p), wenn 


.. = yn, = 0(p) 


y», alle denselben Grad 


yf; =0(p) heiBt eine homogene 


*) p bedeutet nach Krull die ,,symbolische Potenz‘ des Primideals p, d. h. die 
zu p gehérende Primarkomponente von p*. 











_ 
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Aus der zweiten Bedingung folgt sofort: Y/= Yq (p), falls {= (p) [aber 
nicht umgekehrt®)]. Es gelten weiter die Regeln: 


(8) Pif+g)= Pf+ Yq, 
(9) Vif-g=/-Po+q9° Ut. 


Die Definition gilt auch fiir den Fall, daB das Primideal p den Rang 0 hat, 
also das Nullideal ist; in diesem Falle werden wir in iiblicher Weise nicht von 
Differentialkongruenzen, sondern von Differentialgleichungen sprechen, aber 
daran festhalten, da8 diese bei den Differentialkongruenzen als spezieller Fall 
immer mitinbegriffen sind. Sind ¥,f = y,,f,; =0(p)und Y,f = y2,f,= 0(p) 
zwei Differentialkongruenzen, die zum selben Primideal p gehéren, so ist in 
bekannter Weise: 


(10) (¥, P,)f = (¥, Ps nas P, P,)f _ P, (Pf) = P,(¥,f) 
= Vrs (Por fed: — Yai (Wie fei 
= (Vis Pres — Yo ied) fe + Wri Por (fea — fix) 
== (Wis ors a Yor Piri) fe (3,4 = 1,...,) 
wieder eine Differentialkongruenz derselben Art, die automatisch von allen 
Formen f erfiillt wird, welche ¥,f=0, Wf =0/(p) gleichzeitig erfiillen. 
Wir kénnen daher definieren: 
Definition 3: Ein System von Differentialkongruenzen 
Yf/=0, P,f=0,..., V,f= 0(p) 
¥, 
heiBt vollsténdig, wenn der (mod p)-Rang der Matrix : genau s ist und 
yw | 
wenn dieser Rang nicht mehr erhéht wird, falls man dieser Matrix irgendeine 
Zeile (Y; Y,) (i,k =1,..., 8) hinzufiigt. 
Aus Satz 5 folgt s = » —r, wenn r der Rang von p ist. Fiir die soeben 
eingefiihrten Jacobischen Klammersymbole (¥, ¥,) gelten die bekannten 
und leicht zu bestatigenden Identititen: 


(11) (Y, %,) =—(%¥%), (vw) =0, 
(12) (( Y, Y) Y;) + (( P. Ys) ¥;) . (( Ys ¥;) Ps) _ 0. 


Aus den Formeln (8) und (9) folgt, da8 die Lésungen eines Systems von 
Differentialkongruenzen einen Unterbereich von §,, bilden, der den Ring- 
postulaten (mit der erwihnten Einschrinkung) geniigt, also ein ,,homogener 

*) Die Umkehrung ist nach Satz 5 nur dann richtig, wenn Vf = Wg (p) fiir alle 
zu p gehérigen Differentialkongruenzen erfiillt ist (und der Grad ¢ der Formen f/ und g 
positiv ist). 
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Ring“ ist, wie wir kurz sagen wollen; er ist aber kein Ideal, was man sofort 
daran erkennt, da8 der Grundkérper X in ihm enthalten ist. 

Eine beliebig herausgegriffene Differentialkongruenz Yf=0(p) wird 
nun im allgemeinen keine eigentlichen Lésungen in §,, besitzen, d. h. Lésungen 
mit Formen / + 0(p), die keine Konstanten sind; sie kann aber Lésungen 
besitzen und dann ist es wichtig, zu wissen, wieviele (mod p) inkongruente 
Lésungen im besten Falle vorhanden sein kénnen. Diesem Zwecke, eine obere 
Schranke fiir die Anzahl méglicher Lésungen aufzustellen, sollen die beiden 
folgenden Sitze dienen, von denen wir iibrigens spater einen wichtigen Ge- 
brauch machen werden”). 

Satz 7a. Es sei p C§,, ein Primideal des Ranges r (0 Sr Sn — 1), 
Yi =0(p) eine zu p gehdrige Differentialkongruenz und H (p; t) die Hilbert- 
Funktion von p. Dann gibt es héchstens 


(13) 8S AH (p;t) = H (p; t) —H (p;t —1) 
(mod p) linear unabhéingige Formen |,, ..., f,, die der Differentialkongruenz 
Y f =0(p) gentigen. 

Beweis: Wegen V =(y,,..., yn) #0(p), kénnen wir y, +0 (p) 


voraussetzen; daraus folgt dann sofort, daB z, unabhingig in bezug auf p 
ist, weil Y x, = y, +0(p) ist. Wir adjungieren nun zum Grundkérper K die 
Unbestimmten u,, . . ., u, und bilden dieLinearform u = u,z, +...+ t%,Z,. 
Das Ideal (p, u)") in K (u,, ..., %,) [%,, ..., Z,] hat die Hilbert-Funktion 


1°) Der erste Satz ist zwar im zweiten allgemeinen Satz inbegriffen und kénnte 
daher unterdriickt werden. Jedoch treten die Linien der Beweisfiihrung im einfachsten 
ersten Fall scharfer hervor, und dafiir kann der allgemeine Beweis kiirzer und straffer 
gefiihrt werden. 

") Das Ideal (p, «) ist, falls nicht selber Primideal, der Durchschnitt eines Prim- 
ideals vom Range r + 1 und eines zum Ideal 9 = (2,, +++» 2) gehérigen Primarideals. 


Das kann man etwa so zeigen: Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, daB alle 
z, + 0(p) seien. Ist nun etwa a- b= 0(p, u), so kann man 
i 


n—1"n ) 


w= —7 (y+... +e 
n 


einsetzen und erhalt a- 6 — 0(p), wo @ und } die (gebrochenen) Formen bedeuten, 
die aus a und } hervorgehen, wenn man fiir uv, den angegebenen Ausdruck einsetzt. 
Es sei nun der Faktor a = 0(p); dann kénnen wir a als eine ganze rationale Funk- 
tion von u, auffassen, deren Koeffizienten dem Restklassenkérper 

K (u,,.-., u,_,) [21 --+ 2)/P 
angehéren, und welche die Wurzel 


n—l zy —1) 


ue = ——(u,27,+...7 4 
n z_ (1% 


besitzt. Daher mu8 die Form a, falls man sie mit einer geeigneten Potenz von z, 
multipliziert, durch u teilbar sein (mod p). Das gibt x? a = 0(p, u) und da der Index n 
nicht ausgezeichnet ist, folgt daraus die Behauptung. — Es wird aber nicht immer 
méglich sein, die Unbestimmten «, im Grundkérper K so zu spezialisieren, daB auch 
fiir das spezialisierte Ideal (p,u) Gleiches gilt. 
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AH (p; t)*). Ware also s> 4H (p; t), so miiBte ein lineares Aggregat der 
Formen /,, ..., /, in (p, u) liegen: 


s ¢=]1,... 
F =a,/,+...+4,/,=u-g (p), a, CK (u;), (4 *) 


mit F + 0(p), YF =a, ¥f, =0(p). 

Wir kénnen weiter annehmen, daB g + 0(p,u) sei, denn andernfalls 
kénnten wir F so schreiben: F =a,f,=u®-g(p) mit g+#O(p.u) und 
o > 2. Differenzieren wir beiderseits nach «,, so gibt das: 


oF 9a a 
=" ia, fh = ut" (ogz, + ie) = ut—!-h (p) 


mit h+0O(p,u). Ist o —1>1, so kénnen wir die Differentiation wieder- 
holen usw. Auf dieselbe Weise erreicht man, daB nicht nur g + 0 (p, ), 
sondern auch z2-g+0(p,u) ist, fiir jedes 9 >0, wobei man allerdings 
zulassen muB, daB g eine gebrochene Form mit einer Potenz von z, im Nenner 
sein darf, was jedoch auf den folgenden Schlu8 keinen stérenden EinfluB 
mehr ausiibt; wir miissen nimlich nur verhindern, daB die durch die 
Spezialisierung 


l ; 
(14) “,. = — Zz (41% +... + Uy yZp-) 
n 


aus g hervorgehende (und jedenfalls gebrochene) Form g = 0 (p) wird. Dann 
ist die weitere SchluBweise ganz einfach; wir haben nimlich VF = Yu -g 
= ug +9 yju; =0(p). Spezialisieren wir hier u, gemaiB (14), so bleibt 
— . 
x g [(u, Yi ) «+s Fo Oe -1 Yn-1) In — (uz, , «rene Un—1Tn -1) Wn = 0 (p). 
n 
Da nun 7 = 0(p) ist, so ist der Ausdruck in der eckigen Klammer = 0 (p);: 
fiigen wir dann noch mittels einer neuen Unbestimmten wu, das Glied 
Un (Wn%n — Zn Yn) hinzu, so kénnen wir schreiben: 

U; (Y;ln — Tj; Yn) = 0 (Pp) (yj = 1,..-,m). 
Ist dann / eine Form eines Grades ¢t>0, fiir die f/+0, ¥{ =0(p) gilt, su 
setzen wir hier u; = f; ein und erhalten 

x, Pf a Yn2;f, —— —ty, f= 0 (p) 


im Widerspruch mit den Voraussetzungen. 
Wir lassen jetzt den allgemeinen Satz folgen, dessen Beweis nunmehr 
leichter verstindlich sein wird. 








12) Nach der bekannten Formel H ((a, /);t) = H (a;t) — H(a;t— y), wenn + 
der Grad der Form / ist und a:/ = a gilt. Dariiber van der Waerden, On Hilbert’s 
Function, Proc. K. Akad. Wet. Amsterdam, 31/2 (1928), S. 749—770. 
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Satz 7. Es sei p C$, ein Primideal des Ranges r (OS rSon —a) 
und es sei ein vollstiindiges*) System von Differentialkongruenzen 
(15) W,/=0,...,%f=0 (p) (0<a<n—r) 
vorgegeben; H (p;t) sei die Hilbert-Funktion des Primideals p. Dann gibt es 
héchstens 
(16) 8s < A,H (p; t)") 
(mod p) linear unabhingige Formen f,, ..., f, eines gentigend hohen Grades t, 
die den Differentialkongruenzen (15) gentigen. 
Beweis: Da die Kongruenzen 
; ee 
Yt = yes f, =0() (| a 
ein vollstindiges System bilden, kénnen wir die Numerierung der z,; uns so 
gewahlt denken, daB die Determinante 


| Pa,n—e+as-- +> Pan | 
(17) ere, 
| Pa.n @+1s°***) Yan 
ausfallt. Daraus folgt dann wieder, daB die Elemente z,_.,,, -.., Z, unab- 


hangig in bezug auf p sind”). Ferner adjungieren wir zum Grundkérper K 
k=1,...,@ 

j=l,..., ‘). 
Das Ideal (p, u,,...,%.) besitzt fiir geniigend hohe Grade t die Hilbert- 
Funktion A,H (p;t)*). Wire alsos > A,H(p;t), so hatte man wieder 


die Unbestimmten u, ; und bilden die Linearformen u, =u; 2, | 


F =a,f,+...+4,f,=u,9, +...+ 4,9, (P) 


8) Der Satz gilt a fortiori auch fiir ein unvollstandiges System, sofern es nur 
(mod p) unabhangig ist, nur l4Bt sich dann sofort eine niedrigere Schranke fir s an- 
geben. 


*) 4, H(p;t) ist die a-te Differenz der Funktion H(p;t), d.h. 
4H (p;t) = H(p;t)— H(p;t— 1), 4,H(p;t) = 4 [4 H (p; ¢)). 
*®) Denn ware /(z,_..4,45---»%,) eine (nicht verschwindende) Form des 


Primideals p, die nur von den z. 


@a—1 


a+1°°+ %, abhangt, so kénnen wir uns / jeden- 
falls so gewahit denken, daB nicht alle Ableitungen fj wieder in p liegen. Dafiir geniigt 
etwa die Forderung, da8 f einen méglichst niedrigen Grad haben soll. Da weiter { das 
System (15) erfiillen muB, so fiihrt das sofort zu einem Widerspruch mit (17). 

6) Das erkennt man leicht durch a-malige Anwendung der in Anm. '”) erwahnten 
Formel; es sind zwar hier die dafiir notwendigen Voraussetzungen (p, u,): ug = (P, %), 
(P, Uy, Ug): Us = (P, Uy, Uy), uSW. nicht streng erfiillt, da die Ideale (p, w,), (p, uy, Ug) 
usw. jeweils eine zu 0 = (z,,...,%,) gehérende Primarkomponente aufweisen 
kénnen. Jedoch iiben diese Komponenten keinen Einflu8 auf die Hilbert-Funktion 
mehr aus, sobald der Grad ¢ geniigend hoch gewahlt wird, da ihre eigenen Hilbert- 
Funktionen dann verschwinden. 
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, “ee 
a,c K (u,,), F #0, Y,F =a,¥, f, =0 (p) | 


B=1,...,a]° 
Spezialisieren wir die Unbestimmten ,,,: 


] 
(18) Urn = — 5 (Mert +... + Un 1 2m —1) (Ek =),...,@), 
so gehen die Formen g,,..., 9, in (gebrochene) Formen g,, ..., g, tiber 
und wir kénnen wieder voraussetzen, daB nicht alle g, =0,..., 9, =0(p) 


sind. Ware das namlich noch nicht erfiillt, so kinnten wir es immer dadurch 
erreichen, da8 wir F in geeigneter Weise nach den Unbestimmten u,,, diffe- 
renzieren. 

Wir kénnen nun wieder schreiben: 


YF = uy Ps ge + ge Vs % = 0 (p) (k, 8 =1,...,@). 


Spezialisieren wir hier die Unbestimmten u,,, gemaB (18), so bleibt 

l 

> Jel (Waiter tb... + Ys, n—1 Ue, n—1) ln — (er D+. - + + Ue 1 Za—1) penl 
=O(p) fir P=1,...,a. 

Da nicht simtliche g, = 0(p) sind, mu8 die Determinante dieses Systems ver- 


schwinden (mod p). Fiihren wir wieder an Stelle der durch die Spezialisierung 
(18) verloren gegangenen Unbestimmten u,,, neue ein, so kénnen wir schreiben: 


/ g=zl,...,% 
(19) Imes (ves —% Yew) =O(P) (4?) 
Bedeuten nun h,, ..., 4, irgendwelche Formen aus §,, der Grade ¢,, ..., t, 


(simtlich > 0), so wollen wir die Unbestimmten «%, in (19) durch die Ab- 
leitungen h.; ersetzen, so da$ wir erhalten: 
(20) Em Ws hy — thy Ys n| = 0 (p). *”) 
Die h, kénnen hier noch ganz beliebige Formen bedeuten; wir wihlen zunachst 
fiir h, eine Form des Grades t,, fiir welche gilt: 

t;>0, hy +0, Phy =0(p) (6 =1,..., «)*8), 
Dann vereinfacht sich die Determinante (20) zur folgenden: 

V1.0, Pihkg, Pihs,-.-; Y,h,| 


Ye.n» Vals; Yh, os v. he 





‘7) Wir erinnern an unsere Festsetzung S. 338, daB iiber unterstrichene Indizes 
nicht summiert werden darf. 

18) Eine solche Form muB es geben, denn sonst brauchten wir nichts mehr zu 
beweisen. 
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Spezialisieren wir nun noch die Formen hy = 2,_,, hy = Zn_9,... 
h, = In-a+ 1, 80 erhalten wir 


Yan» Ya,n-1+++*s Ya,n-a+1| 


im direkten Widerspruch mit (17). Damit ist unser Satz bewiesen. 

Wir sind nun leider nicht imstande, eine angenahert vollstandige Theorie 
der linearen homogenen Differentialkongruenzen, ja auch nur die Grundziige 
einer solchen zu geben. Vor allem wire die systematische, nach idealtheo- 
retischen Grundsitzen durchgefiihrte Verarbeitung aller Erkenntnisse, welche 
die Analysis bereits auf diesem Gebiete besitzt, noch ausstandig. Wir méchten 
aber der Hoffnung Ausdruck geben, daB diese interessanten Gebiete nicht zu 
lange mehr brach liegen mégen, um so mehr als wir die sichere Uberzeugung 
hegen, daB dadurch bedeutende Fortschritte in allen Zweigen der mathe- 
matischen Wissenschaften erzielt werden kénnten. 

Es ersteht hier wieder das alte, urtiimlich algebraische Problem, einen 
gegebenen Grundbereich, in dem gewisse Operationen nicht immer Lésungen 
besitzen, derart zu erweitern, daB einerseits keine wesentlichen Eigenschaften 
des Grundbereiches verloren gehen, andererseits die Existenz der Lésungen in 
allen Fallen widerspruchsfrei gesichert wird. Bedeutende Erkenntnisse in 
dieser Richtung liegen ja in der Analysis bereits vor, aber es ermangelt die 
klare Erfassung des gesamten Problemkreises, und vor allem die algebraische 
Bearbeitung. 

Wie dies etwa gemacht werden kann, wollen wir an einem einfachen 
Beispiel zeigen, bei dem wir noch nichts Neues zu erfinden brauchen, sondern 
nur die bekanntesten Resultate der elementaren Integralrechnung verwerten. 
Wir beschriinken uns zu diesem Zwecke avf n = 2 und p = (0), betrachten 
also die Differentialgleichung: 

(21) Yi = vil, + vel, = 0 

im homogenen Ring §, = K [z,, z,}"). Wir wollen annehmen, es sei eine 
Lésung F dieser Differentialgleichung bereits gefunden; dann kénnen wir F 
in Primfaktoren zerlegen: F = Py', P?,..., Pee. Setzen wir das in (21) 
ein, so erhalten wir 

WF = (PS Pi... pir) = p™ pts. ps [empl t tap] =0. 


1%) Die Auflésung dieser Differentialgleichung ist im wesentlichen gleichbedeutend 


mit der Integration des unbestimmten Integrals | {(x)dz, wof(z)= (—* 
: ; ; : 7 Y2— %2 Yi/z1=2 
eine rationale Funktion von z ist. 2,=1 





| 


di 


ss = 


_ 
nm 
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Daraus folgt zuerst, daB der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwinden 
mu8, und dann, weil die Primelemente P,, ..., P, voneinander verschieden 
sind: YP; =0(P,) fir 1 =1,...,8. Wir haben also den folgenden Satz, 
den wir offenbar gleich fiir beliebiges n aussprechen kénnen: 

Satz 8. Eine Lésung F der Differentialgleichung 

Yi =wil,+--.+ via =0 

in §, kann nur aus solchen Primfaktoren P zusammengesetzt sein, die Eigen- 
lésungen der Differentialgleichung sind, d.h. fiir die ¥P =0 (P) gilt. 

Es kommt also zunichst darauf an, die Eigenlésungen der Differential- 


gleichung zu ermitteln, was keine Schwierigkeiten bereitet; denn ist P eine 
Eigenlésung, so haben wir 


a, P, + 2, P, =0(P) 


und daher D = yr, — p24, =0(P), d.h. alle Eigenlésungen sind Teiler 
der Determinante D. Umgekehrt rechnet man aber leicht aus: 
YD =P (pit, — vos) = (¥,, + Yoo) ° D, 

und daraus folgt, daB alle Primfaktoren von D Eigenlésungen sind. Damit 
ist die erste Aufgabe erledigt, es sind alle Eigenlésungen der Differential- 
gleichung (21) ermittelt, und es handelt sich jetzt ,,.nur‘‘ mehr darum, aus den 
bekannten Eigenlésungen eine Lésung von (21) zusammenzustellen; hier be- 
ginnen erst die Schwierigkeiten. Wir wollen uns den Grundkérper K so weit 
erweitert denken, da8 die Determinante D in lauter Linearfaktoren zerfiallt. 
Ist y der Grad der Formen y, und yg, so erhalten wir y + 1 Linearfaktoren, 
die aber nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen; wir setzen 


(22) D=Pipe...Ps, VP,=qP, (k =1,...,88<y+)), 


wo die g, Formen des Grades y sind; ist s = y + 1, so besteht zwischen den 
Formen gq, sicher eine lineare Abhingigkeit 


(23) a9, +...+a,9,=0, oC K. 
Kénnen hier nun die & samtlich rational ganz und nicht negativ gesetzt 
werden, so erhalten wir in der Form 
(24) F = Ps Ps... Pee 
eine Lésung der Differentialgleichung (21). Die Umkehrung ist klar, wir 
kénnen daher sagen: 

Die Differentialgleichung (21) besitzt dann und nur dann eine Lésung 
innerhalb §,, wenn zwischen den durch (22) definierten Formen 9, ..., 9 


eine lineare Abhangigkeit von der Gestalt (23) besteht, mit rationalen, nicht 
negativen und nicht simtlich verschwindenden «,. 
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Besteht die Abhangigkeit (23) zwar mit rationalen«,, aber mit gemischten 
Vorzeichen, so kann man sich noch verhaltnismaBig einfach dadurch helfen, 
daB8 man auch gebrochene Formen als Lésungen zulaBt. Haben jedoch die «, 
in (23) nicht mehr rationale Verhiltnisse, so gibt es weder ganze noch ge- 
brochene Formen von §,, die Lésungen der Differentialgleichung (21) sind, 
und man mu8 sich dazu entschlieBen, auch andere Elemente aus K in (24) 
als Exponenten zuzulassen. Aber auch das reicht nicht mehr aus, wenn 
die Formen g, linear unabhingig sind; in diesem Falle ist aber s <y + 1 
und also mindestens ein Exponent % in (22)>2. Wir miissen dann den 


Bereich §, durch die Einfiihrung einer neuen Funktion E ( $) erweitern, die 


fiir irgendein Formenpaar gleichen Grades Q, P aus §, definiert sein soll und 
die Relation erfiillt 
Q\_ p/@) Y 
VE(p) = (5): ¥ (5). 
@ 

Man sieht, daB sie nichts anderes ist, als die Exponentialfunktion e”. Ist 
dann die Determinante D durch die «-te Potenz der Linearform P teilbar, so 
hat man auBer P noch die weiteren Eigenlésungen 


Q Q ew 
E(3). E(), .. B=), 
wo die Q,,...,Q«., Formen der Grade 1,...,«% —1 bedeuten, fiir die 
Q;, P, —Q,, P, + 0 ausfallt. Dann hat man nimlich: 
YP = y,P,+ y2P, = oP, 





woraus folgt: 
(vy: — 9%) P, + (yo — 9%) P, = 0, 
so daB man setzen kann: 
a Pa. = zP,, 
¥2— 92, = —7P); 
daraus folgt leicht: 
7P =D=0(P*), 7=0(P*~). 
Dann ergibt sich: 
YQ, = (pt, + 7P) Qi + (9%2 —ZP,)Q2 =19%: + 2 Qi P, —Q2P)). 
Es ist daher 





(Q; P¥Q,—iQ,¥P oes eee ge 
Y (5) =r = 2 Ps — Cin Pi) 


fiir i = 1,...,«a —1 wieder eine ganze Form des Grades y —1. Mit Hilfe 


der Funktion £ ($) kann man es also erreichen, daB auch im Falle mehrfacher 
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Faktoren der Determinante D immer y + 1 verschiedene Eigenfunktionen 
vorhanden sind, so da8 eine Lésung von (21) in jedem Falle gesichert er- 
scheint. Damit ist diese Untersuchung freilich noch nicht zu Ende gefiihrt, 
es waren vor allem noch die besonderen Eigenschaften der Funktion E($) 
zu ermitteln und die Widerspruchsfreiheit der Konstruktion zu priifen, doch 


wollen wir hier, da es sich ja nur um ein vorliufiges Beispiel handelt, davon 
absehen. 


§ 3. 
Transformationen der homogenen Polynombereiche. 


Wir legen unserer Betrachtung nunmehr zwei homogene Polynom- 


bereiche §, . = K[a,,..., tnJy, Dm.y = K (yy, ---: Ym] zugrunde, die 
den gleichen Grundkérper K besitzen mégen. Es seien weiter m Formen des- 
selben Grades uu, 9,(Z),..., Pn(Z), aus §, « gegeben; setzt man dann 

(25) fa ™ Fa (z), seer Yum = Pm (2), 


so wird dadurch eine Abbildung der Ideale des homogenen Ringes §, , auf 
die Ideale des homogenen Ringes §,,., vermittelt, auf Grund der folgenden 
Definition: 

Definition 4: Ist a, ein Ideal des homogenen Ringes §,, ., so entspricht 
ihm vermége der Transformation (25) dasjenige Ideal a, in §,, ,, das aus 
allen Formen f(y) C§,,, besteht, fiir die f(g (xz))=0(a,) ist. a, heibt 
das ,,transformierte‘‘ Idéal von a,™). 

Satz9. Sind a, und b, die transformierten Ideale von a, und b,, 80 ist 
a,b, das transformierte Ideal von a,1\b,; ist a, Cb,, so folgt daraus 
a,<b,. Ist a, Primideal und b, ein zugehériges Primérideal, so ist auch a, 
Primideal und b, ein 2u a, gehérendes Primérideal (das auch mit a, zusammen- 
fallen kann). 








) Es ist niitzlich, die Bedeutung der Transformation (25) im Inhomogenen sich 


. ee = _ My st=1,..,.8—1 
vor Augen zu fiihren. Setzt — namlich z,= z,’ y, = y,.” ( ee ics tee ) 
. : Py \* : . . . 
so geht (25) tiber in y, = ?, (2) = R(x), wo die R, (z,) rationale Funktionen aus 
dem Kérper K (z,,..., % _ ,) bedeuten. Ist umgekehrt die inhomogene Transformation 


gegeben, so kommt man auf die homogene Form (25) zuriick, wenn man alle R, auf 


einen gemeinsamen Hauptnenner bringt und alles homogen macht. Die Transformation 
(25) ist also gleichwertig mit einer homomorphen Abbildung des Korpers K (y,,..-,9,, — ,) 
auf einen Unterkérper von K (%,, ..., Z, _ ,), und daraus ersieht man sofort die groBe 
Bedeutung dieser Transformationen. 


Mathematische Annalen. 115. 23 
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Der Beweis dieses Satzes ist klar. Unsere nichste Aufgabe wird nun 
darin bestehen, diese Abbildung der Ideale a, auf die Ideale a, im einzelnen 
zu studieren und zu ermitteln, welche Eigenschaften der Ideale a, bei der 
Transformation erhalten bleiben, d.h. auch wieder den transformierten 
Idealen a, zukommen. Wir werden unsere Untersuchung auf Primideale p, 
beschrianken; da8 ihre transformierten wieder Primideale sind, wissen wir 
bereits. Da nun das wichtigste Kennzeichen eines Primideals sein Rang (oder 
seine Dimension) ist, wird es das nichstliegende sein, zu fragen, in welcher 
Beziehung der Rang r von p, und der Rang o von p, zueinander stehen. 
Diese Beziehung ist viel einfacher als der dafiir nétige Beweis, zu dem wir 
alle Hilfsmittel werden aufwenden miissen, die wir uns bisher geschaffen 
haben. 

Hauptsatz der Transformationstheorie. Es sei p, = (py, ..., Ps) 
ein Primideal des homogenen Ringes §,, vom Range r, (O< r<n), p, das 
durch (25) transformierte Primideal vom Range o in §,, ,; es sei ferner o der 
(mod p,)-Rang der Matrix 


°; (fat hin @ 
(26) (<9 ee oe eed 

- \k =1,..., 0 
Dann gilt: 
(27) o+o=m-+r.*) 

Beweis: Es ist 
Osrsnrsos|", ™®; 
— -_ m+ r 


das gibt zusammen mit (27) 0 <= o <™m, wie es auch sein mu8. Wir wollen 
nun zuerst beweisen, daB 0 < m+ r —o sein muB, und nehmen zu diesem 
Zwecke an, es sei etwa 0 >m + r —o = m — (o —7r); dann ist die Maximal- 
anzahl unabhangiger y; in bezug auf p, kleiner als o —r, d.h. sind o —r 
verschiedene y, gegeben, etwa y,,..., Ys, (auf die besondere Numerierung 
kommt es ja nicht an), so gibt es eine nicht identisch verschwindende Form 
9 (Yy, ---, Yor) = (p,); von dieser kénnen wir noch voraussetzen, daB sie 
unter ihresgleichen minimalen Grad habe, so daB g, + 0 (p,) ist fir i = 1, 
o—r. 


21) Bezeichnet man mit « = n—o die Anzahl der Differentialkongruenzen 
(mod p,), die von allen Formen ?; erfillt werden, mitd = n—r—1,6=m—o—1 
die (projektive) Dimension des Primideals P. bzw. Py» 80 kann die Gleichung (27) 
auch so geschrieben werden: 

(27a) S=—d—a«. 


22) o muB gréBer sein als r, weil schon die Matrix (pik) allein den (mod p)-Rang r 
hat; die beiden oberen Grenzen fiir o sind unmittelbar klar. 
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Wir haben nun g(9,..., ~,—r) =0 (pz). Bedeutet ¥,f = yg ef, =0 (ps) 
ferner eine der »—r zu p, gehdrigen Differentialkongruenzen, so gilt 


*j=1,..,0¢—Ff 

Pag (Gi) = Vee ( Pi): Px =O (Pe) k=1,...,% 
BB =1,. 
Da die 9; (y:) + 0(p.) sind, bedeutet dies, da aus den o —r Zeilen (9;,) 
ein lineares Aggregat gebildet werden kann, das allen Lésungssystemen (gx) 
der Matrix (p ,) geniigt, also von dieser linear abhingt. Daraus folgt, daB 


ae OF 


der Rang der Teilmatrix von (26): ( 7m) kleiner sein mu8 als die Summe 
der Range von (p;,) und (9; ,), (j = ‘iy .5G—r), dh. <r+(o—r) =a. 
Das gleiche gilt, wenn (9;,) irgendwelche o —r Zeilen der Matrix (9;,), 
$+=],....™ 
(. =1l....,% 
iiberhaupt <o sein®*), entgegen der Voraussetzung; damit haben wir gezeigt 
daB 


) bedeutet. Daher miiB®te der (mod p,)-Rang der Matrix (26) 


e<mt+r—s 
sein mu8. Der zweite Beweis 


(em+r—eo 


ist bedeutend schwieriger und mit elementaren Mitteln iiberhaupt nicht zu 
fiihren. Das sieht man schon an dem einfachsten Beispiel, wenn wir etwa 
r = 0 und o = 1 setzen, also den Fall von m Formen 9q,..., @m © Hn, 2 
betrachten, zwischen denen eine algebraische Beziehung® (9, . . ., Pm) =0 (0) 
besteht. Dann ist es leicht zu zeigen, daB der Rang o der Matrix (9; x) 
o<m+r—o =m—1 sein muB, es bereitet aber erhebliche Schwierig- 
keiten zu zeigen, daB, falls o = m —1 ist, 9 >m+r—o = 1 sein muB, 
da8B also mindestens eine algebraische Beziehung zwischen den Formen 9, 
bestehen mu8™). Trotzdem wird uns dieser Beweis keine Schwierigkeiten mehr 
bereiten, weil wir nimlich die Hauptarbeit im Satze 7 bereits geleistet haben. 


%) Das ist ein bekannter SchluB, den wir hier vielleicht noch so verdeutlichen 
kénnen: Wir entnehmen der oberen Matrix (p},) r (mod p,) linear unabhangige Zeilen 
und fiigen zu diesen von der unteren Matrix solange Zeilen Pie die von den bereits 
vorhandenen unabhiangig sind, hinzu, als dies méglich ist; wir erhalten so im ganzen 
t <o Zeilen, die (mod p,) unabhangig sind und von denen alle ibrigen Zeilen der 
Matrix (26) abhangen. Es ist daher tr <o der (mod p,)-Rang der Matrix (26). 

*%) Ein einfacher algebraischer Beweis fiir diese fundamentale Tatsache wurde 
von B. L. v. d. Waerden in seiner algebraischen Theorie der Differentiation gegeben, 
N. Arch. v. Wisk. 15 (1926), S. 111. Wie mir Herr v. d. Waerden mitteilt, l48t sich 
von dieser Grundlage aus und mit Hilfe des Begriffes der allgemeinen Nullstelle auch 
ein sehr kurzer und interessanter Beweis fiir den obigen Hauptsatz fihren. 


23* 
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Wir nehmen r und o als gegeben an; da o der Rang der Matrix (26) ist, 
gibt es a = » —o Differentialkongruenzen (mod p,), die von allen Formen 
1, --+> Mm erfiillt werden: 

B=1,....a@=a—o 
(i cco : 


v ——— 


Ps Vi = Yar Pix = (Pz) 


Ist /(y) irgendeine Form aus §,, ,, und setzt man /(g) = F(z), so gilt 


(28) YF = Wot (9) = flo) Yep =0 (Pa). 
Sind nun ¥,,..., y; imgendwelche j verschiedene Unbestimmte unter den 
Yi» «<-> Yms 80 gibt es in §,,, genau s = (‘ 4 ) Jinear unabhingige 
Formen 9; (¥;, ..-. Yj)s.- ++» 9s (Y1> -- +» Yy) des Grades t, die nur die be- 
zeichneten y,, ..., y; und keine anderen enthalten; setzen wir 

91 (Pir - ++» Ps) = Fy (2), -- +9 (Pr, -- +> Gs) = Fy (2), 


so geniigen ale diese Formen, die den Grad mt in den x, besitzen, den 
Differentialkongruenzen (28). 

Nun gibt es aber nach Satz 7 héchstens 4,H (p,; t) linear (mod p,) 
unabhingige Formen F (z) des Grades ut, die diesen « = n —o Differential- 
kongruenzen geniigen. Ist also 
; oe 
(29) s = ( 


j-1 > A, H (pei vt) 


fiir einen gewissen, geniigend hohen Grad t, so gibt es ein lineares Aggregat 


a,F,+...+4,F,=0(p,), a, CK, a, + 0, 

also 

2191 (Py, ---> Ps) +--+ +e Go( Pr, ---» Ps) =F (Gy, ---, Pi) =O (Pz) 

0191 (Yy,---> Ys) +--+ + Os Ge (Yr, ---> Ys) =] (Ys, ~~~, Ys) =O (Py). 
Es enthiilt also p, eine aicht verschwindende Form G (y,, . . ., y,) des Grades t. 
Da dies fiir irgend j Unbestimmte gilt, ist also der Rang von p,: 
(30) o>m—j +1. 

jt+j—1 


Nun ist aber s =/[ } eime ganze rationale Funktion von ¢, 


2 
die in ¢ den Grad 9 -- 1 hat: desgleichen ist 4, H (p,; j«t) eine ganze rationale 
Funktion von t, die in ¢ den Grad n—r—1—za erreicht. Ist also 
j—1l>n—r—l—a, dh. j>o-—r, dann gilt, von einem gewissen, 
geniigend hohen ¢ angefangen, (29) und (30), also 


oS>m—j+1lS>m—(o—r+1)+1—=m+r—s, 
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Der Hauptsatz ist zunachst das wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung 
des Charakters der Transformation (25). Offenbar werden diejenigen Ideale a, 
in §,., unser erstes Interesse in Anspruch nehmen, deren Dimension durch 
die Transformation (25) verkleinert wird; das ist dann der Fall, wenn 
a =" —o>O0, oder o<n ausfillt (27a). Es ist bequem, dafiir ein einfaches 
Kriterium zur Hand zu haben, das unmittelbar aus dem Hauptsatz und 
Satz 9 folgt, und das wir fiir den uns wichtigen Fall m =n aus- 
sprechen: 

Satz 10. Daftir, daB das Ideal a, ©, und sein transformiertes Ideal 
a, ©§,., gleichen Rang (gleiche Dimension) besitzen, ist hinreichend (aber 
nicht nolwendig), dafB die Transformationsdeterminante D = | 9; ,;\, 
(i,k =1,...,m), nicht durch alle zu a 
teilbar sei. 

Dafiir, def das transformierte Ideal a, héheren Rang (niedrigere Dimension 


« gehérigen héchsten™) Primideale 


als a, besitze, ist notwendig (aber nicht hinreichend), dap die Transformation 
determinante D durch alle zu a, gehorigen héchsten™) Primideale teilbar sei*’). 

Der vorstehende Hauptsatz ist nur ein erster Schritt, um Klarheit iiber 
die hier waltenden Gesetze zu erlangen. Aus ihm ersehen wir zuniichst, dai, 
die Dimension der Ideale bei der Transformation im allgemeinen invariant 
bleibt; dein diejenigen Ideale, die Teiler (Oberideale) der Transformations- 
determinante D sind, bilden bei D + 0 sicher die Ausnahmen. In welcher 
Weise diese Untersuchungen aber weitergefiihrt werden kénnen, soll der 
folgende Satz anzeigen: 

Satz ll. Es sei p, ein Primideal des Ranges r in Hp, 2, Py das trans- 
formierte Primideal in §, y, (m =n), und es sei D = | p;,| #0(p,). Dann 
hat auch p, den Rang r, und ist q, ein eigentliches zu p, gehoriges Primér- 
ideal, so ist auch das trans/ormierte Ideal q, ein eigentliches zu p, gehdrendes 
Primédrideal. 

Beweis: Es sei (2,,...,2,) eine Primbasis von p,, (//;,..., //,) 
eine Primbasis von p,. Es ist nun //, (gy) = 0 (p,), also 


Po (2) IT, (9) =a, My +... + er A, (4,8 =1,...,7; Ogg CHn, 2 
Po ©Dn-r, 2): 
Wir bezeichnen mit A (z) die Determinante A (x) = |a, ;| und wollen be- 


weisen, daB A(z) +0(p,) sein muB. In der Tat, wire A (x) =0(p,), 





26) ,,Héchstes** Primideal = Primideal héchster Dimension. 

26) Die hinreichenden und notwendigen Bedingungen sind leicht aus dem Haupt- 
satz zuentnehmen. Fiir viele Untersuchungen jedoch ist es vorteilhaft und ausreichend, 
ein zwar nur in einer Richtung strenges, aber dafiir einfaches Kriterium zur Verfiigung 
zu haben. 











354 W. Grdbner. 


so gabe es r nicht simtlich in p, enthaltene Formen 5,,..., 6,, derart, daB 
b, 17, (g) +... + 5, 11, (~) =0 (p2) wire. Wir differenzieren das nach 2: 
(b, i g(g) +... +0, «(9)] oie =O(Ps) (i,k =1,..., 0). 
Da D = | 9;,| + 0(p.) vorausgesetzt ist, folgt: 
b, J1,4(9) +... +5, 77-4(9) =O(p,) firi =—1,..., nm. 
Daraus wiirde aber folgen | //; 4,.(~)| =0(p.) im Widerspruch mit 
UT; -asx (y)| = O(p,), (¢,& =1,...,7), (6). Nun ist aber 


A(z) a,=0 (17, a IT, (@)), 
und daher 
(31) PD, (x)-A(z)-p2=0 (11, (9), ..., 1 (p))*) 
mit 
®, (x) - A (x) = 0(p.), 


d. h. das Ideal (/7, (@), ..., /7,()) hat als zu p, gehérige Primirkomponente p, 
selbst, womit alles bewiesen ist. 


§ 4. 
Birationale Transformationen. 


Besonders wichtig sind diejenigen Transformationen, bei denen die 
beiden Variablenreihen in beiden Richtungen rational voneinander abhingen. 
Wir fiihren zuerst eine allgemeinere Definition an, werden aber sodann die 
weiteren Ausfiihrungen auf den besonderen Fall der Cremona-Transformationen 
beschranken. 

Definition 5: Eine Transformation y, @.(m%), (6.=1, .... @; 
k =1,...,m), heiBt birational in bezug auf das Primideal p, C§,,.. des 
Ranges 7, (0 <r << — 1), wenn m Formen (gleichen Grades) y,(y) C Hm,» 
existieren, derart, daB 


(32) vx (Pi) = %* M(x) (p,) mit M(z) = 0(p,), 
(32’) P. (Ye) =H N(y) (py) mit N(y) = O(p,) 


gilt**). Dabei ist p, das transformierte Primideal von p, und es ist der Einfach- 
heit halber angenommen, daB alle x, +0(p,) und alle y,; + 0(p,) seien. 





*7) D(z) C Hy gemaB Satz 3. 
28) Die Bedingungen (32' und (32’) sind nicht voneinander unabhangig. 
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Primideale, die durch eine birationale Transformation miteinander verkniipft 
sind, heiBen dquivalent®). 
Wir wollen uns noch etwas mit dem besonderen Fall: m = n, p, = (0) 


und daher auch p, = (0), beschaftigen. Es handelt sich hier also um eine 
Transformation 


(33) Yi —_ Pi (zy), Ly - Wr (y:) (i, k —_ i, ee ey n), 
welche die Identitaten erfiillt: 

(34) ve (Pi) = %* M(x), M(x) +0, 

(34’) Pi (Ye) = 4° Ny), N (y) + 0.) 


Dem iiblichen Sprachgebrauch folgend, nennen wir diese Transformationen 
Cremona-T ransformationen*"). 

Wir nehmen an, daf weder die Formen ¢;(z) noch die Formen , (y) 
einen gemeinsamen Faktor haben, da wir einen solchen unbeschadet der 
Identitaéten (34) und (34’) immer wegstreichen kénnen. Dann sei « der Grad 
der Formen g;(z) und v derjenige der Formen y, (y); ferner setzen wir 
D(x) = | pie|, 4 (y) =| vial. 

Setzt man in (34) q = », (y,) ein, so erhilt man 


(35) M(y) = N(y)' 
und analog 
(35’) N(g) = M(z)". 
Durch Differentiation von (34) nach z, erhalt man 
yes (Q)* Vir(z) = [k, 1M + xM, (3, bt == 1,..., 8). 


Schreibt man dies in Matrizenform und nimmt beiderseits die Deter- 
minanten, so folgt nach einem einfachen Determinantensatz**) 


(36) A (gy): D(z) =pur- M(a)", 


29) Ins Inhomogene iibersetzt, bedeutet eine birationale Transformation eine 
isomorphe Abbildung der Restklassenkérper der entsprechenden inhomogenen Prim- 
ideale aufeinander; das sieht man am besten, wenn man die Koérper der gebrochenen 
Formen nullten Grades herausnimmt und die homogenisierende Unbestimmte gleich 1 
setzt. Vgl. auch Anm. ®°), 

8°) Man kann ohne groBe Miihe zeigen, daB diese letzteren Identititen aus den 
vorausgehenden folgen. : 

31) Man sieht leicht, daB die Cremona-Transformationen die Gruppenpostulate 
erfiillen. In der Tat sind sie nichts anderes als die homogen geschriebenen Auto- 
morphien des Kérpers K(%,, ..., %,,__ ,). Daraus ergibt sich auch die groBe Bedeutung 
dieser Transformationen fiir die K6rpertheorie. 

**) Es ist |Z + (a, b,)| = 1+ 4,6, + a,b, +...+4,5,, wenn # die quadra- 
tische Einheitsmatrix bedeutet. In unserem Falle ist 

| M- E+ (z,M)| = M*®*—'*(M+ 2,Mi+...+2,M)= pv M". 
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und analog 

(36’) D(y)- A(y) = pr: Ny)”. 
Wir zerlegen 17'(x) in ein Produkt von Primfaktoren 
(37) M(z) = Ps - Ps... Per 


und desgleichen 
(37’) N (y) = Q;' -Q3?. . . Q;r. 


Der Beweis dafiir, daB die Anzahl verschiedener Primfaktoren bei M (z) und 
N(y) immer dieselbe sein mu8, wird nimlich weiter unten gefiihrt werden, und 
wir setzen dies nur deshalb jetzt schon ein, um nicht spiter diese Formeln 
noch einmal abandern zu miissen. 

Ebenso kénnen wir auch D(z) und A (y) in Primfaktoren zerlegen; aus 
den Gleichungen (36) und (36’) geht hervor, daB dafiir keine anderen Prim- 
faktoren in Betracht kommen, als die bereits in (37) und (37’) angeschriebenen. 
Andererseits mu$ ein Primfaktor P, der in M (z) aufgeht, notwendig auch in 
D(z) aufgehen; denn wire D(x) + 0(P), so wire nach Satz 10 das trans- 
formierte Ideal von (P) ebenfalls ein Hauptideal (Q), und wegen (34) hitten 
dann die Formen y, (y) den gemeinsamen Faktor Q@, was unserer Voraus- 
setzung widerspricht. Wir kénnen daher ansetzen: 


(38) D(z) = pa: ty . Pp WS og 
und analog 
(38’) A(y) = »b-Q".Q%...Q*, 


wo a und 6 Zahlen aus K sind. Setzen wir das in (36) und (36’) ein, so 
ergeben sich die weiteren Gleichungen: 


(39) Qi (y) =e; P+ Pt... Pei 

’ 3 3 8 y= L, r) 
(39’) P;(y) = d;-Q'! Qs? ... Qluir 
wo die c,; und d, wieder Zahlen aus dem Grundkérper K bedeuten, waihrend 
die a;, und f,,, (7,1 =1,...,7), ganze rationale und nicht negative Zahlen 
sind. 


Nun kénnen wir auch den angekiindigten Beweis dafiir nachtragen, daB 
die Anzahlen verschiedener Primfaktoren P; (x) und Q,(y) immer dieselben 
sein miissen; wire nimlich etwa die Anzahl der ersteren kleiner, so hatte die 
Exponentenmatrix («,,) in (39) mehr Zeilen als Kolonnen, und man kénnte 
Zahleny,, . . ., y, auffinden, die ganz rational sind und nicht alle verschwinden, 
so dab 


Qi)" (p) -Q32 (p) ... Q7" (yp) = e7*- 039... 7" 
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gilte; das wiirde aber eine algebraische Abhangigkeit zwischen den Formen 9, 
bedeuten und damit D(z) = |@;,| = 0 zur Folge haben; (36) ergiibe dann 
M(x) = 0, im Widerspruch mit den Voraussetzungen. 

Bezeichnet man mit «, den Grad von P,(z) und entsprechend mit £, 


den Grad von Q;(y), (7 = 1,...,7), so erhalt man durch Auswertung der 
Gleichungen (35) bis (39) eine Reihe von Relationen, welche die ganzen 
rationalen Zahlen n, yu, v, a, B;, &, €j, %;,4;, %1 Bsr, (9,4 = 1,..., 7), mit- 


einander verkniipfen; dabei ist noch zu beachten, daB diese Zahlen simtlich 
positiy sein miissen, mit Ausnahme der «,;,; und f,,, die auch den Wert Null 
annehmen kénnen. Man erhilt aus (37) 


e,a, = 6,8; = ur —1, 
aus (38) 
4,4, =n(u—l1), A,B; = n(v —1), 
aus (39) 


MB, Hy j Hj, Va) BisB;, 


aus (35) 


aus (36) 
ME, HAL Ayr +H, Ml, =~; Byr + A 
(7, € = 15. .., 9). 

Aus P;(y (y)) = M% - P, folgt 

By Lim = [J m| t+ AjErm 
und entsprechena (9, 2, =1,..+, #). 

52 Bim [9, m] + Bs Sms 
Nimmt man von den letzteren die Determinanten, so gibt das: 

Byx| - |tam| = loys] + |Bam| = 1 + ae, = 1+ 6,2; = wy, 
und man hat das Resultat, daB die Determinanten der Exponentenmatrizen 
(a;;) und (f;,) in (39) und (39’) die Werte haben: 
(40) len, =te, (Bal =+», 
und zwar haben beide dasselbe Vorzeichen. 
Die transformierten Ideale der Primhauptideale (P,(x)) bezeichnen wir 


mit p,,, ihren Rang mit r;; entsprechend die transformierten der Primhaupt- 
ideale (Q, (y)) mit q,;, und ihren Rang mit g,; es ist jedenfalls 


(41) 2<7,5n—-1, 250,5n-1 (j =1,...,7). 
Die Formen ¢; geniigen also je r; —1 verschiedenen (unabhiangigen) Diffe- 


rentialkongruenzen (mod P;) und analog geniigen die Formen y, je 0; — 1 
verschiedenen Differentialkongruenzen (mod Q,). 
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Wir wollen zum SchluB8 noch den folgenden Satz beweisen, der auf anderem 
Wege wohl nicht so leicht in dieser Allgemeinheit zu erreichen wire. 
Satz 12. Die Gradzahlen u,v einer Cremona-Transformation gentigen 
den Ungleichungen 
(42) sar-* 2 <= po. 
Beweis: Wegen (41) kénnen wir in §, , eine Primform Q (y) auffinden, 
die durch keines der Primideale p,, teilbar ist. Dann ist auch Q(g) = P (z) 
eine Primform in §,, ,**). Es sei y der Grad von Q (y), dann ist wy der Grad 
von P(z). Ferner ist P(y) = 0(Q(y)), und da Q(y) nicht in der Determi- 
nante A (y) aufgeht, ist jede Form f(z), fiir die f(y) = 0 (Q (y)) gilt, durch 
P (z) teilbar. Es gibt nun 
t+n—1 t—pyt+tn—1 
| n—1 a | n— 1 
(mod P (z)) linear unabhangige Formen / (x) des Grades t; die entsprechenden 
Formen /(y) haben den Grad vt in den x und miissen (mod Q (y)) linear 
unabhangig sein; die Anzahl dieser linear unabhingigen Formen ist aber 


’ 


vttn—I|1 vt—ytn—|1 
| n—1 ” | n—l 

daher muB die Ungleichung gelten (fiir jedes geniigend groBe ¢): 
t+n—I]1 t—pytn-—| 


pers ier 


ak 3% n—1 )= n—1 )-| n—l 
Daraus folgt nach leichter Rechnung 
pen? +... S Pmt? +... 
da fiir groBe t der erste Koeffizient ausschlaggebend ist, folgt daraus die erste 
Ungleichung (42); die zweite ergibt sich genau analog. 
Fiir » = 2 hat man also u = vy = 1, fiir » = 3 gilt uw = », wahrend 
fiir n > 3 diese Gleichheit bekanntlich nicht mehr besteht. 


Rom, den 30. Mai 1937. 


33) Ware nimlich P(x) = p, (x): p,(z)..., so steht zunachst fest, daB keines 
der P; (x) von (37) darunter vorkommen kann. Irgend zwei verschiedenen Faktoren 
p, (x) und p,(x) entsprechen zwei verschiedene Primhauptideale in 5, y? durch die 
Q(y) entgegen seiner vorausgesetzten Irreduzibilitat teilbar ware. Wegen Satz 11 endlich 
kann P(z) auch nicht die Potenz einer anderen Primform sein. 


(Eingegangen am 3. 6. 1937.) 
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Vereinfachte Grundlagen der algebraischen Geometrie. 
Von 
B. L. van der Waerden in Leipzig. 


In einer Reihe von Arbeiten*) habe ich versucht, eine rein algebraische 
und strenge Grundlage der algebraischen Geometrie zu schaffen. Da diese 
Arbeiten sich iiber mehr als zehn Jahre erstrecken, war es unvermeidlich, 
daB die in friiheren Arbeiten entwickelten Begriffe spiter etwas verallge- 
meinert und abgewandelt wurden, daS der Schwerpunkt sich manchmal 
verschoben hat, da8 Begriffsbildungen durch andere ersetzt wurden. Auch 
ergaben sich starke Vereinfachungen vor allem dadurch, daB die schwierigen 
idealtheoretischen Hilfsmittel, die anfangs herangezogen wurden, sich als 
unnotig herausgestellt haben. SchlieBlich bin ich durch Zuschrif*en und eigene 
Vorlesungserfahrung auf die schwierige, manchmal etwas zu knappe Dar- 
stellung in einigen der erwaihnten Arbeiten aufmerksam geworden. Aus allen 
diesen Griinden erschien eine neue, vereinfachte und verbesserte Darstellung 
der Grundlagen der algebraischen Geometrie angebracht. In dieser Arbeit 
beschrinke ich mich in der Hauptsache darauf, die Ergebnisse der Arbeiten 
,,Nullstellentheorie“, ,,Multiplizitatsbegriff‘ und ZAGI sowie den Anfang 
von ZAG VI neu darzustellen; in einer anschlieBenden Arbeit (ZAG XIV) 
sollen die von ,,Bézout‘‘ neu bewiesen und erweitert werden. Dabei wird aus 
der Idealtheorie ausschlieBlich der Hilbertsche Basissatz (vgl. meine Moderne 
Algebra II, § 80), ferner aus der Eliminationstheorie der Hilbertsche Null- 
stellensatz und die Existenz des Resultantensystems fiir homogeue Formen 
benutzt werden. Aus der Algebra wird sonst nur die Kérpertheorie (Moderne 
Algebra I, Kap. 3, 4 und 10) als bekannt vorausgesetzt, aus der Geometrie 
der Begriff des projektiven Raumes und die einfachsten Satze iiber lineare 
Unterraume. 





1) Zur Nullstellentheorie der Polynomideale, Math. Annalen 96 (1926), S. 183—208. 
Zitiert ,,Nullstellentheorie‘‘. — Der Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geometrie, 
ebenda 97 (1927), S.756—774. Zitiert ,,Multiplizitatsbegriff“. — Eine Verallge- 
meinerung des Bézoutschen Theorems, ebenda 99 (1928), S. 497—541. Zitiert ,,Bézout™. 
— Zur algebraischen Geometrie I, ebenda 108 (1933), S. 113—125. Zitiert ZAG I. — 
Vgl. auch die weiteren Arbeiten ZAG III (ebenda 108), ZAG V und VI (ebenda 110) 
und vor allem ZAG IX (ebenda 113, gemeinsam mit W.-L. Chow). 
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Die vorliegende Arbeit ZAG XIII sowie die vorangehenden ZAG V, 
Vi und IX und die nachfolgende ZAG XIV werden die Grundlage meiner 
weiteren Untersuchungen zur algebraischen Geometrie bilden. 


§ 1. 
Algebraische Mannigfaltigkeiten. Zerlegung in irreduzible. 


Die Definitionen der algebraischen Mannigfaltigkeit im projektiven 
Raum S,,, der Summe, des Durchschnitts, der Irreduzibilitét von Mannig- 
faltigkeit in bezug auf einen Grundkérper K entnimmt man am besten aus 
der Dissertation von W.-L. Chow?). Die von Chow entwickelten Definitionen 
zeichnen sich dadurch aus, daB die Koeffizienten der Gleichungen der alge- 
braischen Mannigfaltigkeiten immer aus einem beliebigen, aber festen Grund- 
kérper K, die Koordinaten der Punkte der Mannigfaltigkeit dagegen aus 
beliebigen algebraischen oder transzendenten Erweiterungskérpern von K 
entnommen werden. Die Méglichkeit der Darstellung einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit als Vereinigung von endlich vielen irreduziblen folgt entweder 
aus der Eliminationstheorie*) oder aus der Idealtheorie*); man kann sie aber 
auch sehr einfach direkt aus dem Hilbertschen Basissatz folgern5). Die Ein- 
deutigkeit beweist man besser direkt, auf folgendem Wege. 


) W.-L. Chow, Die geometrische Theorie der algebraischen Funktionen fiir be- 
liebige vollkommene Kérper, Math. Annalen 115 (1937), S. 655—682, § 1. 

*) F. S. Macaulay, Algebraic Theory of Modular Systems, Cambridge Tracts 
19 (1916), Chapter I. 

‘) B. L. van der Waerden, Moderne Algebra II, Kap. 13. 

5) Der Beweis verlauft etwa so: 

Hilfssatz. Eine Folge von algebraischen Mannigfaltigkeiten M,>M,>..., 
in denen jede folgende eine echte Teilmannigfaltigkeit der vorangehenden ist, bricht nach 
endlich vielen Schritten ab. 

Beweis. Man vereinige alle definierenden Polynome aller Mannigfaltigkeiten 
M,, M,,... zu einer Menge 2. Nach dem Hilbertschen Basissatz gibt es endlich 
viele Polynome /,, . . ., f, in 2, durch die sich alle Polynome von Q linear mit Polynom- 
koeffizienten darstellen lassen. Diese endlich vielen Polynome gehéren zu endlich 
vielen Mannigfaltigkeiten M,,...,Mn. Wegen M,>M,>...2 My werden 
fy, «++» fr alle Null auf M,. Also werden auch alle weiteren Polynome von 2, da 
sie die Gestalt A, /,+ ...+ A,f, haben, Null auf My. Das gilt insbesondere fir 
die definierenden Gleichungen von Mn+1. Das widerspricht der Voraussetzung, 
daB M,+, eine echte Teilmannigfaltigkeit von M, ist. Also bricht die Folge 
bei My ab. 

Zerlegungssatz. Jede algebraische Mannigfaltigkeit ist Summe von endlich 
vielen irreduziblen. 

Beweis. Gesetzt, ein M, ware nicht Summe von endlich vielen irreduziblen. 
Dann ist M, zerlegbar: M, = M,+ Mj. Eimer der beiden Summanden, etwa M,, 
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Hilfssatz. Ist eime irreduzible Mannigfaltigkeit M in einer Summe 
M, + M, enthalten, so ist M in M, oder M, enthalten. 

Beweis. Waren M-~M, und MoM, echte Teilmannigfaltigkeiten 
von M, so hatte man eine Zerlegung 


M = (MAM,) +(MAM,). 


Spezialfall. Hin Produkt {,/, von zwei Formen wird dann und nur dann 
Null m allen Punkten der irreduziblen Mannigfaltigkeit M, wenn f{, oder f, 
dieselbe Eigenschaft hat. Diese Eigenschaft ist, wie leicht ersichtlich *), fiir 
die irreduziblen Mannigfaltigkeiten charakteristisch. 

Der Hilfssatz laBt sich sofort auf mehrgliedrige Summen 


M,+M,+...+M, 
ausdehnen. 

Eindeutigkeitssatz. Die Darstellung einer Mannigfaltigkeit M als 
unverkiirzbare Summe*) von irreduziblen ist, abgesehen von der Reihenfolge 
der Bestandteile, eindeutig. 

Beweis. Es seien M = M,+...+ M,=M,+...+ M|, owei ur- 
verkiirzbare Darstellungen. Aus dem Hilfssatz folgt, daB M, in einer der 
Mannigfaltigkeiten M’, enthalten ist. Nach Anderung der Reihenfolge der 
M', kénnen wir annehmen, daB M, in Mj enthalten ist. Ebenso ist M}, in 
einer M,, enthalten. Wire u + 1, so wire M,C M,CM., also die Summe 


M,+...+M, +... verkiirzbar; also ist » = 1 und M, = Mj. Ebenso 
erreicht man, daB M, = Mj,...,M, = M', ist. Weitere Summanden 
M’...,, ... kénnen dann in der zweiten Summe nicht mehr vorkommen, da 


diese sonst verkiirzbar wire. 

Alle Betrachtungen dieses (und der nichsten) Paragraphen gelten un- 
verindert fiir algebraische Mannigfaltigkeiten in mehrfach-projektiven 
Raumen. Der zweifach-projektive Raum S,,,, besteht aus allen Punkte- 
paaren &, 7, wobei € ein Punkt von S,, und 7 ein Punkt von S,, ist. Analog 
werden die drei- und mehrfach-projektiven Raiume definiert. Eine algebraische 
Mannigfaltigkeit in S,, ,, wird durch Gleichungen gegeben, welche homogen 
sowohl in den é als in den 7 sind. Eine solche Mannigfaltigkeit von Punkte- 
paaren heiBt auch eine algebraische Korrespondenz zwischen den Punkten & 
und den Punkten 7. 


ist wiederum nicht als Summe von irreduziblen darstellbar und ist eine echte Teil- 
mannigfaltigkeit von M,. Wiederholung derselben SchluBweise ergibt eine unendliche 
Kette M, > M,> M,> ..., was nach dem Hilfssatz unméglich ist. 

8) Siehe etwa Moderne Algebra II, § 87. 

7) Verkirzbar ist eine Summe, wenn ein Summand in der Summe der iibrigen 
enthalten ist, also weggelassen werden kann. 
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§ 2. 
Der allgemeine Punkt 
und die Dimension einer irreduziblen Mannigfaltigkeit. 


Ein Punkt & heiBt ein allgemeiner Punkt einer Mannigfaltigkeit M, 
wenn £ zu M gehért, und wenn alle homogenen algebraischen Gleichungen 
mit Koeffizienten aus K, die fiir den Punkt & gelten, fiir alle Punkte von M 
gelten. 

Irreduzibilitatskriterium. Wenn eine Mannigfaltigkeit M einen 
allgemeinen Punkt & besitzt, so ist sie irreduzibel. 

Beweis. Wire M zerlegbar, so gibe es ein Produkt fg von zwei Formen, 
das auf M iiberall verschwindet, ohne daB die Faktoren es tun. Es folgt 


f (€). 9 (€) = 9, 
also, da f (€) und g(&) einem Kérper angehéren, 
{(€)=0 oder g(&) = 0, 


folglich ist / = 0 in allen Punkten von M oder g = 0 in allen Punkten von M, 
entgegen der Annahme. 

Existenzsatz. Jede nicht leere irreduzible Mannigfaltigkest M besitzt 
einen allgemeinen Punkt &. 

Beweis. Jeder Quotient von zwei Formen gleichen Grades 





f (Zo, Zy, «++» Z,) 


9 (Zor Zy> +++» ) 





definiert eine rationale Funktion auf der Mannigfaltigkeit M, sofern man 
annimmt, daB der Nenner nicht in allen Punkten von M Null ist. Zwei solche 
Funktionen heiBen gleich, 


f f' , , 
oS eo, wenn {fg =/f'g auf M. : 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von rationalen Funk- 
tionen auf M ergeben wieder rationale Funktionen auf M. Die rationalen 
Funktionen auf M bilden also einen Kérper, der den Konstantenkérper K 
umfaBt. 

Wir kénnen annehmen, daS z, nicht in allen Punkten von M gleich 


Null ist. Die rationalen Funktionen 


> * “a 

a are 
bezeichnen wir mit &,, &,..., &,. Weiter setzen wir & = 1. Dann ist 
(9, &1, -- +» &,) ein allgemeiner Punkt von M. Denn aus 


f (&, é;, eee &,,) = 0 








fol 


un 
gel 


or 
Ur 


ne 


M 
de 
Ki 


ch 














Zur algebraischen Geometrie. XIII. 363 
oder, was dasselbe ist, 


p(B, +5 28) 20 aut at 


folgt, da f homogen ist, 

I (ae, Z4,---%) =O auf M, 
und umgekehrt. Also gelten alle homogenen Gleichungen, die fiir den Punkt & 
gelten, fiir alle Punkte von M, und umgekehrt. 

Ein Punkt heiBt normiert, wenn seine erste von Null verschiedene Ko- 
ordinate gleich Eins ist. Jeder Punkt kann so normiert werden. Durch 
Umnumerierung der Koordinaten kann man sogar & + 0, also & = 1 an- 
nehmen. §&,,..., &, hei®en dann die inhomogenen Koordinaten von &. 

Eindeutigkeitssatz. Je zwei normierte allgemeine Punkte &, einer 
Mannigfaltigkeit M kinnen durch einen Kérperisomorphismus K (€) = K (n), 
der die Elemente von K festliBt, ineinander tibergefiihrt werden. Die algebraischen 
Eigenschaften von —& und » stimmen also genau iiberein. 

Beweis. Nach Definition des allgemeinen Punktes gelten alle homogenen 
algebraischen Gleichungen, die fiir € gelten, auch fiir 7, und umgekehrt. Ist 
also & = 0, so auch y) = 0, und umgekehrt; ist &; die erste von Null ver- 
schiedene Koordinate von é, so gilt dasselbe von y,. Durch Umnumerierung 
der Koordinaten erreichen wir, daB & + 0 und m + 0, also wegen der Nor- 
mierung & = y = 1 ist. Jedes Polynom in &,, ..., &, kann durch Hinzu- 
fiigung von Faktoren &, zu den einzelnen Gliedern homogen gemacht werden. 
Wir ordnen nun jedem solchen Polynom f(&,, ..., &,) dasselbe Polynom 
In 41, .--> %_ zu. Ist f (€,, ..., &,) = 9 (&1, .-., &,), 80 ist f (€) — g (€) = 9, 
und diese Relation, homogen gemacht, gilt nach dem eingangs bemerkten 
auch fiir 7: 

f(n)—g(n)=9, also f() = 9 (7). 


Unsere Zuordnung /(£)—>/ (7) ist also eindeutig. Offensichtlich ist sie 
eineindeutig und isomorph. Sie fiihrt weiter &, in 7, iiber. Der so erhaltene 
lsomorphismus der Ringe K [é,, ..., &,] und K [7, ..., %»] laBt sich ohne 
weiteres zu einem Isomorphismus der Quotientenkérper K (&,, ..., &,) und 
K (ny, ..-, %n) erweitern. Damit ist alles bewiesen. 

Umkehrsatz. Zu jedem Punkt & (dessen Koordinaten irgendeinem 
Erweiterungskérper von K angehéren, z. B. algebraische Funktionen von un- 
bestimmten Parametern sind) gehért eine (irreduzible) algebraische Mannig- 
faltigkeit M, deren allgemeiner Punkt & ist. 


Beweis. Aus der Gesamtheit aller Formen / (Zp, . . ., z,) mit konstanten 
Koeffizienten und mit der Eigenschaft / () = 0 la8t sich nach dem Hilbert- 
schen Basissatz eine endliche Basis (/,,..., f,) herausheben. Die Glei- 


chungen /, = 0,..., {, =0 definieren eine algebraische Mannigfaltigkeit M. 
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Offensichtlich ist £ ein allgemeiner Punkt von M; denn & gehért zu M, 
und alle homogenen Gleichungen, die fiir & gelten, sind Folgen der Glei- 
chungen /, = 0, ..., /, = 0 und gelten daher fiir alle Punkte von M. 

Auf Grund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes kénnen wir die 
Dimension einer irreduziblen Mannigfaltigkeit definieren als die Anzahl der 
algebraisch-unabhangigen unter den Koordinaten eines normierten allgemeinen 
Punktes € von M. Nach Chow kann man diese Zahl auch die Dimension des 
allgemeinen Punktes § nennen. Die Dimension eifier zerfallenden Mannig- 
faltigkeit M ist die héchste Dimension eines irreduziblen Bestandteils, oder, 
was dasselbe ist, die héchste Dimension eines Punktes von M. 

Dimensionssatz. Ist M irreduzibel und r ihre Dimension, so hat jeder 
normierte Punkt von M, der nicht allgemeiner Punkt ist, einen kleineren 
Transzendenzgrad als r. 

Beweis. Siehe ,,Nullstellentheorie“ 4), § 3, oder Moderne Algebra IT, § 90. 

Aus dem Dimensionssatz folgt zunichst, daB bei einer nulldimensionalen 
irreduziblen Mannigfaltigkeit alle Punkte allgemein sind. Sie sind alle 
algebraisch iiber K und sind auf Grund des Eindeutigkeitssatzes untereinander 
konjugiert. Da eine algebraische Gleichung nur endlich viele Wurzeln hat, 
so gibt es (in jedem K umfassenden Kérper) nur endlich viele Punkte der 
Mannigfaltigkeit. Letzteres gilt fiir alle nulldimensionalen Mannigfaltigkeiten 
und nur fiir diese. 

Aus dem Dimensionssatz folgt weiter: Ist N <M und M irreduzibel, 
so ist die Dimension von N kleiner als die von M. Denn wenn J ein irreduzibler 
Bestandteil von N ist, so ist der allgemeine Punkt von J kein allgemeiner 
Punkt von M, also seine Dimension kleiner als die von M. 

Eine Mannigfaltigkeit, deren irreduzible Bestandteile alle die Dimension r 
haben, heiBt rein r-dimensional. 


Die rein (n—-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten in S,, heiBen Hyper- 


flachen. Ist & ein allgemeiner Punkt einer irreduziblen Hyperflache, so 
kann man 


‘ve 
~ 


= %,.... ——_ = &_ 4 
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¢ 


als algebraisch unabhangige GréBen annehmen. Es gilt dann bekanntlich 
eine irreduzible Gleichung 
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durch / teilbar ist. Macht man / und g homogen, so folgt die Existenz 
einer irreduziblen Form f mit f(&, &, ..., &, 1, &n) = 0 derart, daB jede 
Form g mit der Eigenschaft g (&,..., &,) = 0 durch f teilbar ist Die 
Betrachtung lé8t sich umkehren, indem man von einer beliebigen irre- 
duziblen Form / ausgeht, etwa & = 1 setzt, &,,...,&, 1 gleich Un- 
bestimmten w,..., 4, setzt und &, als algebraische Funktion dieser 
Unbestimmten durch die irreduzible Gleichung /(&, &, ..., &,— 1 &n) = 
definiert. In dieser Weise sieht man, daB jede irreduzible Hyperfliche durch 
eine einzige homogene irreduzible Gleichung {| = 0 gegeben wird und daB um- 
gekehrt jede solche Gleichung eine irreduzible Hyperfliche definiert, sofern 
die Form / keine Konstante ist. 

Eine reduzible Gleichung / = 0 definiert nun offenbar eine reduzible 
Hyperflache. Ihre irreduziblen Bestandteile werden durch Zerlegung der 
Form / in Primfaktoren gefunden. Man pflegt diese Bestandteile mit der- 
selben Vielfachheit zu zaihlen, welche die Primfaktoren in der Zerlegung 
von f besitzen. 


§ 3. 
Erweiterung des Grundkérpers. Absolute Irreduzibilitat. 


In §1 haben wir schon erwihnt, da8 der Theorie der algebraischen 
Mannigfaltigkeiten ein beliebiger Grundkérper K, der also weder algebraisch 
abgeschlossen noch vollkommen zu sein braucht, zugrunde liegt, daB aber die 
Koordinaten der betrachteten Punkte aus ganz beliebigen Erweiterungs- 
kérpern entnommen werden diirfen. Man kénnte darin eine unnétige Er- 
schwerung erblicken und versuchen, die Sachlage dadurch zu vereinfachen, 
daB man ein fiir allemal einen algebraisch-abgeschlossenen Grundkérper, 
etwa den der komplexen Zahlen, zugrunde legt, aus dem sowohl die Ko- 
effizienten der Gleichungen als auch die Koordinaten der Punkte entnommen 
werden. Diese Auffassung erweist sich aber als unzweckmaBig: Man wiirde 
mit ihr die fiir einen weiteren Ausbau der Theorie unentbehrliche Bewegungs- 
freiheit verlieren. Man wiirde z. B. die in § 2 erklirten allgemeinen Punkte 
einer Mannigfaltigkeit nicht als Punkte des Raumes betrachten kénnen, 
denn ihre Koordinaten gehéren ja im allgemeinen nicht dem Grundkérper K an. 

Aber warum nimmt man nicht wenigstens den Grundkérper als alge- 
braisch abgeschlossen an? so kénnte man fragen. Man wiirde dadurch gewisse 
Komplikationen, wie z. B. die Unterscheidung zwischen absoluter und relativer 
Irreduzibilitat (siehe unten) vermeiden. Bei niherer Betrachtung erweist 
sich aber auch diese Annahme als unzweckmaBig; denn es kommt hiaufig vor, 
daB man wihrend einer Untersuchung den Grundkérper erweitern muB, 
z. B. durch Adjunktion von Unbestimmten, wodurch die algebraische Ab- 
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geschlossenheit wieder verloren geht. Gesetzt z. B., man will eine algebraische 
Flache mit einer allgemeinen Hyperebene zum Schnitt bringen. Die Ko- 
effizienten to, U;, ..., U, der linearen Gleichung der Hyperebene seien Un- 
bestimmte. Damit nun das Schnittgebilde wieder als algebraische Mannig- 
faltigkeit betrachtet werden kann, mu man diese Unbestimmten dem Grund- 
kérper adjungieren. Auch erweist es sich haufig als nétig, allgemeine Punkte 
von Mannigfaltigkeiten dem Grundkérper zu adjungieren. 

Eine véllige Bewegungsfreiheit erfordert somit, daB der Grundkérper K 
vollig frei bleibt und jederzeit durch Adjunktion erweitert werden kann, 
und daB die Koordinaten der betrachteten Punkte aus beliebigen Erweiterungs- 
kérpern entnommen werden kénnen. Diese Adjunktion wird haufig sogar 
stillschweigend geschehen: Wenn wir sagen, daB eine Mannigfaltigkeit mit 
einer allgemeinen Hyperebene geschnitten wird, so ist in dieser Ausdrucks- 
weise die Adjunktion der Koeffizienten der Hyperebene zum Grundkérper 
schon mit enthalten. Wenn mehrere allgemeine Punkte, Hyperebenen usw. 
gleichzeitig betrachtet werden, so werden diese, wenn nicht das Gegenteil 
ausdriicklich gesagt wird, immer als unabhangig voneinander angenommen. 
Das heiBt, es sollen jedesmal neue Unbestimmte genommen werden, und ein 
neu angenommener allgemeiner Punkt einer Mannigfaltigkeit soll nach 
Adjunktion aller friiher betrachteten GréfBen ein allgemeiner Punkt der Mannig- 
faltigkeit sein. Dabei muB8 natiirlich vorausgesetzt werden, da8 die Mannig- 
faltigkeit bei diesen Adjunktionen irreduzibel bleibt. 

Eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit kann bei Erweiterung des 
Grundkérpers zerlegbar werden. Eine Mannigfaltigkeit aber, die bei jeder 
Erweiterung des Grundkérpers K irreduzibel bleibt, heiBt absolut irreduzubel. 
In ZAG X®) wurde bewiesen, daB eine endliche algebraische Erweiterung 
von K geniigt, um jede in bezug auf K irreduzible Mannigfaltizkeit in absolut 
irreduzible Mannigfaltigkeiten zu zerlegen, welche dieselbe Dimension haben 
wie die urspriingliche und untereinander konjugiert sind in bezug auf K 
Daraus folgt weiter: Wenn eine Mannigfaltigkeit M bei algebraischer Er 
weiterung von K nicht zerfailt, so ist sie absolut irreduzibel. 

DaB die Dimension einer Mannigfaltigkeit bei algebraischer Erweiterung 
des Grundkorpers sich nicht andert, hatte man auch direkt beweisen kénnen 
(z. B. mittels der Eliminationstheorie, welche es gestattet, die Dimension zu 
bestimmen, ohne dabei den Grundkérper zu verlassen) 

Satz. Die RelationenM CN,M2>N und M N bleiben bei Erweiterung 
des Grundkér pers erhalten. 

Denn wenn alle Punkte mit Koordinaten aus allen Erweiterungskérpern 
von K, welche die Gleichungen von M erfiillen, auch die von N erfiillen, so 


% 


Math. Annalen 113 (1937), S. 705—712, §1 
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gilt das insbesondere fiir diejenigen Punkte, deren Koordinaten den Er- 
weiterungskérpern eines Erweiterungskérpers von X angehdéren. 

Satz. Damit M in N enthalten ist, geniigt es, da8 alle iiber K algebraischen 
Punkte von M zu N gehoren. 

Beweis. Sind /, = 0 die definierenden Gleichungen von M und g, = 0 
die von N, so folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, wenn alle algebraischen 
Punkte von M auch die Gleichungen g, = 0 erfiillen: 


Gf, =hAyfyt+...+A,f,. 


Daraus folgt, daB alle gemeinsamen Nullstellen von /,,...,/, auch Null- 
stellen von g, sind. 


§ 4. 
Relationstreue Spezialisierungen. 


Wenn alle homogenen algebraischen Relationen f (é) = 0 mit Koeffi- 
zienten aus K, die fiir einen Punkt é gelten, auch fiir einen Punkt é’ gelten, 
so heibt ¢’ eine relatienstreue Spezialisierung von &. Ebenso definiert man eine 
gleichzeitige relationstreue Spezialisierung £ > &’, 7 > 7, ... von mehreren 
Punkten. Die Koordinaten von & kénnen auch von einigen unbestimmten 
Parametern ¢ abhangen; bleiben dann alle in den & homogenen Relationen 
f (t, &) 0 bei der Ersetzung der ¢ durch irgendwelche spezielle Werte ¢’ 
und von & durch irgend einen Punkt &’ aus einem Erweiterungskérper von 
K (t’) erhalten, so heiBt — & eine relationstreue Spezialisierung zu der 
Parameterspezialisierung t >t’. 

Der Ubergang von einem allgemeinen Punkt £ einer Mannigfaltigkeit zu 
irgendeinem Punkt é’ der Mannigfaltigkeit ist (nach Definition des allgemeinen 
Punktes) eine relationstreue Spezialisierung. 

Existenzsatz. Héngt der Punkt & (oder hiingen mehrere Punkte 
E,7,...) wrgendwie von den Parametern t ab, so gibt es zu jeder Parameter- 
spezialisierung t >t’ eine relationstreue Spezialisierung & — £’. 

Beweis. Aus den unendlich vielen homogenen Relationen f (t, &) = 0 
lassen sich nach dem Hilbertschen Basissatz endlich viele auswahlen, die eine 
Basis fiir alle bilden. Aus diesen endlich vielen Relationen /, (t, £) = 0 bilde 
man durch Elimination der £ das Resultantensystem ®). Dieses muB (identisch 
in den t) verschwinden, denn es verschwindet dann und nur dann, wenn das 
Gleichungssystem eine Lésung besitzt. Die formalen Prozesse aber, die zur 
Definition des Resultantensystems fiihren, bleiben nach Ersetzung der ¢ 
durch die ?’ 


; 


und der é durch die (noch unbekannten) &’ erhalten. Also ver- 


%) B. L. van der Waerden, Moderne Algebra II, § 76. 
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schwindet das Resultantensystem der Gleichungen /, (t’, ’) = 0 fiir be- 
liebige ¢’. Also ist das Gleichungssystem lésbar, d.h. es gibt einen Punkt &’ 
mit den verlangten Eigenschaften. 

Genau so beweist man den 

Fortsetzungssatz. Sind & und n Punkte mit Koordinaten aus einem K 
umfassenden Kérper, so lapt sich jede relationstreue Spezialisierung §& — & 
zu einer ebensolchen — — £', 1, > ' fortsetzen. 

Zum Beweis braucht man nur zu bemerken, daB das aus den homogenen 
Gleichungen /, (&, 7) 0 durch Elimination der 7 entstehende Resultanten- 
system homogen in den & ist, also bei einer relationstreuen Spezialisierung 
-& — & Null bleibt. 

Der Fortsetzungssatz gilt offensichtlich auch bei der Anwesenheit von 
Parametern t, sowie auich dann, wenn mehrere Punkte 


g2) &@ _.. im Spiel 
sind. 

Zu dem Existenzsatz tritt ein Eindeutigkeitssatz, der aber nur unter 
stark einschrinkenden Bedingungen gilt. 

Eindeutigkeitssatz. Es seien 9, ..., & alle Lésungen™) eines 
in den — homogenen algebraischen Gleichungssystems 
(1) f, (t, & =0, 
jede nur einmal gezihlt, Fiir spezielle Werte t’ der t mége das Gleichungssystem 
(2) f(t.) =0 
ebenfalls nur endlich viele Lésungen haben. Dann sind in einer relationstreuen 
Spezialisierung t>t', EY +7, ..., E + die Punkie 7, ..., 9 
bis auf thre Reihenfolge eindeutig bestimmt. 


Beweis. Die Gleichungen (1) definieren nach Voraussetzung eine null- 


dimensionale Mannigfaltigkeit. Thre Punkte &, ..., &” zerfallen also in 
Systeme konjugierter Punkte. Es geniigt, ein solches System &”, ..., & 


zu betrachten und diese Punkte durch &’ = 1 zu normieren. Die Ko- 
ordinaten & sind dann algebraisch iiber dem Grundkérper XK. 


Sind wt, u,,...,%, Unbestimmte, so ist 
0 (u, 69 +... + 0, €) 
algebraisch iiber A (t, u,, ..., u,) und daher Nullstelle eines in diesem Kérper 


irreduziblen Polynoms (tw ). In einem passenden Erweiterungskérper 
zerfallt G(u,) ganz in Linearfaktoren, die alle zu uy — @ konjugiert sind 
w{) 


o + U8’ +... + 4,8" haben: 


(3) G (Ug) h (t) : il (Ug T u, &” Peee SG &(), 


n>n 


und daher die Gestalt u 


10) ,,Alle Lésungen“ heiBt: Alle Lésungen in einem algebraischen Erweiterungs- 
kérper Q von K, der so umfassend ist, daB bei Erweiterung von 22 keine Lésungen 
mehr hinzukommen. 
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Den willkiirlichen Faktor h(t) denken wir uns so normiert, daB das 
Polynom G (%,) nicht nur rational, sondern ganz rational in den ¢ wird und 
keinen von den ¢ allein abhingigen Faktor enthilt. Wir nennen es dann 
G@ (t, uu). G@ (t, u) ist ein unzerlegbares Polynom in den ¢ und u und heiBt die 
zugeordnete Form des Punktsystems &, ..., &“. 

Entwickeln wir beide Seiten von (3) nach Potenzprodukten der u und 
vergleichen die Koeffizienten dieser Potenzprodukte, so folgt 


a, (t) = h(t) b, (&). 
Elimination von h (t) ergibt die homogenen Relationen 


a, (t) 6, (€) — a, (t) 6, (€) = 0. 


Diese miissen bei der reilationstreuen Spezialisierung t — (’, &? + 7" erhalten 
bleiben: 


(4) a, (t') b, (n) — a, (t’) 6, (n) = 0. 
Die 6, (y) sind die Koeffizienten der Form 
IT (ut + uyn’ -...+¢@ yn); 
sie verschwinden somit nicht alle. Also folgt aus (4) 
a, (U) = ob, (n). 
Das heiBt aber, da a, (t’) die Koeffizienten der Form G (t’, u) sind, 


(5) G (t', u) 0 IT (uy + Uy)’ + un”). 
Damit ist gezeigt, daB die Relation (3) bei der relationstreuen Spezialisierung 


; » f’ £Ur r) 


f >» im wesentlichen erhalten bleibt. Wenn wir noch zeigen 
kénnen, daB die Form G (t’, u) nicht identisch verschwindet, so folgt 9 + 0. 
Wegen der eindeutigen Faktorenzerlegung sind dann die Linearfaktoren 
rechter Hand in (5) und damit auch die Punkte 7, .... 7 bis auf ihre 
teihenfolge eindeutig bestimmt. 

Zum Nachweis des Nichtverschwindens der Form G (t’, u) bilden wir 
das Resultantensystem der Formen /, (¢, x) undderLinearform ty 7 + ... + Up, Vp 


nach den x. Die Formen R(t, ) dieses Resultantensystems werden fiir 
spezielle Werte der u nur dann Null, wenn die Ebene u durch einen von den 


Punkten &” geht. Also sind die Formen R(t, u) durch die Linearformen 
ug Fy’ +... + u,€ und daher auch durch die Form (3) teilbar. Da die 


Form (3) ganzrational und primitiv in den ¢ ist, gilt die erwihnte Teilbarkeit 
schon im Bereich der Polynome in den ¢ und wu: 


(6) R, (t, u) = A, (t, u) G (t, u). 


Ware nun G (t’, uv) = 0, so wiirde aus (6) folgen: R, (t’, uv) = 0. Das ist aber 
nicht der Fall, denn die R, (t’, u) bilden das Resultantensystem der Formen 
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f, (t, z) und der Linearform u,z, + ...+ u,Z,, und dieses verschwindet fiir 
spezielle « nur dann, wenn die Ebene u durch einen von den endlich vielen 
Punkten 7 geht, welche die Gleichungen (2) befriedigen. Also ist in der Tat 
G (t',u) = 0, womit der Beweis beendet ist. 

Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes kann man fiir jede Lésung des 
spezialisierten Gleichungssystems /, (t’, 7) = 0 eine Vielfachheit oder Multi- 
plizitét definieren, dic angibt, wie oft der Punkt 7 unter den spezialisierten 


»...,™ vorkommt. Die Multiplizitat ist eine ganze Zahl > 0 





Lésungen 7 
und hangt wesentlich davon ab, aus welchem allgemeineren Gleichungs- 
system (1) das System (2) entstanden ist. Die Summe der Vielfachheiten 
aller Lésungen 7 ist offensichtlich gleich h, also gleich der Anzahl der Lésungen 
des nicht spezialisierten Gleichungssystems (1). Das ist das Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl 

Es kann vorkommen, da8 eine Lésung y des spezialisierten Problems 
die Vielfachheit Null hat, also nicht unter den spezialisierten Lésungen 7" 
vorkommt, sondern neu auftaucht. Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, 
wann dieser unangenehme Fall nicht eintritt 

Kriterium fiir positive Vielfachheit. Wenn eine Loésung n des 
Gleichungssystems (2) eine relationstreue Spezialisierung einer Lésung & des 
Gleichungssystems (1) ist, so hat sie eine positive Vielfachheit. 

Beweis. Es sei etwa &=&". Die relationstreue Spezialisierung 


- 


tt, 7 laBt sich zu einer ebensolchen Spezialisierung EY _» n, 


&®) —» 7/® Ee” _, » fortsetzen. Also kommt 7 unter den spezialisierten 
Lésungen 7", .. ., 7” mindestens einmal vor. 
/ ] 


Aus dem Kriterium folgt insbesondere, daB die Vielfachheit einer jeden 
Lésung 7 dann positiv ist, wenn die Gleichungen (2) in den ¢’ homogen sind 
und eine trreduzible Korres pondenz zwischen den Punkten ¢’ und den Lésungen 7 
vermitteln. Denn dann ist jedes Punktepaar (¢’, 7) der Korrespondenz eine 
relationstreue Spezialisierung des allgemeinen Punktepaares (t, £). 

In ZAG V+) wurde auch ein Kriterium dafiir angegeben, wann die Viel- 
fachheit einer Lésung nicht gréBer als Eins ist. Es bedeute 0,f (t, x) die 
partielle Ableitung von f(t, z) nach z,. Dann lautet das Kriterium: 

Wenn cine Lésung n des Gleichungssystems (2) eine Multiplizitét > 1 
hat, so haben die Polarhyperebenen 


(7) Co Oo! (t', n) + 0,9, (. n) +... + Sn Onl, (UC, 9) = 0 


des Punktes n in bezuq auf die Gleichungen (2) mindestens eine Gerade durch den 
Punkt  meteinander gemeinsam. Haben sie nur den einen Punkt 7 gemeinsam, 
so kann daher die Multiplizitaét von 7 nicht gréBer als Eins sein. 

Der Beweis, der hier nicht ausfiihrlich wiederholt werden soll, beruht auf 
folgendem Gedanken. Wenn bei der Spezialisierung tt’ zwei Lésungen 
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&®, &) in eine Lésung 7 hineinriicken, so geht die Verbindungslinie &” &*, als 
Sehne der Hyperflache /, (t, ) = 0, in eine Tangente der Hyperflache /, (t’, y) = 0 
iiber. Diese Tangenten liegen aber alle in der Tangentialhyperebene (7). 

Die beiden letzten Kriterien, zusammen genommen, erméglichen in vielen 
Fallen die Feststellung, da8 die bei einer bestimmten Spezialisierung auf- 
tretenden Vielfachheiten alle gleich Eins sind. In diesen Fallen ist also die 
Anzahl der verschiedenen Lésungen 7 im Spezialfall gleich der Anzahl der 
Lésungen é im allgemeinen Fall. 


§ 5. 
Algebraische Korrespondenzen. 


Wie in § 2 schon erwahnt, versteht man unter einer algebraischen Korre- 
spondenz eine algebraische Mannigfaltigkeit von Punktepaaren (&’, 7’), wobei &’ 
einem Raum S,,, 7’ einem Raum S, angehért. Eliminiert man aus den 
Gleichungen der Korrespondenz die Koordinaten &’ oder 7’, so erhalt man ein 
System von Gleichungen in den 7’ bzw. €’ allein, welche eine algebraische 
Mannigfaltigkeit N in S, bzw. M in S,, definieren: die Bildmannigfaltigkeit 
bzw. Urmannigfaltigkeit der Korrespondenz. Zu jedem Punkt £’ der Ur- 
mannigfaltigkeit (bzw. zu jedem Punkt 7’ der Bildmannigfaltigkeit) gibt es 
mindestens ein Punktepaar (&’, 7’) der Korrespondenz. 

Ist die Korrespondenz & irreduzibel, so entstehen alle ihre Punktepaare 
(é’, n’) durch relationstreue Spezialisierung aus einem allgemeinen Punktepaar 
(é, 7). Der Punkt é ist dann offensichtlich ein allgemeiner Punkt der Urmannig- 
faltigkeit M und 7 ist ein allgemeiner Punkt von N. Mt und M sind also 
auch irreduzibel. Ihre Dimensionen seien a und c. 

Jedem Punkt é’ der Urmannigfaltigkeit IN entspricht eine algebraische 
Mannigfaltigkeit N,, von Punkten der Bildmannigfaltigkeit N. Insbesondere 
entspricht in einer irreduziblen Korrespondenz & einem allgemeinen Punkt & 
von M eine tiber dem Korper K (£) irreduzible Bildmannigfaltigkeit N.. 

Beweis. (&,7) sei ein allgemeines Punktepaar der Korrespondenz, 
7’ irgend ein Punkt von N,, dann ist (£, 4’) eine relationstreue Spezialisierung 
von (&, 7), also 7’ eine relationstreue Spezialisierung von 7 in bezug auf den 
Kérper K (&). Ist umgekehrt 7 eine solche relationstreue Spezialisierung 
von 7, so ist 7’ ein Punkt von ®,. Also ist 7 ein allgemeiner Punkt von %. 
in bezug auf den Grundkérper K (€). Also ist ®, irreduzibel. 

Die Dimension von &; sei 6. Ebenso entspricht umgekehrt einem all- 
gemeinen Punkt 7 von & eine irreduzible Mannigfaltigkeit M, auf M. Thre 
Dimension sei d. Dann ist die Dimension von & durch 


(1) e=a+b=c+d 
gegeben. 
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Beweis. Die Zahl der algebraisch unabhingigen unter den normierten 
Koordinaten &, 7 kann entweder erhalten werden, indem man die algebraisch 
unabhangigen & zihlt und dazu die Anzahl der von ihnen algebraisch unab- 
hangigen » addiert, oder umgekehrt, indem man zunichst die unabhingigen 7 
und dann die von ihnen unabhingigen & zahlt. 

Die Formel (1) nennt man das Prinzip der Konstantenzihlung. Sie dient 
haufig dazu, die Dimension ¢ der Bildmannigfaltigkeit Q auszurechnen, 
wenn a, 6 und d bekannt sind. 

Zum Nachweis der Irreduzibilitaét einer Korrespondenz bedient man 
sich vorzugsweise des Irreduzibilitatskriteriums von §2, indem man ein 
allgemeines Punktepaar (&, 7) zu konstruieren versucht. Dabei kann man 
entweder von einem allgemeinen Punkt & von IM oder von einem allgemeinen 
Punkt 7 von M ausgehen. Das allgemeine Punktepaar (£, 7) hat, wie es auch 
gewonnen wird, immer dieselben algebraischen Eigenschaften. 

Die gesamte Theorie der Korrespondenzen gilt ungeiindert auch dann, 
wenn die Symbole € und » nicht Punkte. sondern irgendwelche andere geo- 
metrische Gebilde bezeichnen, sofern diese durch eine oder mehrere homogene 
Koordinatenreihen gegeben werden. Man erhilt z. B. eine Korrespondenz, 
indem man einem Kegelschnitt £ alle seine Tangenten 7 zuordnet (und dann 
relationstreu § -» &’, » 7’ spezialisiert); oder es kann & ein Punktepaar, 
n die Verbindungslinie dieses Punktepaares bedeuten, usw. Jede irgendwie 
geartete algebraische Verkniipfung von geometrischen Objekten mit anderen 
geometrischen Objekten fiihrt zu einer Korrespondenz 

Die Theorie der algebraischen Korrespondenzen wurde in ZAG VI aus- 
fiihrlicher entwickelt. Bei der Lektiire von ZAG VI ist zu beachten, daB der 
Beweis des Satzes auf S. 142 nicht in allen Fallen stichhaltig ist; er wurde 
in Math. Annalen 113 (8.38) berichtigt und in ZAG XII (Math. Annalen 
115) durch einen eleganteren Beweis ersetzt. Die iibrigen Beweise der 
Arbeit ZAG VI setzen den Inhalt des niichsten Paragraphen (§ 6) der vor- 
liegenden Arbeit voraus. 


§ 6. 
Sehnitt von Mannigfaltigkeiten mit allgemeinen Hyperflichen. 
Der Grad einer Mannigfaltigkeit. 


Wir wollen zunichst eine algebraische Mannigfaltigkeit M (mit Koeffi- 
zienten aus dem Grundkérper XK) in S, mit einer allgemeinen Hyperebene 


Upto + 4,6, +... + tré, = 9, 


deren Koeffizienten ti, ..., u, also Unbestimmte sind, zum Schnitt bringen. 
Wir werden zeigen: 
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Der Durchschnitt einer irreduziblen a-dimensionalen Mannigfaltigkeit M 
mit einer allgemeinen Hyperebene u ist eine relativ zum Kérper 


K (u) = K (up, . . ., u,) 


irreduzible Mannig/faltigkeit von der Dimension a l. 

Beweis. Ordnen wir den Punkten & der Mannigfaltigkeit M die durch & 
gehenden Hyperebenen 1’ zu, so erhalten wir eine algebraische Korrespondenz. 
Ein allgemeines Elementepaar der Korrespondenz erhalten wir, indem wir 
durch einen allgemeinen Punkt € von M die allgemeinste Hyperebene 
legen. Die Korrespondenz ist also irreduzibel. Das Prinzip der Konstanten- 
zahlung (§4) ergibt, wenn c die Dimension der Bildmannigfaltigkeit der 
Korrespondenz und d die des Durchschnittes von M mit der Hyperebene 7 
ist: 


(1) a-+ (% l)=c+d. 


Da die durch den allgemeimen Punkt & gelegte allgemeinste Hyperébene 7 
einen zweiten beliebig, aber fest gewahlten Punkt &’ nicht enthilt, so ist ihr 
Durchschnitt mit der Mannigfaltigkeit M héchstens (a | )-dimensional. 
Daher ist dS a 1. Aus (1) folgt nun c = »n, also ist die Bildmannig- 
faltigkeit N der Korrespondenz die ganze n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
aller Hyperebenen des Raumes S,. Es ist somit ¢ = n und d = a 1. Also 
entspricht einer allgemeinen Hyperebene u in der Korrespondenz eine relativ 
zum Koérper K («) irreduzible Mannigfaltigkeit von der Dimension a 1. 

Genau so beweist man allgemeiner: 

Der Durchschnitt einer irreduziblen a-dimensionalen Mannigfaltigket M 
mit einer allgemeinen Hyperfliche y-ten Grades (mit lauter unbestimmten 
Koeffizienten) ist eine relativ zum Kérper der Koeffizienten irreduzible Mannig- 
faltigkeit von der Dimension a — 1. 

Wendet man diesen Satz k mal nacheinander an, so folgt: 

Der Durchschnitt einer irreduziblen a-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit 
k allgemeinen Hyperjlichen von beliebigen Gradzahlen ist im Fall k > a leer, 
im Fall k == a ein System von endlich vielen konjugierten Punkten, im Fall 
k <a eine irreduzible (a — k)-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

Insbesondere folgt, wenn man die Gradzahlen der Hyperflichen alle 
gleich Eins wahlt: 

Der Durchschnitt einer irreduziblen a-dimensionalen Mannigfaltigkeit M 
mit einem allgemeinen linearen Raum 8S, ist im Fall a 4-6 <n leer, im Fall 
a+b=n ein System von endlich vielen konjugierten Punkten, im Fall 
a+b>n eine irreduzible (a + b — n)-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

Im Fall a+ 6 =n seien u, ..., uw die allgemeinen Hyperebenen, 
deren Durchschnitt S, ist, und £®, ..., £% die Schnittpunkte von M und §,. 
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Sind dann %, ..., %, weitere Unbestimmte, so kann man nach § 4 die zu- 
geordnete Form des Punktsystems &”, ..., & bilden: 
q 
F (u,u?, ..., u) IT (&y) tg + Eu, +... + Ee, )?. 
r=1] 


Dabei ist g = 1 im Fall eines vollkommenen Grundkérpers, und g = p* im 
Fall eines unvollkommenen K6rpers von der Charakteristik p. F (u,u,...,u) 
heiGt nach ZAG IX die zugeordnete Form der Mannigfaltigkeit M, und der 
Grad qg dieser Form heiSt der Grad der Mannigfaltigkeit M. Die Anzahl g 
der Schnittpunkte von M mit S, heiBt der reduzierte Grad von M. Im Fall 
eines vollkommenen Grundkérpers besteht zwischen. dem Grad und dem 
reduvierten Grad kein Unterschied. 

Ein k-facher Punkt einer rein a-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist 
ein solcher Punkt P von M, der als Schnittpunkt von M mit einem allgemeinen, 
durch P gehenden linearen Raum S,,_, die Multiplizitéat k hat. Die Mannig- 
faltigkeit M heiBt singularitdtenfrei, wenn alle ihre Punkte einfache Punkte 
sind 


§ 7. 
Schnitt von Mannigfaltigkeiten mit speziellen Hyperflichen. 
Der Bezoutsehe Satz. 
Es sei C eine irreduzible Kurve, H eine allgemeine und H’ eine spezielle 
Hyperfliche vom Grade g, wobei wir annehmen, da8 H’ die Kurve nicht 


enthalt, also nur endlich viele Punkte mit ihr gemeinsam hat. &,..., & 
seien die Schnittpunkte von C und H. Bei der Spezialisierung H — H’ 
gehen &, ..., & relationstreu in 7, ..., 7 iiber, und jeder Schnitt- 


punkt 7 von C und H’ erhilt bei der Spezialisierung eine eindeutig bestimmte 
Multiplizitét, die wir die Schnittpunktsmultiplizitat von ny als Schnittpunkt 
von C und H’ nennen. 

Die Schnittpunkisnultiplizitat ist stets positiv. 

Beweis. Nach dem Kriterium von §4 geniigt es, zu zeigen, daB die 
Korrespondenz zwischen den Hyperflachen H’ und ihren Schnittpunkten 7’ 
mit C irreduzibel ist. Das ist aber klar (und wurde in §6 schon bemerkt); 
denn man erhilt ein allgemeines Paar dieser Korrespondenz, indem man durch 
einen allgemeinen Punkt § von C die allgemeinste Hyperfliche H legt. 

Bemerkung. Beim Beweis wurde die ,,Methode der Problemumkehrung* 
benutzt. Das urspriinglich gestellte Problem war: Gegeben eine Hyper- 
flache H’, gesucht ihre Schnittpunkte 7 mit C. Um aber die Irreduzibilitat der 
dadurch definierten Korrespondenz zu beweisen, wurde ein allgemeines 
Elementepaar in der Weise konstruiert, daB von einem allgemeinen Punkt & 
von C ausgegangen wurde und eine dazu passende Hyperfliche konstruiert 
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wurde. Man geht also von der Lésung des Problems aus und sucht sich die 
Daten des Problems dazu passend. 

Genau ebenso beweist man allgemeiner, daB beim Schnitt einer a-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit M mit a Hyperflichen, die M nur in endlich vielen 
Punkten schneiden und durch Spezialisierung aus allgemeinen H yperflichen 
entstanden gedacht werden, nur Schnittpunkte von positiver Vielfachheit auf- 
treten. 


Aus dieser Tatsache folgt ein 


Dimensionssatz. Der Schnitt einer irreduziblen a-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit M mit einer M nicht enthaltenden Hyperfliche H' enthéilt 
nur Bestandteile von der Dimension a l. 


Beweis. Gesetzt, der Durchschnitt D hatte einen irreduziblen Bestand- 
teil D, von einer Dimension < a — 1. » seiein Punkt von D,, der nicht einem 
der anderen irreduziblen Bestandteile D,, ..., D, von D angehért (z. B. ein 
allgemeiner Punkt von D,). Durch den Punkt 7 kann man a — 1 Hyper- 
ebenen U},..., U,_, legen, welche D auBerdem nur in endlich vielen Punkten 
schneiden. Unter diesen Schnittpunkten nun hat der Punkt 7 die Vielfachheit 
Null. Denn wenn H eine allgemeine Hyperflache ist und U,,..., U,_, 
allgemeine-Hyperebenen sind, so kann man die relationstreue Spezialisierung 
H + H’, U;-—U, in zwei Schritten vornehmen: Zuerst spezialisiert man 


H -H', sodann (U,, ..., U,_,) > (Uj, ..., Uj_,). Bei der ersten 
Spezialisierung gehen die Schnittpunkte &, ..., &” von M,H,U,,...,U,_, 
in Schnittpunkte (%,..., (” von M, H’, Uj, U,-,. also von 
D,U,, ..., Ug_, tiber. Keiner dieser Punkte liegt auf D,, denn D, hat mit 
den allgemeinen Hyperebenen U,, ..., U,_, aus Dimensionsgriinden keine 
Punkte gemeinsam. Also liegen (®,..., 0 alle auf der Vereinigung 
D,+...+ D,. Das bleibt aber richtig, wenn man nunmehr U,,..., Ug_, 
zm U,,..., U._, spezialisiert: (,...,¢% gehen dabei in Punkte 
yn, , nf iiber, die auf D, +... + D, liegen, und unter denen daher 7 
nicht vorkommt. — Andererseits aber hat, wie wir gesehen haben, jeder 


Schnittpunkt 7 eine positive Multiplizitit. Der Widerspruch beweist, daf 
unsere Annahme falsch war. 

Der eben bewiesene Dimensionssatz ist ein Spezialfall eines allgemeineren 
Satzes iiber den Schnitt von zwei Mannigfaltigkeiten der Dimensionen 7 
und s mit r+ s > 7, der aber wesentlich schwieriger zu beweisen ist"). 

Wir kehren nun zum Fall einer Kurve, die mit einer Hyperfliche ge- 
schnitten wird, zuriick und beweisen den auf diesen Fall beziiglichen 
,,Bezoutschen Satz‘: 


1) ZAG XII, Math. Annalen 115 (1938). 











376 B. L. van der Waerden. 


Die Anzahl der Schnittpunkte einer irreduziblen Kurve C mit einer all- 
gemeinen Hyperfliche H ist gleich dem Produkt q y der Gradzahlen von C und H, 
wobei fiir q der reduzierte Grad zu nehmen ist. 

Beweis. Da in der Dissertation von W.-L. Chow?) ein allgemeingiiltiger 
Beweis enthalten ist, beschranken wir uns hier auf den Fall eines vollkommenen 


trundkérpers!”). Ist dann & ein normierter allgemeine ikt, so kénnen 
Grundkér 2) JTst dan i r rter allgemeiner Punkt J 


wir, eventuell nach Umnumerierung der Koordinaten, annehmen, dab &, l 
ist und daB &, ..., &, separable algebraische Funktionen von &, sind"). 


Ist dann 


fe (é, &,} 0 (i ee , ”) 


lie definierende Gleichung von &, und bedeutet 0, die partielle Ableitung 


nach & so ist 
Ont (&y, &) 0 
Durch die Gleichungen 
(1) (oy Sy Opte (S) + (6 Sr) Ox ty (E) 0 


wird also eine Gerade durch den Punkt é definiert, die man die Tangente 
ley Kurve C im Punkte —& nennt Macht man die Polynome j dur h Kin 


fiihrung von &, homogen, so kann man die Gleichung (}) in der homogenen 


schreiben Die Gleichungen (2) stellen Polarhyperebenen dar (vgl. § 4> 
Gleichung (7)). 

Nun betrachte man die irreduzible Korrespondenz, die jedem Punkte & 
von © alle durch £ gehenden Hyperflichen H’ zuordnet. Ein allgemeines 
Paar (£, H) der Korrespondenz erhilt man entweder, indem man durch einen 
iulgemeinen Punkt & von C die allgemeinste Hyperfliche legt. oder indem 
man von einer allgemeinen Hyperfliche H ausgeht und fiir € irgend einen der 
Schnittpunkte von H mit C wahlt. Aus der ersten Bildungsweise des allge- 
meinen Paares (£, H) ersieht man, daB die Hyperebene H die Tangente der 
Kurve C im Punkte é nicht enthalt, sondern mit ihr nur den Punkt & gemein- 
sam hat. Dasselbe gilt folglich auch bei der zweiten Erzeugungsweise eines 
allgemeinen Paares, denn die algebraischen Eigenschaften des allgemeinen 
Paares sind immer dieselben. Also folgt: Eine allgemeine Hyperfliche H 

'2) Ubrigens 148t sich der Fall eines unvollkommenen Grundkérpers mihelos 
auf den eines vollkommenen zuriickfiihren, indem man durch wiederholte Adjunktion 
aller p-ten Wurzeln den Kérper zu einem vollkommenen erweitert. 


'S) Fiir einen Beweis dieses bekannten Hilfssatzes siehe die nachstfolgende Ab- 
handlung ZAG XIV dieser Serie. 
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schneidet die Kurventangenten in ihren Schnittpunkten mit der Kurve C nur 
in diesen Punkten"). 

Nunmehr gehen wir von der allgemeinen Hyperfliiche H durch relations- 
treue Spezialisierung zu einer solchen Hyperfliche H’ iiber, die in y von- 
einander unabhingige allgemeine Hyperebenen L,,..., L, zerfallt. Die 
Anzahl der Schnittpunkte 7 von C mit H’ ist offenbar gleich g y. Die Vielfach- 
heiten dieser Schnittpunkte 7 sind einerseits positiv, andererseits aber nach 
dem Kriterium von § 4 auch nicht gréBer als Eins, da sonst die Polarhyper- 
ebenen (2) mit der Polarhyperebene von 7 in bezug auf H’ eine Gerade durch 
den Punkt gemeinsam haben miiBten. Ist 7 etwa cin Punkt von L,, so ist die 
Polarhyperebene von 7 in bezug auf H’ auch L,, und L, hat mit der durch 
die Gleichung (2) definierten Tangente eben nur den einen Punkt 7 gemeinsam, 
Also sind die Vielfachheiten der Schnittpunkte » alle gleich Eins. Nach dem 
Prinzip der Erhaltung der Anzahl ist nun auch die Anzahl der Schnittpunkte 
von H und C gleich gy, was zu beweisen wat. 

Verallgemeinerung. Der Durchschnitt einer irreduziblen Mannigq- 
faltigkeit M vom (reduzierten) Grade y mit einer allgemeinen Hyperfliche vom 
Grade g hat den (reduzierten) Grad q y. 

Beweis. M habe die Dimension a, der Durchschnitt mit H also die 
Dimension a — 1. Schneidet man M mit a — 1 allgemeinen Hyperebenen, 
so erhilt man nach § 5 eine irreduzible Kurve vom Grad y. Diese schneidet H 
nach dem Bezoutschen Satz in gy Punkten. Also schneidet der Durchschnitt 
von M und H einen allgemeinen linearen Raum S,,_,_, in gy Punkten, was 
zu beweisen war. 

Wiederholte Anwendung ergibt: 

Der Durchschnitt einer irreduziblen a-dimensionalen Mannigfaltigkeit vom 
reduzierten Grad y mit k S a allgemeinen Hyperflichen von den Graden 


€;,...+, €, hat den reduzierten Grad ye, e,...e,. Im Fall k = a besteht 
er also aus ye, €, ... €, Punkten. 

Geht man von den allgemeinen Hyperflichen H,,...,H, zu den 
speziellen Hyperflichen H,,..., H, iiber, so mége der Durchschnitt 
M -H, --- H, in irreduzible Bestandteile I,,..., J, zerfallen. Keiner von 


diesen hat eine Dimension < a — k. Wir nehmen an, daB sie alle genau die 
Dimension a — k haben. Nun nimmt man noch a — k allgemeine Hyperebenen 


L,,..., Lq_, hinzu, welche J,,..., 7, je in einem System konjugierter 
Punkte schneiden. Ein solcher Punkt &,, Schnittpunkt von J, mit 
L,, ..., Lq—,%, mége als Schnittpunkt von M, H,,..., Hy, Ly, ..., La» 
die Vielfachheit «, haben. Dann haben alle konjugierten Punkte &? dieselbe 


14) Dieser Satz ist ein Spezialfall eines Satzes von Bertini. Vgl. ZAG V (Math. 
Annalen 110), sowie W.-L. Chow, ebenda 114 (1937), S. 664. 
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Vielfachheit «,. Wir nennen p, die Vielfachheit von I, als Bestandteil des 
Schnittes von M mit H,, ..., H,. Es sei weiter g, der reduzierte Grad von /,, 
also die Anzah! der konjugierten Schnittpunkte &”. LEntsprechende Be- 
zeichnungen mégen fiir 7,, ..., J, gelten. Da die Summe der Vielfachheiten 
aller Schnittpunkte von M, H,,..., H,, Ly, ..., Dag» gleich ye,...e 
ist, so folgt 
My 91 + MeJ2 7 -- T Me Jr = VY ©, Cay - « +5 Cy 

in Worten: Die Summe der Grade der irreduziblen Bestandteile des Schnittes 
M H, ..H,, multipliziert mit ihren Vielfachheiten, ist gleich dem Produkt 
der Gradzahl nm von M und H,, °° , i... 

Die Sitze dieses Paragraphen lassen sich, wenigstens im Falle eines 
Grundkérpers von der Charakteristik Null, leicht auf mehrfach projektive 
téume iibertragen. Da die Beweismethode und die Ergebnisse in ZAG I, §3 


ausfiihrlich dargestellt sind, mége dieser Hinweis geniigen. 


(Eingegangen am 30. 10. 1937.) 














Uber die kleinste umbeschriebene und die griéfite 
einbeschriebene Ellipse eines konvexen Bereichs. 


Von 


Felix Behrend in Prag. 


Wie in der orthogonalen Geometrie der Umkreis ¢, und der Inkrets ¢, 
so spielen in der affinen Geometrie die kleinste umbeschriebene Ellipse e,, 
die Umellipse, und die gréBte einbeschriebene Ellipse e,, die Inellipse, eines 
beschrankten Bereicues eine wichtige Rolle. Interessant ist hauptsichlich 
der Fall konvexer Bereiche f*); denn e¢,, ist offenbar fiir einen Bereich { und 
seine konvexe Hiille £ = I die gleiche Ellipse; und andererseits erscheint es 
wenig sinnvoll, im Falle eines nichtkonvexen Bereichs die gréBte einbe- 
schriebene Ellipse zu betrachten, da diese haufig nicht von dem Bereich als 
ganzem, sondern von einzelnen Teilen desselben abhangig ist, welche mit- 
einander in keiner Beziehung stehen (man denke z. B. an einen Bereich, der 
von mehreren getrennten, aneinanderstoBenden oder sich iiberlagernden 
Ellipsen gebildet wird). 

Den Fall konvexer Bereiche mit Mittelpunkt habe ich gelegentlich einer 
anderen Untersuchung®) ausfiihrlich behandelt. Das Hauptinteresse Jag dort 
im Beweis des folgenden Satzes: 

(I) Unter allen mittelpunkissymmetrischen konvexen Bereichen gleiwhen 
Flicheninhalts hat das Parallelogramm die gréBte Umellipse und die kleinste 
Inellipse. 

Dies besagt, in anderen Worten, da& die aus den Flacheninhalten 
f(f), f(e.(t), f(e;,(f)) von Bereich, Umellipse und Inellipse gebildeten 

f(t) . He (8) 8) ihr Minimum fiir die Parallelogramme 
f(e,, (8) 4 


p annehmen. Das Maximum wird trivialerweise fiir die Ellipsen e erreicht 


Affininvarianten 


1) Konvexe Bereiche nehmen wir als beschrankt und abgeschlossen an; sie sollen 
stets innere Punkte enthalten. 

2) Uber einige Affininvarianten konvexer Bereiche, Math. Annalen 113 (1937), 
8S. 713— 747 (im folgenden zitiert als A.), insbesondere § 5 

%) In A. mit G, und G, bezeichnet. 
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Demnach gilt fiir alle von einem Parallelogramm und einer Ellipse ver- 
schiedenen konvexen Bereiche f mit Mittelpunkt: 








2 fp) f(t) i (e) 
I ee ae “ ae 
aii * ~ fiey(P) ~ Meu) ~~ Peale) 
(Ii) = Heel) — MeO) — Mele) _ 10 


4 f(p) t (f) f (e) 


Die weiteren Ergebnisse jener Arbeit lassen sich wie folgt zusammen- 
fassen: 

(II) Jeder konvexe Bereich €*) besitzt genau eine Umellipse e, (f) und 
genau eine Inellipse e; (f)®). 

(III) Umellipse, Inellipse und Bereich sind ,,dquizentrisch™, d.h. ihre 
Mittelpunkte fallen zusammen ”) 

Unter den mit dem Bereich aquizentrischen um- und einbeschriebenen 
Ellipsen lassen sich die Umellipse und die Inellipse durch einige einfache 
geometrische Kriterien auszeichnen und kennzeichnen, in denen haupt- 
sichlich die Beriithrungspunkte und Beriihrungsgeraden der Ellipsen mit dem 
Bereich eine Rolle spielen. Unter einem Beritihrungs- oder Kontaktpunkt 
zweier Bereiche, deren einer dem andern einbeschrieben ist, verstehen wir 
dabei einen gemeinsamen Randpunkt, unter einer Bertihrungs- oder Kontakt- 
geraden eine gemeinsame Stiitzgerade. Diejenige von den beiden durch eine 
Kontaktgerade begrenzten Halbehenen, in der die beiden Bereiche liegen, 
heiBe ausgezeichnet. Jede Kontaktgerade enthalt natiirlich, wenn einer der 
beiden Bereiche eine Ellipse ist, genau einen Kontaktpunkt, und durch jeden 
Kontaktpunkt geht genau eine Kontaktgerade. Die Menge aller Kontakt- 
punkte und Kontaktgeraden heiBe der Kontakt der beiden Bereiche. Die 
Redeweise, eine Ellipse ¢ sei dem Kontakt t umbeschrieben, bedeute einfach, 
daB sie der Menge der Kontaktpunkte (also auch ihrer konvexen Hiille t,) 
umbeschrieben ist; die Redeweise, e sei dem Kontakt einbeschrieben, besage, 
da8 sie dem Durchschnitt t, aller von den Kontaktgeraden begrenzten aus- 
gezeichneten Halbebenen einbeschrieben ist *). Dementsprechend ist auch 
die Umellipse und die Inellipse des Kontakts definiert. Ist der Kontakt 
leer, oder enthilt die konvexe Hiille t; der Kontaktpunkte keine inneren 
Punkte, besitzt also t, beliebig kleine umbeschriebene Ellipsen, so verstehe 
man unter der Umellipse des Kontakts eine uneigentliche Ellipse mit dem 

*) A.: Formel (I), Satz llc. 

5) mit Mittelpunkt. 

*) A.: Satz 8. 

7) A.: Anfang des Beweises von Satz 8, S. 732. 

*) Das Wort ,,Kontakt“ wird also unmiSverstandlich sowohl fiir t,; als auch fiir t, 
verwendet. 
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Flacheninhalt 0; ist der Kontakt leer, oder ist der Durchschnitt t, der aus- 
gezeichneten Halbebenen unbeschrinkt, enthalt t, also beliebig groBe ein- 
beschriebene Ellipsen, so verstehe man unter der Inellipse des Kontakts eine 
uneigentliche Ellipse mit unendlich groBem Flacheninhalt. — Das Haupt- 
kriterium fiir Um- und Inellipse eines konvexen Bereiches lautet nun so: 

(IV) Dann und nur dann ist eine dem Bereich t wm/(ein)beschriebene *) 
Ellipse e seine Um(In)ellipse, wenn sie die Um(In)ellipse des Kontakts 
von f und e ist?). 

Nennt man einen einer Ellipse e ein(um) beschriebenen Bereich mazimal 
(minimal), wenn e seine Um(In)ellipse ist, so kann man dies Ergebnis auch 
so aussprechen : 

(IVa) Ein emer Ellipse ein (um) beschriebener™) konvexer Bereich ist dann 
und nur dann maximal (minimal), wenn sein Kontakt mit der Ellipse maximai 
(minimal) ist. : 

Dieser Satz fiihrt also die Bestimmung der maximalen (minimalen) 
konvexen Bereiche einer Ellipse auf die Bestimmung dermaximalen (minimalen) 
Kontakte zuriick. Diese wiederum lassen sich mit Hilfe der maximalen 
(minimalen) Parallelogramme der Ellipse charakterisieren. Die in Satz (I) 
ausgesprochene Extremumseigenschaft driickt sich namlich auch dadurch aus, 
da8 die maximalen (minimalen) Parallelogramme einen in gewissem Sinn 
extremen Kontakt besitzen: der Kontakt besteht aus vier Punkten (und 
Geraden), welche den Rand der Ellipse in zwei Paare gegeniiberliegender (zum 
Mittelpunkt symmetrischer) Bogen einteilen; ein solches Bogenpaar (zu dem 
zwei Endpunkte (und -geraden) hinzugerechnet seien, die beiden andern nicht) 
heiBe charakteristisch; die maximaler. (minimalen) ') Kontakte sind nun da- 
durch gekennzeichnet, daB sie sich nicht zur Ginze auf einem charakteristischen 
Bogenpaar unterbringen lassen, bzw. — was dasselbe ist — da8 kein charak- 
teristisches Bogenpaar frei von Elementen des Kontakts ist (Bogenpaar- 
bedingung'*)). Es folgt also: 

(V) Dann und nur dann ist ein der Ellipse e ein (um) beschriebener ™) 
konvexer Bereich t maximal (minimal) (bzw. dann und nur dann ist e die 





*) &quizentrische 

1) Dieser Satz ist in A. nicht in dieser Form bewiesen, l48t sich aber leicht aus 
den dortigen Ergebnissen gewinnen; er ist im wesentlichen gleichbedeutend mit dem 
Lemma aus A., § 2. 

1) &quizentrischer 

1") aquizentrischen 

18) Die Bogenpaarbedingung ist die affin-invariante und gleichzeitig fiir Bereiche 
ohne Mittelpunkt verallgemeinerungsfahige Formulierung der Durchmesser- und 
Dickenmesserbedingung aus A.; A.: Satz 9. 

14) &quizentrischer 


Mathematische Annalen. 115. 
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Um (In) ellipse von t), wenn der Kontakt von t und e die Bogenpaarbedingung 
erfiillt 5). 

Gleichbedeutend hiermit ist die folgende Formulierung: 

(V1) Dann und nur dann ist ein der Ellipse e ein(um) beschriebener 
dquizentrischer konverer Bereich maximal (minimal), wenn sich thm ein mazi- 
males (minimales) dquizentrisches Sechseck oder Parallelogramm ein (um ) be- 
schreiben lapt **). 

Das besagt, daB man samtliche aquizentrischen maximalen (minimalen) 
konvexen Bereiche f einer Ellipse e mit Hilfe der aquizentrischen maximalen 
(minimalen) Sechsecke s und Parallelogramme p bestimmen kann: der Rand 
eines jeden f verliuft zwischen dem Rand von e und dem Rand eines s oder p. 
Die maximalen (minimalen) Sechsecke und Parallelogramme lassen sich 
simtlich angeben: 

(VII,) Ein einer Ellipse ein(um) beschriebenes ¢Parallelogramm ist dann 
und nur dann maximal (minimal), wenn die Kontaktpunkte die Endpunkte 
konjugierter Durchmesser sind*’). Dies liefert uns gleichzeitig eine Kenn- 
zeichnung aller charakteristischen Bogenpaare: 

(VII,a) Bin zum Ellipsenmittelpunkt symmetrisches Bogenpaar ist dann 
und nur dann charakteristisch, wenn seine End punkte die End punkte konjugierter 
Durchmesser bilden. 

Mit Hilfe dieses Satzes und des Satzes (VI) lassen sich weiter die maxi- 
malen (minimalen) Sechsecke einer Ellipse e charakterisieren ; zu diesem Zweck 
nehme man der Deutlichkeit halber an, e sei ein Kreis c, was durch eine 
affine Transformation erreicht werden kann '*); ein charakteristisches Bogen- 
paar besteht dann aus zwei gegeniiberliegenden Viertelkreisen (unter Aus- 
schluB zweier Endpunkte), und (VI) besagt offenbar: 

(VII,) Dann und nur dann ist ein dem Kreis ¢ ein(um) beschriebenes 


R ; ee — os 
Sechseck maximal (minimal), wenn seine Zentriwinkel S z sind 1%). 


Unter einem Zentriwinkel verstehe man dabei den Winkel zwischen zwei 
zu benachbarten Kontaktpunkten gezogenen Radienvektoren. 

Die vollkommene Dualitdt der Ergebnisse ist nicht von vornherein selbst- 
verstandlich, cinmal weil der Flacheninhalt keine zu sich selbst duale Invariante 
ist, und zweitens weil die Gruppe der affinen Transformationen nicht zu sich 


15) A.: Satze 9, 10, 11. 

16) Vgl. die Analyse von Satz 9 in A.: S. 734—735. 

17) Dies ist die affin-invariante Formulierung fiir die Tatsache, daB die einem 
Kreis ein(um)beschriebenen Quadrate seine maximalen (minimalen)Parallelogramme sind. 

18) Die Invarianz der Fragestellung gegeniiber affinen Transformationen wird 
haufig in Ahnlicher Weise benutzt werden. 

1%) Natiirlich 14Bt sich dies auch mit Hilfe der auf einer Ellipse durch konjugierte 
Durchmesser abgeteilten Bégen affin-invariant formulieren. 
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selbst dual ist, was inshesondere zur Folge hat, da® man den Begriff des 
konvexen Bereichs zwar in der projektiven, nicht aber bereits in der affinen 
Geometrie dual einfiihren kann (dies kommt besonders dadurch zum Ausdruck. 
daB eine auBerhalb des konvexen Bereichs verlaufende Gerade eine aus- 
gezeichnete Seite besitzt, waihrend Analoges fiir die Punkte nicht gilt). Die 
Dualitat der Gruppe laBt sich aber hier leicht retten; bedenkt man namlich, 
daB man die Mittelpunkte simtlicher konvexer Bereiche und — nach (III) — 
auch saimtlicher in Betracht kommender Ellipsen in den Koordinatenanfangs- 
punkt O legen kann, so wird evident, da8 nur die Untergruppe der affinen 
Gruppe eine Rolle spielt, welche den Nullpunkt festlaBt; diese ist aber zu sich 
selbst dual. Ein (zu O symmetrischer) konverer Bereich \aBt sich nun ganz 
gleichberechtigt als die Menge seiner Punkte und als die Menge der in seinem 
AuBeren verlaufenden Geraden ansehen, sein Rand als die Menge der Rand- 
punkte und als die Menge der Stiitzgeraden. DaB auch der Flacheninhalt sich 
hier im wesentlichen dual verhalt, erkennt man so: Man betrachte die 
kollineare Abbildung, welche jedem Punkt seine Polare, jeder Geraden ihren 
Pol in bezug auf den (um O beschriebenen) Einheitskreis zuordnet. Bei dieser 
Transformation geht die Gesamtheit der (zu O symmetrischen) konvexen 
Bereiche in sich selbst iiber, ebenso die Gesamtheit der (zu O symmetrischen) 
Ellipsen. Die Verhiltnisse ,,einbeschrieben“ und ,,umbeschrieben“ vertauschen 
sich bei der Abbildung. Das Produkt der Hauptachsen einer Ellipse geht 
in den reziproken Wert iiber, d. h. das GréBenverhiltnis der Flacheninhalte 
zweier Ellipsen kehrt sich um. Diese Tatsachen geniigen aber offenbar, um 
die Dualitat simtlicher angefiihrten Ergebnisse zu begriinden *°). 


In der vorliegenden Arbeit sollen nun diese Ergebnisse — mit sinn- und 
naturgemaiBen Abanderungen — auf den Fall beliebiger konvexer Bereiche 
iibertragen werden. 

Der Satz (I) gilt selbstverstindlich fiir beliebige konvexe Bereiche nicht 
Ht) e«(8) nehmen ihr Minimum viel- 
f(e, (8) f(t) 
mehr fiir die Dreiecke dD an; (I), (Iu) und (I7) sind daher zu ersetzen durch: 

(I’) Unter allen konvexen Bereichen gleichen Flicheninhalts hat das Dreieck 
die gréBte Umellipse und die Keinste Inellipse. Fir alle von einem Dreieck 
und einer Ellipse verschiedenen Bereiche f gilt: 


mehr: die Affininvarianten 











3/3 _ 10) f(t) fe) _ 
(Iw) dx Hew) ~ Heal) ~ fete) ~ 
” _%_ __ F(esd)) _ Fest) fF (ese)) 
GF) 313-70 ~ 7m ~~ fe ~* 


Der Beweis hierfiir wird in § 1 erbracht. 








2%) Die Nicht-Dualitat des Flacheninhalts auBert sich lediglich in den in (Iu) und 
(It) auftretenden Konstanten. 


‘ 


25* 
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Die durch (II) ausgesprochene Einzigkeit der Umellipse und der Inellipse 
gilt auch fiir beliebige konvexe Bereiche (§ 2). (III) entfallt natiirlich. Da- 
gegen lassen sich die Kriterien (IV), (IVa) und (V) wértlich iibertragen 
(§§ 3 bis 5). Der Begriff des charakteristischen Bogenpaars ist hierbei selbst- 
verstandlich allgemeiner zu fassen ; zu seiner Definition werden statt maximaler 
(minimaler) Parallelogramme allgemeine maximale (minimale) Vierecke 
benutzt. Ein maximales (minimales) Viereck kann mit der Ellipse drei oder 
vier Kontaktpunkte(geraden) haben; im letzten Fall heiBe es deutlicher ein 
charakteristisches Viereck (es wird dabei zugelassen, daB zwei Ecken des 
charakteristischen Vierecks zusammenfallen, daB also das Viereck in ein 
Dreieck ausartet). Die Paare gegeniiberliegender Bogen, die ein charak- 
teristisches Viereck auf dem Rand der Ellipse abteilt, heiBen charak- 
teristisch. 


Die genannten Kriterien erméglichen einen vollstdindigen Uberblick iiber 
die emer Ellipse ein(wm) beschriebenen mazimalen (minimalen) konvexen 
Bereiche. Es zeigt sich namlich, daB hierfiir bereits die Kenntnis der maxi- 
malen (minimalen) konvexen Drei-, Vier- und Fiinfecke der Ellipse ausreicht, 
genauer: die Kenntnis ihrer ,,charakteristischen“ Drei-, Vier- und Fiinfecke. 
Unter einem charakteristischen n-Eck einer Ellipse verstehen wir dabei ein 
solches maximales (minimales) konvexes n-Eck, das mit der Ellipse genau 
nm Kontaktpunkte(geraden) hat. Die Beziehung zwischen der Menge aller 
maximalen (minimalen) konvexen Bereiche einer Ellipse und zwischen der 
Menge ihrer charakteristischen Drei-, Vier- und Fiinfecke wird durch folgenden, 
dem Kriterium (VI) entsprechenden Satz hergestellt: 


(VI') Dann und nur dann ist em der Ellipse e ein(um) beschriebener 
konvexer Bereich maximal (minimal), wenn sich thm ein charakteristisches 
Dreieck, Viereck oder Fiinfeck ein( um) beschreiben lapt (§ 6). 

Mit anderen Worten: die simtlichen maximalen (minimalen) konvexen 
Bereiche einer Ellipse lassen sich konstruktiv erfassen: ihr Rand verliuft 


zwischen dem der Ellipse und dem eines charakteristischen Drei-, Vier- oder 
Fiinfecks. 


Die charakteristischen Drei-, Vier- und Fiinfecke einer Ellipse e lassen 
sich simtlich angeben. Zu diesem Zwecke nehme man der einfacheren 
Formulierung halber an, ¢ sei ein Kreis ¢ **). 


(VII,) Ein Dreieck, welches mit dem Kreis ¢ drei Kontaktpunkte(geraden) 
hat, ist dann und nur dann charakteristisch, wenn es regulir ist (§ 1). 





*1) Eine affin-invariante Formulierung der folgenden Resultate lieBe sich natiirlich 
leicht angeben. Vgl. hierzu z. B. die affin-invariante Formulierung von (VIIj) in § 1; 
siehe FuBnote *°*). 
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(VII,) Ein Viereck, welches mit dem Kreis ¢ vier Kontaktpunkte(geraden) 
hat, ist dann und nur dann charakteristisch, wenn seine Zentriwinkel (die 
Winkel zwischen den Radienvektoren zu benachbarten Kontakipunkten) 2a, 
2b, 2c, 2d den Bedingungen 


asz bSG. eS RZ ASF 
cosacose = }cos (b — d), 
cos bcos d = 4 cos (c — a) *) 


gentigen (§ 4). 

Hierdurch sind auch die simtlichen charakteristischen Bogenpaare eines 
Kreises bestimmt. 

(VII,) Ein Fiinfeck, das mit dem Kreis ¢ fiinf Kontaktpunkte(geraden) 
hat, ist dann und nur dann charakteristisch, wenn seine Zentriwinkel 2a, 2b, 
2c, 2d, 2e den Bedingungen 

oxsf. 655, SG. 4S, SZ, 


und 
falls d + esq cos a cos¢ — 4 cos (b—d —e) > 0, 
false +ass 3 cos b cosd — + 008 (¢ —e—a)=0, usf. 
gentigen (§ 6). 


Die Beweise dieser Ergebnisse lassen sich nicht so fiihren wie im 
symmetrischen Fall **). Es bedarf einer Reihe neuer und komplizierterer 
(wenn auch stets véllig elementarer) Uberlegungen. Vor allem aber scheint 
sich die Dualitét der Resultate nicht mehr a priori einsehen zu lassen. Es 
miissen daher die Fille der umbeschriebenen und der einbeschriebenen Ellipsen 
gesondert untersucht werden ™). In den meisten, vor allem in den begrifflich 
schlieBenden Beweisen kann man sich jedoch auf die Darstellung eines Falles 
beschrinken, da der andere wértlich entsprechend verliuft, wenn man nur 
Begriffspaare wie ,,einbeschrieben — umbeschrieben“, ,,kleiner — gréBer“, 
,,Durchschnitt — konvexe Hiille der Vereinigungsmenge“ austauscht. Die 
einzigen Beweise, bei denen das Fehlen der Dualitat deutlich wird und die 
wirklich einer Ausfiihrung beider Fille bediirfen, sind die mehr rechnerischen, 
insbesondere der Beweis des Lemmas in §2 und die Bestimmung der Be- 
dingung (VII) fiir charakteristische Vierecke. Aus dem Beweis des Lemmas 


#2) Von den beiden Gleichungen ist nur eine wesentlich, die andere folgt unter 
Benutzung vona+b+c+d = 2; vgl. §4, (37), (38), (39). 

%) Die Resultate von A. werden im folgenden nicht vorausgesetzt. 

*) Dies geschah zwar auch in A., war dort aber — wie oben gezeigt wurde — 
unndtig. 
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ersieht man deutlich, daB die Nicht-Dualitat hier in der Natur der Sache liegt; 
sie beruht darauf, da8 ein Biischel von Kurven zweiter Ordnung und ein 
Biischel von Kurven zweiter Klasse affingeometrisch nicht dual sind. Die 
gleiche Nichtdualitat tritt natiirlich bei der Bestimmung der umbeschriebenen 
und der einbeschriebenen charakteristischen Vierecke einer Ellipse auf; es 
ist daher in gewisser Weise iiberraschend, daB die einbeschriebenen und die 
umbeschriebenen charakteristischen Vierecke den gleichen Bedingungen (VII) 
unterliegen, daB sie also auf die gleichen charakteristischen Bogenpaare 
fiihren, mit anderen Worten, daB das von den Tangenten in den Ecken eines 
einbeschriebenen charakteristischen Viereckes gebildete umbeschriebene 
(,,duale‘*) Viereck ebenfalls charakteristisch ist und umgekehrt, daB also die 
Umellipse eines Vierecks gleichzeitig die Inellipse des dualen Vierecks ist und 
umgekehrt (Dualitétssatz fiir Vierecke, § 4, (53)). Mit Riicksicht auf (V) folgt 
hieraus ein entsprechender Dualitétssatz fiir beliebige konvexe Bereiche. 
Nennt man namlich zwei konvexe Bereiche f,; und f,, dual (in bezug auf die 
Ellipse e), wenn f, der Ellipse e einbeschrieben, f, ihr umbeschrieben ist 
und wenn beide den gleichen Kontakt mit e haben, so gilt wegen (V): 
(VIII) Sind ft; und t,, duale Bereiche der Ellipse e, so ist e dann und nur 
dann die Umellipse von t,, wenn sie gleichzeitig die Inellipse von tf, ist (§ 5). 


i. Die Extremumseigenschaft des Dreiecks. 


Die Tatsache, daB von allen konvexen Figuren gleichen Flaicheninhalts 
das Dreieck die gréBte Umellipse und die kleinste Inellipse hat, lat sich 
leicht direkt beweisen. Wir beschranken uns dabei auf den Fall der Umellipse, 
da der Beweis fiir die Inellipse wértlich entsprechend verliuft. 

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB ein Dreieck D genau eine Umellipse 
besitzt. Da8 mindestens eine Umellipse existiert, ist aus Stetigkeitsgriinden 
klar. Sei e eine solche Umellipse von d. Dann ist umgekehrt dD ein gréBtes 
einbeschriebenes Dreieck von e (denn besaBe e ein gréBeres einbeschriebenes 
Dreieck d’, so wiirde die — den Flacheninhalt verkleinernde affine Trans- 
formation, welche d’ in d iiberfiihrt, die Ellipse e in eine dD umbeschriebene 
Ellipse verwandeln, welche kleineren Flacheninhalt hatte als e). Daher 
liegen zunachst die Ecken von d auf dem Rand von e, weil sonst ja offenbar 
groBere einbeschriebene Dreiecke existieren wiirden. Ferner miissen die in 
den Drevecksecken zu den gegeniiberliegenden Dreiecksseiten gezogenen Parallelen 
Tangenten der Umellipse sein; denn wire dies nicht der Fall, ware also eine 
der Seitenparallelen Sekante der Ellipse, so wiirde man ein einbeschriebenes 
Dreieck mit der gleichen Grundseite, aber mit gréBerer Hohe, das heibt mit 
gréBerem Flacheninhalt konstruieren kénnen. Das bedeutet aber, daB die 
Mittellinien des Dreiecks Durchmesser der Ellipse sind, d. h. daB der Mittel- 
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punkt der Ellipse mit dem Schwerpunkt des Dreiecks zusammenfillt. Die 
Umellipse eines Dreiecks ist also dadurch charakterisiert, daB sie durch die drei 
Ecken des Dreiecks geht und daB thr Schwerpunkt mit dem des Dreiecks zu- 
sammenfallt *). Das zeigt aber, daB die Umellipse eindeutig bestimmt ist: 
sie geht durch die drei Dreieckspunkte und durch die aus ihnen durch 
Spiegelung an dem Schwerpunkt des Dreiecks entstehenden Punkte; durch 
diese sechs (verschiedenen) Punkte gibt es aber nur eine Ellipse. 

Ein einer Ellipse e einbeschriebenes Dreieck, dessen Umellipse e¢ ist, 
dessen Schwerpunkt also mit dem der Ellipse zusammenfallt, heiBt charak- 
teristisches Dreieck der Ellipse. Ein solches Dreieck teilt den Rand der Ellipse 
in drei Bogen, welche charakteristische Bogen heiBen sollen. Ein Ellipsenbogen 
mit den Endpunkten A und B werde mit {AB} bezeichnet; die Reihenfolge 
der Endpunkte werde dabei durch positive Durchlaufung des Bogens be- 
stimmt, so daB also {AB} und {B A} stets komplementire Bogen bezeichnen. 
Soll die Zugehérigkeit oder Nichtzugehérigkeit der Endpunkte zum Bogen 
deutlicher zum Ausdruck gebracht werden, so schreiben wir (AB) fiir den 
offenen, (AB) fiir den abgeschlossenen, (AB) bzw. (AP) fiir den halboffenen 
Bogen. Ein charakteristischer Bogen wird stets als halboffen angenommen. 

Die Verbindung zwischen beliebigen konvexen Bereichen f und dem 
Dreieck, welche den Beweis von (I’) und (Iu’) erméglicht, laBt sich nun durch 
folgendes Kriterium herstellen: 

(1) Ist e Umellipse von f, so enthdlt jeder charakteristische Bogen von e 
mindestens einen Punkt des Kontakts von € und e. Wir sagen auch kurz: 
es miisse die Bogenbedingung erfiillt sein. 

Zum Beweis nehmen wir an, e sei ein Kreis (mit dem Mittelpunkt O). 
Ein charakteristischer Bogen des Kreises ist einfach ein halboffener Drittel- 
bogen. Angenommen nun, die Bogenbedingung sei nicht erfiillt, es gebe also 
einen charakteristischen Bogen, der keinen Punkt des Kontakts enthilt. 
Offenbar kann man diesen Bogen noch ein kleines Stiick iiber den zu ihm 
gehérigen Endpunkt verlingern, ohne auf einen Kontaktpunkt zu stoBen. 
Es gibt also gewiB einen abgeschlossenen Bogen (A”’ B”’) mit A A” OB” > > 
der keine Kontaktpunkte enthalt %). Der Mittelpunkt des komplementiren 
Bogens {B’ A’’} heiBe [ (Fig. 1). Die beiden Punkte auf dem Kreis, die 
mit [T zusammen ein gleichseitiges Dreieck bilden, mégen A und B heifen. 


25) Dies ist die affin-invariante Formulierung von (VIIj); vgl. FuBnote **). 

26) Unter dem Zeichen 4 P; OP: wird stets der Winkel verstanden, um den man 
den Radius OP; in positivem (der Uhrzeigerdrehung entgegengesetztem) Sinn drehen 
muB, bis er mit OP: zusammenfallt. 2 P:OP: ist also der zum Bogen (P: Ps) 
gehérige Zentriwinkel, wahrend zu {P2:P:} der AP2:OP; = 22— APiOP, 
gehort. 
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Die Punkte des Bogens {A” A} seien mit A’, die entsprechenden auf {BB”} 
mit B’ bezeichnet; dabeiseien die Strecken [ A’ und [ B’ einander gleich. — 
Man betrachte die Umellipse e’ des Dreiecks 
A’B’ T; beachtet man, daB ihre in A’, B’, f 
gezeichneten Tangenten parallel zu B’T, fA’, 


A’B’ sind und daB X A’OB’ > =, so erkennt 
man, da8 sie wie in der Fig. 1 angedeutet ver- 
laufen mu8, daB sie also den Bogen {A’ABB’} 
ausschlieBt und den Bogen {B’B” [ A” A’} ein- 
schlieBt. Insbesondere gilt dies auch von der 
Fig. 1. zu A” B’ [ gehérigen Ellipse e”, wihrend die 

zu ABT gehdérige Ellipse mit e zusammen- 

fallt. LaSt man A’,B’ gegen A,B konvergieren, so konvergiert die 
Ellipse e’ gegen e. — Nun beachte man folgendes: 1. f kann in zwei 
Teile zerlegt werden: die Menge t, aller im Durchschnitt von e und e” 
gelegenen Punkte und die Menge f, der in e, aber nicht in e”’ liegenden Punkte. 
ft, hat von dem Rand von e einen positiven Abstand ¢; denn die gemeinsamen 
Randpunkte von f und e liegen nach Voraussetzung im Innern des Bogens 
{B’ A”}. Folglich wird die Ellipse e’ f, umbeschrieben sein, wenn man 
nur A’, B’ geniigend nahe bei A, B wahlt (naimlich so nahe, daB der Rand 


von e’ in eine -Umgebung des Randes von e fallt). e’ umschlieBt a for- 





tiori f,, naémlich sogar den ganzen Durchschnitt von e und e”. e’ ist also 
ft umbeschrieben. 2. Da e’ die einzige Umellipse von A’B’ [ ist, ist ihr 
Flacheninhalt kleiner als der Flacheninhalt der A’B’T gleichfalls um- 
beschriebenen Ellipse e. — Das ist aber ein Widerspruch, da e kleinste 
umbeschriebene Ellipse von f sein sollte. Die Annahme, die Bogen- 
bedingung sei nicht erfiillt, erscheint demnach als 
widerlegt, und (1) ist bewiesen. 

Sei nun f ein konvexer Bereich, e seine Um- 
ellipse. e werde wieder als Kreis (mit Mittelpunkt O) 
angenommen (Fig. 2). T, sei ein beliebiger Punkt 
des Kontakts t von e und f. Man bestimme P, auf 


der Kreisperipherie derart, daB AT,OP, = <. 
Auf dem Bogen (T,P,) liegen wegen (1) weitere 
Punkte T, des Kontaktes; man wihle denjenigen 
mit der gréBten Entfernung von T, (so daB also 


entweder (T,P,) von Kontaktpunkten frei oder T, = P, ist). Zu T, 
bestimme man wie eben P,, so daB A T,OP, = ae und auf (T,P;) 


wahle man den ,,letzten“ Kontaktpunkt T,. Dies Verfahren setze man 
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solange fort, bis man zum erstenmal zu einem Kontaktpunkt T, kommt, 
fiir welchen A T,OT, S > ist. Dies ist frithestens fir y — 3 der Fall; 
spaitestens aber fiir » = 5, da T,; schon auBerhalb (T,P,) liegt, also 
AT,OT; > = und entsprechend A T,OT, > > wird. 


Ist » = 3, s0 ist A T,OT, = AT,{OT, = AT,OT, = %, 7.7.7; 
ein gleichseitiges, f einbeschriebenes Dreieck »b, also falls f + D (wegen 
ey (D) = e): 

(2) fm) _ #0) ft) 

f(e,(d)) fe) ~ Fe) gf (e,, (f)) 
Sei weiter 3< » 5. Fiir » = 4 setzen wir T; = T,. Wir betrachten 
den Bogen {T,T;} (Fig. 2). Auf ihm liegt der Punkt P, (AT, OP, = 52) ; 


> 


wir bestimmen ferner P, so, daB 4 P,;OT, = + Der Punkt T, liegt dann 


auf dem Bogen {P,P,}. Daher ist das Dreieck T,P,T, dem Flacheninhalt 
nach héchstens so groB wie das Dreieck T,T,T;. Ebenso schlieBt man, daB 


das mit Hilfe des Punktes P, (2T,;OP, = =) gebildete Dreieck T5P5T, 
héchstens so groB ist wie T,T,T,. Also ist 
f(t) = f(T,T.TsT,T,) } f(T,PsT,P3T,) =} f (PT Ps), 

wobei an mindestens einer Stelle das Ungleichheitszeichen steht, und da 
P,T;P, ein gleichseitiges Dreieck ist, folgt wieder (2). Dies beweist (I’) 
bzw. die untere Abschitzung in (Iu’); die obere Abschitzung ist trivial. 

Es sei noch bemerkt, daB die hier benutzte Bogenbedingung keineswegs 
ein hinreichendes Kriterium fiir die Umellipse eines konvexen Bereichs 
liefert; z. B. gibt es eine ganze Schar von Rechtecken, deren Umkreis die 
Bogenbedingung erfiillt; der Umkreis eines Rechtecks ist aber nur dann 
Umellipse, wenn das Rechteck ein Quadrat ist. Eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung liefert erst die in §5 bewiesene Bogenpaarbedingung, 
welche die Bogenbedingung als Spezialfall enthilt. 


2. Existenz und Einzigkeit der Umellipse und der Inellipse. 


DaB ein (beschrankter) konvexer Bereich mindestens eine Umellipse und 
eine Inellipse besitzt, ist aus Stetigkeitegriinden klar. Die in Satz (II) be- 
hauptete Einzigkeit der Umellipse und der Inellipse *”) folgt unmittelbar 
aus einem Hilfssatz, der auch bei den spiteren Betrachtungen eine Hauptrolle 
spielt : 


27) Die letzte ist besonders interessant, da der Inkreis eines konvexen Bereiches 
nicht eindeutig bestimmt ist. 
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(3) Lemma. Sind e’ und e” zwei von einander verschiedene Ellipsen, f(e’) SS} (e’’), 
so gibt es stets in beliebiger Nahe *) von e”’ Elli psen, welche kleineren Flaicheninhalt 
haben als e’’ und dem Durchschnitt von e’ und e’’ umbeschrieben sind, und in 
beliebiger Néihe von e’ Ellipsen, welche gréBeren Flicheninhalt haben als e’ 
und der konveren Hiille von e' + e’’ einbeschrieben sind. 

Wir beweisen zunichst den ersten Teil des Lemmas. — Das Lemma 
ist trivial, falls e’ und e” keine reellen Schnittpunkte ) haben; denn ent- 
weder ist ihr Durchschnitt leer oder e’ liegt im Innern von e”; in beiden 
Fallen liefern beliebige, e’’ embeschriebene, hinreichend benachbarte Ellipsen 
die gesuchten Ellipsen des Satzes. -- Besitzen e’ und e”’ reelle Schnittpunkte, 
so werden wir die gesuchten Ellipsen aus dem durch e’ und e” erzeugten 
Biischel von Kurven zweiter Ordnung gewinnen. Haben e’ und e” in homo- 
genen kartesischen Punktkoordinaten ¢,, ¢,. ¢, die Gleichungen 


3 3 
Wy ; s be a . . * P 
(4) «Our lulr = 0, Dir Ourbnls = 0 (04+ = Ores Onr = Orah 
a I 


so hat die allgemeine Biischelkurve die Form 
3 3 
s ’ , —y _ ag 
(5) Si» Our (t', T’) Cue, = Darlt Our +t” Cpr Cn ly = O, 
oe 


I I 
wo 1’, r” die homogenen Scharparameter sind. Zunichst ist das Verhalten 
des Flacheninhalts der Biischelkurven als Funktion dieser Parameter zu 
studieren. Setzt man 


| 11 12 013| 


] 
0% 0 
L, ¥12 , ” . = 
ress) = ve = re (t',t’), | @e1 G22 023) = "3s = %3(t', 7”). 
' 


(6) . 
| 21022 
| 231 O32 933 


so wird das Quadrat des Flacheninhalts 


- an ri (t’, t’’) 

(7) P(<’,t ) = Gary ae 

Der Zahler ist das Quadrat einer kubischen Form, der Nenner der Kubus 
einer quadratischen Form. Das Vorzeichen von f* ist durch das von rz be- 
stimmt; demnach ist f? > 0 fiir Ellipsen, < 0 fiir Hyperbeln; die Null- 
stellen von r, liefern die drei singuliren Kurven des Biischels, die Null- 
stellen von r, die beiden Parabeln; wir reden von einer Parabel auch dann, 


28) Eine Ellipse hei8t einer andern benachbart, wenn ihr Rand in einer e-Umgebung 
des Randes der andern verliuft bzw. wenn die entsprechenden Koeffizienten der zu- 
gehérigen Gleichungen bei passender Normierung um weniger als ¢ voneinander ab- 
weichen. 

%%) Wir benutzen das Wort ,,Ellipse’’ unmiBverstandlich sowohl fiir den Bereich 
als auch fiir die Randkurve desselben. 
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wenn die entsprechende Nullstelle von 7, gleichzeitig Nullstelle von r, ist, 
wenn also die Parabel ausartet (da alle Biischelkurven mindestens einen 
endlichen reellen Punkt haben, sind nur drei Ausartungsfille méglich: ein 
Paar paralleler Geraden, eine doppelt zihlende endliche Gerade, eine endliche 
Gerade (zusammen mit der affin bedeutungslosen unendlich fernen)). Wir 
unterscheiden zwei Fille: 

1. Die Nullstellen von r, sind verschieden. — Die unendlich fernen 
Punkte der beiden Parabeln sind verschieden, weil das Biischel sonst nur 


Parabeln enthielte. Durch eine affine Transformation kann man sie in die 


Punkte ¢, Cs 0 und ¢, = ¢, = O transformieren; ferner legen wir 
einen der reellen Grundpunkte des Biischels in den Punkt ¢, = ¢, = 0; 
dadurch erhalten die Parabeln die Gleichungen 

’ -2 9 ’ - & 1 9 , - & 

Ago Se TF = M3 5153 1 = M3 5253 0, 
(3) js % ae 

Maes Oe Pe ee Pee 0 

MySi 7 = M3 5153 = Tag 5a53 
Man darf 2, = 0, 11; = 0 annehmen; eine der GréBen ist sicher + 0, 


da sonst alle Biischelkurven ausarten wiirden. Weiter darf man auch 2,, = 0, 
3 = 9 annehmen, was nur besagt, da die Parabeln sich nach links 


bzw. unten 6ffnen. SchlieBlich darf noch angenommen werden, da eine 


der beiden Zahlen 243, 213 — 0 ist; 123 < 0 und 2,4, < 0 wiirde nimlich 
besagen, daB der Punkt ¢, = ¢, = 0 auf dem oberen Ast der ersten und dem 


linken Ast der zweiten Parabel liegt; in diesem Fall existiert noch ein weiterer 
endlicher reeller Schnittpunkt der Parabeln, der ebensogut als Koordinaten- 
anfangspunkt gewahIt werden kann und der nicht mehr gleichzeitig auf dem 
oberen Ast der ersten und dem linken Ast der zweiten Parabel liegt. fiir 
den also eine der beiden GréBen 2,3. 2,3 nicht negativ ausfillt. Ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen. daB 2,; => 0. Wir 
wihlen die Parabeln als Erzeugende des Biischels, das hierdurch die Form 
\’ ’ . . m 
(9) Li Mult, Toul, = > t(c’ mu, — Uta) Sys, =O 
1 1 


erhaJt. Der Flacheninhalt der Biischelkurven wird: 


(10) P(r’, vt”) = (r! y(t! tig Ft" 715)" r ry (tas + 1” 25)*) 
(%gq %;, 7 Tt)” 





Die Ellipsen des Biischels erhalt man, wenn der Nenner positiv, d. h. t’ und 1’ 
; " . : . P 4 1 ss 
von gleichem Vorzeichen sind. Setzt man 1’ = #, 1” = =: 80 erhilt man 
t 
alle Ellipsen des Biischels fir 0< #9< co. Fiir die Ellipsen wird dann: 


, we , » > tea ¥ 1. yg le oe 
(11) §(8) = (hari, 8(Om52(45-+ Faris) + 5 ai(O m+ 5 a) ) 
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ein Polynom in @ und i dessen samtliche Koeffizienten bis héchstens auf 


den den Faktor 2,, enthaltenden Koeffizienten von # nicht negativ sind. 
Folglich ist die zweite Ableitung von /(#@) fiir0 < #9 < © durchweg positiv, 
d.h. {(@) konvex. Gehéren daher die gegebenen Ellipsen e’, e” zu den 
Parameterwerten #’, 3” (wobei man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
# < #” annehmen kann), so ist fiir alle # mit # << 8 < 8” 


(12) f (0) < Max (f (8’), #(8”)) = f(8”). 


AuBerdem iiberlegt man leicht, daB die zu 0(# < 8 < #”) gehérigen 
Ellipsen dem Durchschnitt von e’ und e” umbeschrieben sind. Die zu Para- 
meterwerten 0 = #” —e mit e >0 und ¢ +0 gehdrigen Ellipsen erfiillen 
also die Behauptung des Lemmas (3). 

2. Die Nullstellen von r, fallen zusammen. — Man iiberlegt leicht, daB 
dies nur eintreten kann, wenn das Biischel durch affine Transformation in 
ein Kreisbiischel mit zwei (eventuell zusammenfallenden) reellen Grund- 
punkten transformiert werden kann. Ein solches kann man z. B. auf die Form 


(13) v ((o, + a0) + CF — C3) + 2” ((0, — ofs)® + CF — Cf) = 0 
mit |o| S 1 bringen. Es wird dann 


_ (l—o%)(e' + 2") 4 2 (r' — v's? 











(4) P(r, e”) = eee 
+ anyg\8 
= (1-0) +8 (FS5)). 
Fiihrt man — = # als neuen Parameter ein (wobei lediglich die 
(singulire) Parabel tr’ = — 1” des Biischels veridrengeht), so wird 
(15) {(8) = (1—o%) +02 # (1 —o?>0) 
quadratisch in # und konvex. — Die weiteren Schliisse verlaufen wie unter 1. 


Damit ist der erste Teil des Lemmas vollstaindig bewiesen. Der Beweis 
des zweiten Teils erfolgt ganz ahnlich, indem man Biischel von Kurven 
zweiter Klasse heranzieht. Wir unterscheiden zwei Fille: 

1. Die vier gemeinsamen Tangenten von e’ und e” sind samtlich reelle 
auBere Tangenten *). — Die Klassengleichungen der beiden Ellipsen in homo- 
genen kartesischen Linienkoordinaten w,, w,, ws seien 

8 8 
(16) DP 'Fxr0,=9, Dera; a4, = 0 
1 1 


(Cu» = Sons ae —_ Crus O33 + 0, O33 + 0). 


%°) Eine gemeinsame &uBere Tangente wird von beiden Ellipsen auf der gleichen 
Seite berihrt. 
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Das von ihnen erzeugte Biischel hat die Form 


3 2 
(17) >: "Our (t’, To, @, = De (t ou, +" Guy) @,o, = 0. 
1 1 
Setzt man 
911 %2 %Q13 
| O21 2 %3 | = 83 = 83(t', t”), 
%31 %32 %3 
so wird das Quadrat des Flacheninhaltes 


(18) Os5 = 8; = 8, (t’, e”), 


, 8, (t’, t” 

(19) P(r, ") = 3, 

wobei positives f* wieder die Ellipsen, negatives /* die Hyperbeln des Biischels 
kennzeichnet, wahrend die Nullstelle von s, die Parabel des Biischels liefert 
und die drei Nullstellen von s, die drei singularen. Kurven; diese drei Kurven 
sind reell: sie werden ja von den Schnittpunktepaaren der vier reellen 
Tangenten gebildet; also sind die drei Nullstellen von s, reell. Fiihrt man hier 
ae ea = # als neuen Parameter ein (wobei lediglich der Wert 
yg T =< 633 tT’, also die Parabel des Biischels verloren geht), so wird /* 
ein Polynom in #, welches im allgemeinen vom dritten Grade ist; der Grad 
erniedrigt sich, wenn die Nullstelle von s, gleichzeitig (ein- oder mehrfache) 
Nullstelle von s, ist; jedoch kann der Fall f* = const., also die dreifache Ent- 
artung der Parabel, offenbar nicht vorkommen. — Entsprechend wie beim 
Beweis des ersten Teils des Lemmas kann man hier fiir drei Ellipsen e’, e, e” 
mit # < #< #” schlieBen, daB e der konvexen Hiille von e’ + e” einbe- 
schrieben ist. Jedoch ist die Abschitzung 


(20) f (#) > Min (f (9), 1 (8")) = £(#) 


nicht mehr allgemein richtig, da die Funktion f* (#) nicht konvex verlauft, viel- 
mehr im allgemeinen zwei relative Extrema besitzt. Man beachte jedoch, da8 
die Funktion im allgemeinen zwei getrennte positive Stiicke besitzt (von denen 
das eine wegfallen kann, wenn Nullstellen von /* zusammenfallen oder wenn 
der Grad von f? sich erniedrigt). Jedes einzelne solche Stiick besitzt nur 
héchstens ein relatives Extremum, so daB (20) fiir jeden soichen ,,Zweig“ 
von Ellipsen giiltig ist. Nun iiberlegt man aber leicht, daB die gegebenen 
Ellipsen dem gleichen Zweig angehéren miissen; Ellipsen verschiedener 
Zweige haben namlich zwei von den vier reellen Grundgeraden des Biischels 
zu gemeinsamen inneren Tangenten, und nur Ellipsen des gleichen Zweiges 
haben alle vier Grundgeraden zu gemeinsamen duBeren Tangenten. — Nun 
folgt wie friiher, daB die zu Parameterwerten # = #’ + ¢ mit ¢ > 0 und 
e — 0 gehorigen Ellipsen die Behauptung des Lemmas erfiillen. 
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2. Nicht alle vier gemeinsamen Tangenten sind reelle auBere Tangenten. — 
Dieser Fall laBt sich leicht auf den eben behandelten zuriickfiihren Haben 
zunichst e’ und e”’ keine reellen gemeinsamen Tangenten, liegt also e’ ganz 
im Innern von e’’, so liefern beliebige, e’ umbeschriebene, geniigend benach- 
barte Ellipsen die gesuchten Ellipsen des Lemmas. — Es gebe also weiter 
zwei oder vier reelle Tangenten; es gibt dann natiirlich zwei diuBere reelle 
Tangenten. Da es jedoch keine vier aiuBeren reellen Tangenten geben soll, 
gibt es héchstens zwei reelle Schnittpunkte. Wir unterscheiden drei Fille: 


a) Die beiden aiuBeren Tangenten fallen zusammen; es liegt also e’ in e” 
und beriihrt e” in einem Punkt. In diesem Fall erfiillen diejenigen Ellipsen 
die Behauptung des Lemmas, die die gemeinsame Tangente im gleichen Punkt 
beriihren wie e’ und e” und die man aus e’ erhalt, indem man e’ senkrecht 
zu jener Tangente im Verhiltnis 1 + ¢ (e > 0, ¢ -> 0) ausdehnt. 


b) Die beiden auBeren reellen Tangenten schneiden sich in einem end- 
lichen Punkt O. Ist e’ die naher bei O liegende der beiden Ellipsen, so erhilt 
man die gesuchten Ellipsen des Lemmas, indem man e’ einer Streckung mit O 
als Zentrum und mit dem VergréBerungsverhiltnis 1 + ¢ (e > 0, ¢ +0) 
unterwirft. — Ist dagegen e’’ naher bei O gelegen, so unterwerfe man e” 
einer ebensolchen Streckung; ]48t man ¢ von Null an wachsen, so wird einmal 
‘ noch in der 
konvexen Hiille von e’ + e” liegt, aber mit e’ bereits vier reelle Schnitt- 
punkte und daher vier reeile auBere Tangenten gemeinsam hat. Wendet 
man daher das Lemma auf den bereits unter 1. erledigten Fall der beiden 
Ellipsen e’, e’” 


ein Wert erreicht werden, fiir den die entstandene Ellipse e”’ 


an, so findet man die gewiinschten Ellipsen, die in der kon- 


, 


vexen Hiille von e’ + e’”, also a fortiori in der von e’ + e” liegen. 


c) Die beiden auBeren Tangenten sind parallel. Man schlieBt wie eben; 
an Stelle der Streckung vom Punkt O aus verwendet man eine Dehnung in 
Richtung der parallelen Tangenten. 


Hiermit ist auch der zweite Teil des Lemmas (3) vollstandig bewiesen. 


3. Das Hauptkriterium. 


Wir beweisen das Hauptkriterium (IV) und (IVa) fiir den Fall umbe- 
schriebener Ellipsen; der Fall einbeschriebener Ellipsen verlauft wértlich 
entsprechend. Den Kontakt zweier konvexer Bereiche f,, f, bezeichnen 
wir mit t (f,, f,). 


Der erste Teil des Satzes ist trivial: ist die f umbeschriebene Ellipse e 
die Umellipse des Kontakts t (e, f), so ist sie natiirlich auch die Umellipse 
von f selbst. 
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Die Umkehrung beweist man so*"): Sei e’’ = e, (f) die Umellipse von f. 
Angenommen nun, die Umellipse des Kontakts e, (t) = e, wire von e” 
verschieden. Da e’’ dem Kontakt umbeschrieben ist, und da t nur eine Um- 
ellipse hat, ware f(e,)<f(e”). Man wahle ¢«>0 so, daB (1 + e)* f (e,) 
immer noch SS /f(e”) ausfallt, und bezeichne die zu e, konzentrische im 
(linearen) Verhaltnis 1 + e vergréBerte Ellipse mit e’. Es ist also f (e’) S f(e’’). 
f kann nun in zwei Teile zerlegt werden: die Menge f, aller im Durchschnitt 
von e’ und e” gelegenen Punkte und die Menge f, der in e”’, aber nicht in e’ 
liegenden Punkte. f, hat vom Rand von e” einen positiven Abstand e’, 
denn die gemeinsamen Randpunkte von f und e” liegen nach Voraussetzung 
simtlich in e,, also im Innern von e’. Wahlt man daher in geniigender Nahe 


(namlich in einer 5 Umgebung) von e” eine Ellipse e, so enthalt diese f,; 


bestimmt man e auBerdem nach dem Lemma (3) so, daB sie kleiner als e”’ 
ist und den Durchschnitt von e’ und e” enthalt, so enthalt sie auch f,, und 
man hatte in e eime f umbeschriebene Ellipse gefunden, welche kleiner wire 
als die Umellipse. — Die Annahme, e, ware von e” verschieden, fiihrt demnach 
zum Widerspruch; es muB e, = e” sein, was zu beweisen war. 


4. Vierecke. 


Zur Herleitung der weiteren Kriterien fiir die Um/(In)ellipse eines kon- 
vexen Bereichs bzw. — was dasselbe ist — fiir die Maximalitat (Minimalitat) 
eines einer Ellipse ein(um)beschriebenen konvexen Bereichs, bedarf es zu- 
nachst einer genaueren Analyse der maximalen (minimalen), insbesondere der 
charakteristischen Vierecke einer Ellipse. 

Wir betrachten zunichst den Fall der einbeschriebenen Vierecke einer 
Ellipse e. Die maximalen Vierecke, welche nur drei Kontaktpunkte mit der 
Ellipse haben (deren vierter Eckpunkt also im Innern von e liegt), lassen 
sich sofort angeben; denn aus dem Hauptkriterium (IVa) oder bereits aus 
Satz (1) folgt, da fiir die Maximalitat eines solchen Vierecks notwendig und 
hinreichend ist, daB die drei Kontaktpunkte ein charakteristisches Dreieck 
bilden. Fiir diesen Fall ist also die Bogenbedingung notwendig und hin- 
reichend. 

Dagegen wurde bereits in § 1 erwahnt, daB die Bogenbedingung fiir den 
Fall, daB alle vier Ecken des Vierecks auf dem Rand der Ellipse liegen, also 
fiir den Fall des charakteristischen Vierecks nicht mehr hinreichend ist. 
Welches sind nun hier die notwendigen und hinreichenden Bedingungen ? 

Eine weitere notwendige Bedingung laBt sich leicht angeben: die simt- 
lichen Ellipsen des durch die vier Eckpunkte des Vierecks bestimmten 


1) Vgl. zur folgenden SchluBweise auch die dhnlich verlaufende des § 1. 
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Biischels von Kurven zweiter Ordnung miissen gréBeren Flacheninhalt haben 
als e; wir wollen diese Bedingung kurz die Biischelbedingung nennen. Die 
Biischelbedingung fiir sich allein ist natiirlich ebenfalls nicht hinreichend; 
denn erginzt man beispielsweise ein beliebiges charakteristisches Dreieck 
einer Ellipse e durch einen inneren Punkt von e zu einem (konvexen) 
Viereck p, so ist e die Umellipse von v, wahrend fiir die — von e verschiedene — 
kleinste Ellipse des durch die Ecken von p bestimmten Biischels die Biischel- 
bedingung erfiillt ist. — Wir behaupten nun aber, daB die Biischelbedingung 
und die Bogenbedingung zusammen hinreichend sind. In der Tat: seien die 
Biischelbedingung und die Bogenbedingung erfiillt. Wir nehmen an, die dem 
Viereck » umbeschriebene Ellipse e sei ein Kreis. Bilden drei der vier Eck- 
punkte von pv ein charakteristisches (regulares) Dreieck, so ist » ebenfalls 
charakteristisch. Es mégen also keine drei der vier Ecken 
ein charakteristisches Dreieck bilden. Angenommen nun, 
e ware nicht die Umellipse von v. Wegen der Biischel- 
bedingung sind alle durch die vier Ecken von » gehenden 
Ellipsen gréBer als e; die Umellipse e’ von v geht daher 
nur durch drei Ecken von v: A, B, [, und ware nach 
dem Hauptkriterium (IV) die Umellipse des Kontakts, 





Fig. 3. d. h. des Dreiecks ABT (Fig. 3). Da das Dreieck nicht 
regular ist, darf man A AOf < > annehmen; ferner 


liege [ entweder auf der Mittelsenkrechten von AB oder auf der gleichen 
Seite wie -B. Die Parallele durch [f zu AB trifft dann (wenn nicht 
gerade [ auf der Mittelsenkrechten von AB liegt) den Bogen (fA); 


ebenso trifft die Parallele durch A zu BI, wegen 4A AOB < +, den 


Bogen (fA).  Folglich verlauft die Umellipse e’ von ABI, welche ja 
die durch die Ecken gehenden Seitenparallelen zu Tangenten hat, wie in 
Fig. 3 angedeutet. Insbesondere mu8 ihr vierter Schnittpunkt mit e 
auf (AT) liegen, wahrend sie (fA) nicht trifft. Der vierte Vierecks- 
punkt A kann daher nicht auf (f A) liegen, d.h. dieser Bogen ist frei von 
Kontaktpunkten; da er aber linger ist als ein Drittelbogen, widerspricht dies 
der Bogenbedingung. Die Annahme, e wire nicht die Umellipse von », fiihrt 
demnach zum Widerspruch, und unsere Behauptung ist erwiesen **). — Wir 
haben demnach folgendes Ergebnis: 


(21) Ein einer Ellipse e einbeschriebenes Viereck v, welches mit ihr vier 
Kontaktpunkte hat, ist dann und nur dann charakteristisch, wenn die Bogen- 
bedingung und die Biischelbedingung erfiillt sind. 


32) Man beachte, daB der Beweis folgendes aussagt: gilt fiir ein Viereck v, dessen 
Ecken auf e liegen, die Bogenbedingung, so geht seine Umellipse durch alle vier Ecken. 
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Wir wollen dies Ergebnis noch analytisch formulieren. Zu diesem Zweck 
nehmen wir an, die betrachtete Ellipse sei der Einheitskreis ¢ (mit dem 
Mittelpunkt O)%). Die Ecken P,, P,, P;, P, des Vierecks » mégen die 
inhomogenen kartesischen Koordinaten 


(22 &, = cos 9,, 7, = sin g, (» = 1, 2, 3, 4) 

haben. Dabei darf man noch 

(23) OC M< O2< M3 MIA 

und 

(24) Pe = 2%—- Gy 

annehmen (Fig. 4). Die Zentriwinkel des Vier- 

ecks seien mit 2a, 2b, 2c, 2d bezeichnet, also 

(25) AP,OP, = 29, = 2a, 
AP,OP, = 92-1 26, 
AP,OP,; = o3— 2 = 2¢, 
AP,OP, = 9 — 93 = 2d. 





Fig. 4. 


Die analytische Formulierung der Bogenbedingung ist offenbar cinfach 
(26) oxy. 655, ¢SG 455. 

Um auch die Biischelbedingung mit Hilfe der Zentriwinkel auszudriicken, 
gehen wir so vor: Sei e irgendeine Ellipse des durch P,, P,, Ps, P, bestimmten 
Biischels.. Um ihren Flacheninhalt zu berechnen, bestimmen wir zu e eine 
affine Transformation, welche durch folgende Eigenschaften eindeutig fest- 
gelegt ist: 

1. Sie fiihrt e in den Einheitskreis mit dem Mittelpunkt § = » = 0 
iiber. 


2. Haben die Bilder P,, P,, P3, Py von P,, Py, P;, P, die Koordinaten 


(27) f= cosg,, 7, = sin ®@,, 
so ist 

(28) 0<1<m<H<%<22 
und 

(29) Yo = 227- oy 


Eine solche affine Transformation hat, wie man leicht iibersieht, die Form 


(30) Ph PCA 


6 > 0), 
y' = y& + bn — y cos 9, saat 


%3) Eine affin-invariante Formulierung lieBe sich leicht angeben, doch soll darauf 
verzichtet werden. 


Mathematische Annalen. 115 26 
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wo die Koeffizienten noch den Bedingungen 

(31) (acos gp, + yp)? + (y cos y, + dsin gy, — y cos y,)* = 1 (vy = 1, 2, 3, 4) 
geniigen. Wegen (29) ergibt sich fiir » = 1 und fiir » = 4 die gleiche Be- 
dingung. Der Flacheninhalt von e wird offenbar 


(32) tle) = f(a, vy, 8) = =. 


Dem Kreis ¢ selbst ist durch die geschilderte Vorschrift die identische 
Transformation (« = 6=1, w= y = 0) zugeordnet. Ist daher die 
Biischelbedingung erfiillt, d. h. ist ¢ die kleinste Ellipse des durch P,, P,, Ps, P, 
bestimmten Biischels, so bedeutet dies, da8S unter den Nebenbedingungen 
(31) f(a, y, y, 6) sein Minimum bzw. «dé sein Maximum fiir die identische 
Transformation, d.h. fir «=é6d=1, y=y=0 annimmt. Es mu8 daher 
das folgende System linearer homogener Differentialgleichungen erfiillt sein: 


da + dé = 0, 
cos* w, da-+cos gp, dy +sin® 9, dé = 0, 
cos? gy, da-+cos p,dy+sin 2 (cos y,—cos ;)dy+sin® p, dd = 0, 
cos* g, da-+cos p,dy+sin m3 (cos y,;—cos y,)dy+sin® g,déd = 0 


(33) 


was wiederum das Verschwinden der Systemdeterminante nach sich zieht: 


l 0 0 l 
cos* @, COS p; 0 sin? g, 
(34) 0 = |cos* g, cos m, sin g, (cos gy, — cos p,) sin*® g, 


cos* @, COS ~, Sin g3 (cos yp, — cos g,) sin® gp, 
= (cos ~_ — COs P,) (cos Ys — cos gy) (2.cos y, Sin (~3 — Y2) + SiN Ys —SiN Po). 


Da wegen (23) und (24) 


(35) COB , — COS Y, + 0, COS Ms — cos g, + 0, 
folgt weiter 

(36) 2 cos p, 8in (~3 — Pg) + Sin Ys — SIN Py = V 
und hieraus wegen (25) 

(37) cos acose = }cos (b — d). 

Ebenso gilt 

(38) cos bcosd = } cos (c — a), 

was aus (37) unter Benutzung der trivialen Beziehung 

(39) cos (a + c) + cos (6+ d) = 0 

folgt. 


Jede der Bedingungen (37), (38) ist auch hinreichend fiir die Erfiilltheit 
der Biischelbedingung. Denn sie liefern zuniichst das Verschwinden der 
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Determinante (34), woraus zusammen mit den letzten drei der Differential- 
gleichungen (33) *) die Giiltigkeit der ersten Differentialgleichung von (33) 
folgt. Dies besagt, daB f (e) fiir e = c¢ eine stationire Stelle besitzt, da aber, 
wie wir gesehen haben, / (e) auBer der Stelle des absoluten Minimums keine 
stationire Stelle haben kann *5), ist die Stelle e =- ¢ gleichzeitig die Stelle 
des absoluten Minimums von { (e), d. h. ¢ ist die kleinste Ellipse des Biischels. — 
Die analytische Formulierung der Biischelbedingung ist. daher durch jede 
der beiden Bedingungen (37) und (38) gegeben. 

Hieraus und aus (21) ergibt sich, daB (26), (37) und (38) notwendig und 
hinreichend fiir das Vorliegen eines charakteristischen Vierecks sind (Kri- 
terium (VII,)). Es gibt also eine zweiparametrige Schar charakteristischer 
Vierecke. Die Bedingungen (26), (37), (38) sind zwar wenig anschaulich, 
leisten jedoch, wie sich zeigen wird, gute Dienste. Z. B. folgt unmittelbar 
aus ihnen, da8 ein Viereck mit zwei spitzen gegeniiberliegenden Zentri- 


winkeln nicht charakteristisch ist. Denn ist a< =, c< -; so ist 
cos a cos ¢ > 3, also wegen cos (b — d) S 1 sicher cos a cos c > } cos(b —d). 








Die Bedingung dafiir, daB ein (gleichseitiges) Trapez charaktenstisches 
Viereck eines Kreises ist, lautet einfach (Fig. 5a): 


(40) cos acosc = }, 
da (26) hieraus bereits folgt. Die Bedingung dafiir, daB ein Drache charak- 
teristisch ist, heiBt (Fig. 5b): 


(41) asi. bss; 


= 


die Bedingung (37) ist hier von selbst erfiillt: 


(42) cosacosb = }cos (a — b) = }(cosacosb + sinasin b). 


34) welche ja wegen (31) erfiilit sind, und deren lineare Unabhiangigkeit aus (23) 
und (24) leicht folgt. 


35) Vgl. § 2, (11), (15); man denke sich etwa a, y, y, 6 als Funktionen des Biischel- 
parameters @ eingefihrt. 


26* 
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Der Fall der umbeschriebenen Vierecke einer Ellipse verlaiuft ganz ent- 
sprechend. Lediglich die analytische Umformung der Biischelbedingung 
bedarf einer rechnerischen Anderung, die kurz angedeutet sei. Zuniichst ist 
zu beachten, da8 die Biischelbedingung etwas vorsichtiger auszusprechen 
ist. Sie besagt nicht, daB alle die vier Geraden des gegebenen Viereckes v 
beriihrenden Ellipsen kleiner sein miissen als die gegebene Ellipse; denn im 
allgemeinen gibt es ja im Biischel zwei ,,Zweige“ von Ellipsen, namlich die 
einbeschriebenen und die anbeschriebenen, und unter den anbeschriebenen 
gibt es im allgemeinen beliebig groBe Ellipsen. Man muB sich also hier aus- 
driicklich auf den Zweig der v einbeschriebenen Ellipsen beschrianken. 

Man nehme nun wie friiher an, die betrachtete Ellipse sei ein Kreis ¢ 
mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 1. Die Kontaktpunkte P,, P,, P;, P, 
des umbeschriebenen Vierecks » mégen wie friiher die Koordinaten (22) 
haben. Ebenso sei (23) und (24) vorausgesetzt. Die Seiten des Vierecks 
haben die Gleichungen 


(43) Ecos g, + 7 sin gy, — 1 = 0 (» = 1, 2, 3, 4). 
Sei nun e irgendeine Ellipse des Biischelzweiges. Zur Berechnung ihres 
Flacheninhalts bestimmen wir zu e wie frither eine affine Transformation, 
und zwar durch folgende Bedingungen: 
1. Sie fiihrt e in den Einheitskreis mit dem Mittelpunkt O iiber. 
2. Sie hat positive Determinante (erhaJt den Drehsinn). 
3. Die Bilder der beiden Geraden 
E cos + » sin —1=0, 
(44) : Pi ap 1 
Ecos my, + 7 sin gy, — | 0 
schneiden sich auf der positiven £’-Achse. 
Hat die Umkehrttransformation dieser Transformation die Form: 
£ = , i , 
(45) g ag* + By’ + y, 
yn = yl + bn +4, 
so haben die Bilder der Geraden (43) die Gleichungen 


(46) (acos », + ysin g,) & + (6 cos g, + sin g,) 7! 
+ (pcos p, + zsin g, — 1) = 0 (y = 1, 2, 3, 4). 
Sollen sie den Einheitskreis um O beriihren, so muB 
(47) (acos p, + ysin ¢,)* + (B cos g, + 6 sin ¢,? 
— (pcos yg, + ysin g, — 1 = 0 (» = 1, 2, 3, 4) 
sein. Sollen ferner die beiden Bildgeraden von (44) mit der £’-Achse den 
gleichen Schnittpunkt haben, so ist wegen (24) 


(48) cos y, . (ay —yy) + y = 0. 
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Dem Kreis ¢ selbst ist durch das geschilderte Verfahren die identische 
Transformation (« = 6 = 1,8 = y = y = x = 0) zugeordnet. Ist daher 
die Biischelbedingung erfiillt, d. h. ist ¢ die gréBte Ellipse des Biischelzweiges, 
so bedeutet dies, daB unter den Nebenbedingungen (47), (48) / («, 2, y, y, 4, x) 
sein Maximum fiir die identische Transformation, d.h. fiir « = 6 = 1, 
B= y=y=xZ=0annimmt. Es muB daher das folgende System linearer 
homogener Differentialgleichungen erfiillt sein: 


Der Flacheninhalt von e ist einfach 


(49) f(e) = f(«,B, y,y, 6,7) = 2 





da - dé 0, 
(50) dy +cosg,d7 =0, 
cos*g,d«-+-cosg,sing,dB 
+ cosp,sing,dy-+sin?y, dd 
+cosy,dy-+sing,d 7 =0 (vy =1,2,3,4), 


was wiederum das Verschwinden der Systemdeterminante nach sich zieht: 


l 0 0 ] 0 0 
0 0 ] 0 0 COS Gy 
(51) 0 = cos* gy, COSg, SING, COSg, Sing, sin*?g, cosg, sin g, 


COS* M, COS Ps, SING, COSP, SING, SiN* G2 COSP_ 3iN Py 
COS? ~, = COS Ps SING, COSY, SING, sin? g~, COSP, SiN Ys 
cos? g, — COS g, SING, —COsg, sing, sin*m, cosg, —sin 9, 








= 2sin ¢, (cos py, — cos p,) (cos ps — cos —) (2 cos m, sin (~3 — Pq) 
+ sin gs — Sin gp). 
Da wegen (23) und (24) 


(52) sin p, + 0, cos gm, — cos y, + 0, cos my, — cos gy, * 0, 
folgt 
(36) 2 cos ; Sin (Pz — Pg) + SiN Ys — Sin Y, = 0, 


d.h. aber: es gelten fiir die Biischelbedingung die gleichen Beziehungen 
(37), (38) wie friiher. Genau wie friiher schlieBt man auch, daB aus (37), (38) 
die Biischelbedingung riickwarts wieder folgt. Es gilt also auch fiir umbe- 
schriebene Vierecke das Kriterium (VII,). 

Die Gleichheit des Kriteriums (VII,) fiir einbeschriebene und um- 
beschriebene Vierecke kann man auch so aussprechen: 
(53) (Dualitatssatz fiir Vierecke.) Die im den Ecken eines einer 
Ellipse einbeschriebenen charakteristischen Vierecks gezogenen Tangenten bilden 
ein umbeschriebenes charakteristisches Viereck, und umgekehrt: die Bertihrungs- 
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punkte der Seiten eines umbeschriebenen charakteristischen Vierecks sind die 
Ecken eines einbeschriebenen charakteristischen Vierecks. 

Beispielsweise gilt also die fiir einbeschriebene Trapeze hergeleitete 
Bedingung (40) auch fiir umbeschriebene Drachen und die fiir einbeschriebene 
Drachen bewiesene Beziehung (41) fiir umbeschriebene (gleichseitige) Trapeze 
(Fig. 5a, b). 


5. Die Bogenpaarbedingung. 


Ziel dieses Paragraphen ist es, zu beweisen, daB die Bogenpaarbedingung 
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Maximalitat (Minimalitat) 
eines einer Ellipse ein (um) beschriebenen konvexen Bereichs ist (Kriterium (V)). 
Wir beschrianken uns dabei wieder auf die Darstellung des Falles einbe- 
schriebener Bereiche. 

Ein charakteristisches Viereck teilt auf der Ellipse zwei Paare gegeniiber- 
liegender Bogen ab. Ein solches Bogenpaar heibe charakteristisch, wenn 
zwei seiner Endpunkte ihm angehdéren, die beiden andern nicht. Ein charak- 
teristisches Viereck P,P,P,P, gibt demnach zu 12 charakteristischen Bogen- 
paaren AnlaB: (P,P,), (P3P,); (P,P.), (P3P,); (P,P.), (P3P,); usw.; (P2P5), 
(P,P,); usw. Es empfiehlt sich, auch Vierecke mit zwei zusammenfallenden 
Ecken zuzulassen; ein solches besteht also aus den drei Ecken eines charak- 
teristischen Dreiecks P,P,P;, von denen eine, etwa P, doppelt zu zahlen ist. 
Unter (P,P,) versteht man sinngema8 den Bogen der nur aus dem Punkt P, 
besteht, wahrend (P,P), (P,P), (P3P3) leere Bogen bezeichnen. Bei dieser 
Festsetzung erscheint ein charakteristischer Bogen (§1) (PjP,) ebenfalls 
als charakteristisches Bogenpaar: ist namlich P, der Punkt, der mit P}, P, 
zusammen ein charakteristisches Dreieck bildet, so ist der Bogen (P}P;) 
identisch mit dem Bogenpaar (PP), (PP3). 

Sei nun f ein konvexer Bereich; seine Umellipse werde als Kreis ¢ mit 
dem Mittelpunkt O angenommen. Wir behaupten, daB die Bogenpaar- 
bedingung erfiillt sein muB. Sie besagt, daB jedes charakteristische Bogenpaar 
mindestens einen Punkt des Kontakts enthalt. Angenommen, die Bogen- 
paarbedingung wire nicht erfiillt, es gabe also ein charakteristisches Bogen- 
paar, auf dem kein Punkt des Kontakts liegt: {P,P,}, {P,P,}. Wir unter- 
scheiden zwei Fille: 

1. P,, P,, Ps, P, sind verschieden. — Die Zentriwinkel des Vierecks 
heiBen wie friiher 2a, 26, 2c, 2d (Fig. 4) und geniigen den Bedingungen von 
(VII,), insbesondere also 
(26) assy 655, ¢SR @S 5. 

Diese Ungleichungen kann man aber noch genauer untersuchen. Alle Punkte 
des Kontakts liegen auf dem zu dem gegebenen Bogenpaar komplementiren: 
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{P,P}, {P,P,}. Man darf annehmen. P, gehére nicht zu {P,P,} = (P,P,}; 
P, gehdrt also zu {P,P,} = {P,P,), und {P,P,) ist ein halboffener oder ab- 
geschlossener Bogen, welcher keine Kontaktpunkte enthalt. Nach der Bogen- 
bedingung ist demnach 


(54) a<z. 


Ferner bemerken wir: ist entweder P, oder P, nicht zum Bogenpaar 
{P,P,}. {P,P,} gehorig, so ist auch {P,P} halboffen oder abgeschlossen; 
da {P,P,} ebenfalls frei von Kontaktpunkten ist, wird gema8 der Bogen- 
bedingung 


(55) c< + 
Der Fall 
(56) c= 3 


kann nur eintreten, wenn {P,P;} = (P2P3) offenist,d. h.P,zu{P,P,}=(P,P,), 
P, zu {P,P,} = (P3P,} gehért, und folglich P, und P, zu {P,P,} = (P,P,) 
gehéren. Man darf diesfalls 


a 
(57) a<i 


annehmen, da sicher entweder b oder d < 3 ist und man nétigenfalls die ganze 


Figur spiegeln und P, und P, die Rollen tauschen lassen kann. Es gilt also 
jedenfalls eine der beiden Beziehungen (55) 
und (57). 

Man schlieBe nun so (Fig. 6): Da P, 
nicht zu {P,P,} gehért, kann man in der 
Nahe von P, auf (P,P,} einen Punkt P, 
finden, derart, daB (P,P}) frei von Kontakt- 
punkten ist. Der Kontakt liegt demnach auf 
{P,P} und {P,P,}. P| kann dabei so nahe 
bei P, gewahlt werden, da8 auch 


(58) A P,OP;, < 33 


bleibt. Fiir das Viereck P| P,P; P, ist also ebenfalls die Bogenbedingung 
erfiillt, folglich **) geht seine Umellipse e durch alle vier Eckpunkte 
P;, P,,P;,P,. Wir behaupten: e = c. Ware nimlich e + c¢, so wiire 
f(e) << f(¢); ferner verliefen die Bogen {P,P,} und {P,P,} von ¢ entweder 
beide innerhalb oder beide auBerhalb von e. Im ersten Fall enthielte e den 
ganzen Kontakt von ¢ und f, d.h. aber ¢ wire nicht die Umellipse dieses 
Kontakts, also — gemi8 dem Hauptkriterium (IV) — auch nicht die Um- 





36) Siehe FuBnote **). 
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ellipse von f, entgegen der Voraussetzung; im zweiten Fall verliefen die 
Bogen {P,P}}, {P,P} innerhalb von e, e wiire also dem Viereck P,P,P,P, 
umbeschrieben, d.h. P,; P,P, P, ware, entgegen der Voraussetzung, nicht 
charakteristisch, Beide Fille sind unméglich, d.h. es ist, wie behauptet, 
e = c. Das besagt aber, daB das Viereck P, P, P, P, charakteristisch ist, 
und zwar fiir alle P, in geniigender Nahe von P,. Seine Zentriwinkel erfiillen 
daher wegen (VII,) die Bedingung (38), d.h. es ist fiir hinreichend kleine 
positive e: 


(59) cos (b — e) cosd k cos (¢ — a — e); 
differenziert man nach «, so erhalt man 

(60) sin (6 — «)cosd = }sin (ec — a — e). 
Quadrieren und Addieren ergibt 

(61) csd=}, d= > 

also 

(62) cos (6 — e) = cos (e — a — e), 

d. h. 

(63) b= c—a, 

und wegen 

(64) at+b+e=ax-d= 
folgt hieraus 

(65) c= s = d, 


was oben ausgeschlossen wurde. Die Annahme, auf {P,P,}, {P,P,} liege 
kein Punkt des Kontakts, fiihrt demnach zum Widerspruch. 

2. Zwei von den vier Punkten P,, P,, P;, P, fallen zusammen, das 
Viereck artet also in ein charakteristisches Dreieck aus. Ist P, = P, oder 
P, = P,, so ist einer der Bogen {P,P,}, {P,P,} charakteristisch und enthilt 

daher wegen der Bogenbedingung mindestens einen 

£ Punkt des Kontakts. Von den bleibenden Fallen 
A P, =P,, P, =P, geniigt es offenbar den ersten zu 

ye _betrachten. Ist {P,P,} = (P,P,), (P,P,) oder (P,P,), 

also {P,P,} = (P,P), (P, Ps) oder (P, P;), so enthilt 

{P,P,} wegen der Bogenbedingung mindestens 

B einen Kontaktpunkt. Es bleibt demnach der Fall 

Fig. 7. {P, P,} = (P, P,), {P,P} = (P,P) (Fig. 7). Nimmt 

man an, daB dies Bogenpaar keine Kontakt- 

punkte enthielte, so schliet man wie oben, unter Benutzung zweier zu 
P, = P, benachbarter, zur Mittelsenkrechten von P,P, symmetrischer 
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Punkte P), P,, daB P| P,P, P; charakteristisch sein miiBte, daB also fiir 
hinreichend kleine positive « 


(66) cos* (> _ e) = 500s (= -- 2e) 


identisch in e erfiillt wire, was offenbar ein Widerspruch ist. 


Demnach ist die Annahme, es gebe ein von Kontaktpunkten freies 


charakteristisches Bogenpaar, unmdglich; d.h. die Bogenpaarbedingung ist 
erfiillt. 


Wir zeigen nun das Umgekehrte: erfiillt der dem konvexen Bereich tf 
umbeschriebene Kreis ¢ die Bogenpaarbedingung, so ist er die Umellipse 
von f. -- Angenommen namlich, die Umellipse e von f wire von ¢ verschieden. 
Es ist f (e) << f(c). Wir bemerken ferner, daB die Bogenpaarbedingung die 
Bogenbedingung als Spezialfall umfaBt (sie entsteht durch Zusammenfall 
zweier Eckpunkte des erzeugenden charakteristischen Vierecks). Wir unter- 
scheiden mehrere Fille: 


1. e und ¢ haben keine gemeinsamen Randpunkte (Schnitt-, Beriihrungs- 
punkte). Dies ist unméglich, denn es lage f in e und e im Innern von ¢, 
was der Bogenbedingung widerspriiche, da der Kontakt von c und f: t (c, f) 
leer wire. 

2. Aus dem gleichen Grund ist es unméglich, daB e und ¢ einen oder 
zwei doppelt zihlende gemeinsame Randpunkte haben, da t (c, f) entgegen 
der Bogenbedingung aus nur einem oder zwei Punkten bestiinde. 


3. e und c¢ haben zwei einfach zihlende gemeinsame Randpunkte. 
Diese teilen auf ¢ zwei Bégen ab. Der auBerhalb von e verlaufende dieser 
zwei Bogen enthalt keine Kontaktpunkte, hat daher einen Zentriwinkel S tod 
Daher ist der Zentriwinkel des anderen, innerhalb von e verlaufenden Kreis- 
bogens => td es lassen sich daher auf ihm die drei Ecken eines charak- 


teristischen (reguliren) Dreiecks anbringen; da c 
die Umellipse dieses Dreiecks ist, wire aber 
f(c) < f(e) im Gegensatz zur Voraussetzung. 

4. Der gleiche Schlu8 fiihrt die Annahme 
ad absurdum, e und c¢ hatten zwei einfache und 
einen doppelt zahlenden gemeinsamen Rand- 
punkt. 





5. (Hauptfall) e und c¢ haben vier ver- Fig. 8. 
schiedene gemeinsame Randpunkte (Schnitt- 
punkte): P,,P,, P;, P, (Fig.8). Das Bogenpaar {P, P,}, {P,P,} ver- 
laufe innerhalb, das Bogenpaar {P,P,}, {P,P,} auBerhalb von e. Die 
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Zentriwinkel des Vierecks P, P, P, P, heiBen, wie friiher, 2a, 2b, 2c, 2d. Wir 
behaupten zunichst: 


(67) O<a<cz, O<b<F, O<e<g, O<d<F. 


Die unteren Abschaitzungen sind wegen der Verschiedenheit der vier Punkte 


erfiillt. Weiter ist ec S > as _ da (P, P,) und (P, P,) frei von Kontakt- 
punkten sind. Ware 6 > : so bestimme man T, und T, so, daB (Fig. 9) 
(68) AT,OP,= 5, AP,OT, = =. 


Der (abgeschlossene) Bogen (T,T,) mu8 im AuBern von e verlaufen, weil man 
anderenfalls auf den (innerhalb von e verlaufenden) Bogen {T,T,}, {P,P} ein 
regulires Dreieck finden kénnte, welches e einbeschrieben wire, aber ¢ als 





Fig. 9. Fig. 10. 


Umellipse hat, so daB f (c) < f (e) folgen wiirde. Das heiBt aber, daB e ent- 
weder den Bogen (P,T,) oder den Bogen (T,P,) nicht trifft, so daB c oder 


= , > n 

a> > wiren, was eben widerlegt wurde. Es mu8 also 6 < > und ebenso 
mt . - . a os . . 

d< = sein. Ware weiter c = 3 80 miiBte der mit P,P, zusammen ein 


regulires Dreieck bildende Punkt T entweder auf {P,P,} oder auf {P, P,} 
liegen, da anderenfalls das charakteristische Bogenpaar (T T), (P, P;) frei von 
Kontaktpunkten wiire; das hieBe aber, daB b oder d = > wire, was eben 
a 
z: 
P,, P,, P;, Py seien variable Punkte auf dem Kreis; die zugehérigen 
Zentriwinkel seien 2a’, 2b’, 2c’, 2d’. Man mache nun zwei Prozesse (Fig. 10): 
(a) Man lasse P,, P,, P;, P, sich aus der Lage P,, P,, P;, P, von der 
Ellipse e fortbewegen, also P,, P, im Sinne, P,, P, entgegen dem Sinne 
des Uhrzeigers. Genauer sollen hierbei 6’ und d’ monoton wachsend die 
Intervalle 


(69) bxUx5, ds@d@sz 


als unméglich erwiesen wurde. Also ist ¢ << 3 und ebenso a < 
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durchlaufen (welche wegen (67) positive Lange haben). Dabei soll noch dafiir 
Sorge getragen werden, daB P, und P, bzw. P, und Pj sich nicht begegnen, 
d. h. daB die Winkel c’ bzw. a’ positiv bleiben, also die Ungleichungen 


(70) 0<a Sa<z, 0<e¢ Se<F 

erfiillen. In der Grenzlage b’ = > 7 = 3 ist dann wegen |a’ — c’| < 3 
’ ” 1 , , m1 4 1 a 

(71) cosb’ cosd’ — = 008 (¢ —ayj< cos 5 Cos = — 5 cose = 0. 

(b) Entsprechend lasse man die Punkte P}, P,, P;, P, im entgegen- 
gesetztén Sinn, also in die Ellipse e hinein laufen, wobei a’,c’ monoton 
wachsend die Intervalle 

’ 4 - n 
(72) @f¢SsR ¢°S"ss 
durchlaufen, wahrend 6’, d’ den Ungleichungen 
’ 4 , a 
(73) 0<HUsSb<zZ, O<d@asdcgZ 


geniigen. Im Grenzfall a’ = > ce’ = — wird dann wegen |b’ — ajp< 


id 
3 3 


(74) cosa’ cosc’ — }cos (b’ — d’) < cos Be cos a - + cos ae = 0, 


und wegen 

(75) cos a’ cos c’ — 4 cos (b’ — d’) + cos b’ cos d’ — } cos (c’ — a’) = 0 
folgt hieraus 

(76) cos 6’ cos d’ — } cos (c’ — a’) > 0. 

Zwischen den beiden durch (71) und (76) gekennzeichneten Grenzlagen muB 
es daher ein Wertesystem a’ = a, b' = 6, c’ = ¢, d’ = d geben, fiir das 
(77) cos b cos d — } cos (¢ — a) = 0 


wird. Dies Wertesystem erfiillt gleichzeitig entweder (69) und (70) oder (72) 
und (73), jedenfalls also die Ungleichungen 


(78) O<a@<5, 0<bxy, 0<txt, 0<dgs. 


Demnach ist das zu diesem Wertesystem gehérige Viereck P,P, P,P, nach 
(VII,) charakteristisch. GemaB der unter (a) und (b) getroffenen Vorschrift 
liegen die Ecken dieses Vierecks entweder simtlich im AuBeren von e, oder 
simtlich auf dem Rand von e oder simtlich im Innern von e. Die beiden 
letzten Fille kénnen aber nicht eintreten, da e dem Viereck umbeschrieben 
wire, also — da P,P,P,P, als charakteristisches Viereck ¢ zur Umellipse 
hat — { (c) <f (e) folgen wiirde. Demnach liegen P,, P,, P;, P, im AuBeren 
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von e. Das heift aber, daB das charakteristische Bogenpaar {P,P,}, {P, P,} 
frei von Kontaktpunkten wire, was einen neuen Widerspruch gegen die 
vorausgesetzte Bogenpaarbedingung darstellt. 

In allen Fallen erweist sich demnach die Annahme, die Umellipse e 
von f sei von ¢ verschieden, als widerspruchsvoll; es muB e = ¢ sein, was 
unsere Behauptung beweist. 

Hiermit ist (V) bewiesen. Aus (V) folgt zusammen mit dem Dualitits- 
satz fiir Vierecke (53) der allgemeine Dualitatssatz (VIII). 

Das Kriterium (V) erweist sich in praktischen Fillen als durchaus 
brauchbar. Z. B. folgt aus ihm: 

(79) Ist t dem Kreis ¢ eimbeschrieben, und ist jeder von Kontaktpunkten 
freie Kreisbogen kleiner als ein Viertelbogen, so ist ¢ die Umellipse von f. 

Denn ein jedes Bogenpaar, welches frei von Kontaktpunkten ist, gehért 
zu einem Viereck mit zwei gegeniiberliegenden spitzen Zentriwinkeln, welches — 
wie in §4 erwahnt nicht charakteristisch sein kann. — Hieraus folgt 
beispielsweise, daB jedes einem Kreis einbeschriebene n-Eck mit lauter 
spitzen Zentriwinkeln maximal ist; insbesondere sind die reguliren n-Ecke 
maximal (fiir n = 5; fiir n = 3 und 4 folgt es aus dem friiheren), — Die 
gleichen Resultate gelten fiir umbeschriebene Bereiche bzw. n-Ecke eines 
Kreises. 

Genauer kann man folgendes aussagen: 

(80) Dann und nur dann ist der dem Kreis ¢ ein(um) beschriebene Bereich f 
maximal (minimal), wenn 1. jeder von Kontaktpunkten freie offene Bogen 
emen Zentriwinkel S “2 besiizt, und wenn 2. jedes von Kontaktpunkten freie 
offene Bogenpaar (P,P), (P,P), dessen Zentriwinkel A P,OP, = 2a, 
A P,OP, = 2b, AP,OP, = 2c, AP,OP, = 2d siimtlich < ** sind, 
den Bedingungen 

(81) cosacose —}cos(b—d)=O0, cosbcosd — }cos(ec—a) S 0 


gentigt (deren eine aus der anderen gemiB (75) folgt). 
Beweis. 1. Existiert ein von Kontaktpunkten freier offener Bogen mit 


, - TT 2: : , . , 
einem Zentriwinkel > = so ist die Bogenbedingung verletzt, also £ nicht 
maximal. Existiert ein von Kontaktpunkten freies Bogenpaar (P,P3), 
(P,P,) mit 

a= 4 dl 4 
(82) axz 65%, «SF, d55, 
(83) cos 6b cos d — } cos (ec — a) > 0, 
so ist, wie man sofort erkennt, 
a a 
(84) b< 3 d< =: 
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Der gleiche ProzeB wie unter (a) liefert uns dann ein (77) und (78) er- 
fiillendes, charakteristisches Viereck, dessen Ecken P, und P, im Innern 
von (P,P,) liegen, wihrend P, und P, im Innern von (P,P,) gelegen sind. 
Das charakteristische Bogenpaar {P, P,}, {P,P,} ist demnach frei von Kontakt- 
punkten, d.h. f ist nicht maximal. 

2. Sei umgekehrt f nicht maximal. Dann existiert ein von Kontakt- 
punkten freies charakteristisches Bogenpaar {P, P,}, {P,P,}. Da man das 
Bogenpaar iiber diejenigen Endpunkte, welche nicht zum Kontakt gehéren, 
noch ein Stiick verlangern kann, ohne auf einen Kontaktpunkt zu stoBen, 
laBt es sich in ein gréBeres von Kontaktpunkten freies Bogenpaar (P, P3), 
(P,P) einbetten, dessen Endpunkte P,, P,, P,, P, simtlich Kontaktpunkte 
sind. Mindestens zwei der Punkte P,, P,, P,, P, sind nicht Kontaktpunkte, 
liegen also im Innern von {P,P}, {P,P,}. Die Zentriwinkel von P,P, P,P, 
seien 2a, 26, 2c, 2d. Es ist natiirlich 6S 6b = > dsds = Wire 


a> z oder ¢ > 7 so hatte man einen von Kontaktpunkten freien Bogen 
gefunden, dessen Zentriwinkel > F ist. Sei also weiter a = _— cs =: 


Wir behaupten, dann ist 
(85) cos a cos ¢ — 4 cos (b — d) < 0. 


Ware namlich 
(86) cos a cos ¢ — } cos (b -- d) =} 0, 


so liefert uns der gleiche ProzeB wie unter (b) ein charakteristisches Viereck 
P| P,P; P,, dessen EckenP}, P, bzw. P}, P', auf {P,P,} bzw. {P,P,} lagen. Das 
ist aber unméglich, da (bei geeigneter Zurechnung der Endpunkte) das 
charakteristische Bogenpaar {P,P}, {P,P,} keinen der Punkte P,, P,, P,, P, 
enthielte, so daB P,P,P,P, nicht maximal, also nicht charakteristisch wire. — 
Es mu8 demnach (85) gelten. 

Damit ist (80) bewiesen. Der Beweis liefert uns sogar ein etwas 
schirferes Resultat. Nennt man namlich von Kontaktpunkten freie Bogen 
oder Bogenpaare extrem, wenn sie sich nicht mehr erweitern lassen, wenn also 
simtliche Endpunkte Kontaktpunkte sind, so ist durch den gefiihrten Beweis 
gezeigt: 

(80’) Der Satz (80) gilt auch dann, wenn man in ihm die Worte ,, Bogen“ 
und ,,Bogenpaar“ durch die Worte ,,extremer Bogen‘ und ,,extremes Bogenpaar“ 
ersetzt. 


6. Bestimmung aller maximalen und minimalen Bereiche einer Ellipse. 


Ziel dieses Paragraphen ist es, zu zeigen, daB man nur die charakteristi- 
schen Drei-, Vier- und Fiinfecke einer Ellipse zu kennen braucht, um sémtliche 
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maximalen (minimalen) Bereiche bestimmen zu kénnen: der Rand eines 
beliebigen maximalen (minimalen) konvexen Bereichs verliuft zwischen dem 
Rand der Ellipse und dem Rand eines charakteristischen Drei-, Vier- oder 
Fiinfecks (Satz (VI')). Wir beschrinken uns wieder auf den Fall einbe- 
schriebener maximaler Bereiche, da die Schliisse fiir den andern Fall gleich- 
lautend verlaufen. 


Zunachst ist klar: Ist ¢ eine f umbeschriebene Ellipse, und ist e die Um- 
ellipse eines f einbeschriebenen Drei-, Vier- oder Fiinfecks, so ist sie erst recht 
Umellipse von f. — Wir beweisen nun die Umkehrung: Ist e die Umellipse 
von f, so lassen sich auf dem Kontakt t(e, f) drei, vier oder fiinf Punkte 
auswihlen, welche die Ecken eines charakteristischen Drei-, Vier- oder 
Fiinfecks bilden. Zum Beweis zeigen wir: gibt es kein solches charakteristisches 
Dreieck oder Viereck, so gibt es ein charakteristisches Fiinfeck. Jedenfalls 
gibt es unter dieser Voraussetzung fiinf verschiedene Kontaktpunkte, denn 
bestiinde der Kontakt nur aus drei oder vier Punkten, so mii8ten diese nach 
dem Hauptkriterium (IV) ein charakteristisches Dreieck bzw. Viereck bilden. 
Man betrachte simtliche Punktequintupel P,, P,, Ps, P,, P; des Kontakts; 
die Umellipse des Fiinfecks P, P, P, P, P, heiBe e, (P, P,P, P, P,); ihr Flachen- 
inhalt /(P,, P,, Ps, P,, P;) nimmt aus Stetigkeitsgriinden fiir ein gewisses 
Quintupel P,, P,, Ps, P,, P, sein Maximum an (dabei darf man annehmen, 
daB P,, P,, P;, P,, P, samtlich verschieden sind, da man bei Zusammen- 
fallen einiger dieser Punkte beliebige weitere Kontaktpunkte hinzuwihlen 


es wire e + e. Da es durch fiinf Punkte nur eine Ellipse gibt, kann ¢ nur 
durch héchstens vier von den Punkten P,, P,, P;, P,, P,; gehen; sie gehe 
etwa durch die Punkte P,, ..., P, (vy = 3 oder 4). Nach dem Hauptkriterium 
ist ¢ die Umellipse von P, ... P,. Insbesondere ist / (¢) < / (e), also kann ¢ 
nicht simtliche Punkte des Kontaktes t (e, f) enthalten, weil e dessen Um- 
ellipse ist. Sei T ein auBerhalb von @ gelegener Punkt von t (e, f). Die Um- 
ellipse des Fiinfecks P, ... P,T 7) ist dann von é verschieden, also, da sie 
insbesondere P, ...P, enthalt, gréBer als @, was der vorausgesetzten 


charakteristisch sein, w. z. b. w. 

Die charakteristischen Dreiecke und Vierecke wurden bereits saimtlich 
bestimmt (§1, (VII,), §4, (VII,)). Es bleibt noch die Bestimmung der 
charakteristischen Fiinfecke. Dies geschieht leicht mit Hilfe des Satzes (80) 
in der schirferen Form (80’). Die Zentriwinkel eines Fiinfecks P,P,P,P,P, 
seien mit 2a, 26, 2c, 2d, 2e bezeichnet. Die erste Bedingung des 


37) Fir yv 3 wahle man irgendeinen fiinften Punkt hinzu. 
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Satzes (80’) sagt aus, da8 simtliche extremen, von Kontaktpunkten freien 
Bogen Zentriwinkel = =~ haben sollen. Dies besagt einfach: 


(87) asG OSG. ¢SG ASG eG. 

Die zweite Bedingung von (80’) ist eine Aussage iiber die extremen, von 
Kontaktpunkten freien Bogenpaare. Deren gibt es beim Fiinfeck zwei 
Typen: Paare benachbarter Bogen: (P,P,), (P,P 3); (P,P), (P,;P,); usf., 
und Paare getrennter Bogen (P;P,), (P2P3); (P:P2), (P3P,); usf. Wir be- 
trachten zunichst ein Paar benachbarter Bogen, etwa (P,P,), (P,P,). Die 
zweite Bedingung von (80’) sagt nur dann etwas aus, wenn die zugehérigen 


Zentriwinkel = = sind, wenn also 


(88) b= st, a ex, d+e+a=n—b-cS =. 


Hieraus wiirde aber 6 = c = > folgen, so daB die Bedingung (81) des 


Satzes (80’) von selbst erfiillt ware: 


1 n nm ] a 
(89) cosbcose — =z 00s (d + e +a) = C08 7 C8 > — FOO > = 0. 


Fiir die Paare benachbarter Bogen ergibt sich daher keine Bedingung. Man 
betrachte weiter ein Paar getrennter Bogen, etwa (P;P,), (P,P;). Die zweite 


22 


Bedingung von (80’) sagt nur etwas aus, wenn die Zentriwinkel simtlich S 3 


sind, wenn also 
x n nm : n 
(90) axsz, 655, cSG, d+exe. 
Hiervon ist wegen (87) nur die letzte Bedingung wesentlich. Ist sie erfiillt, 
so soll 
(91) cos acosc — }cos(b—d—e) 20 


gelten. Entsprechend gelten die durch zyklische Vertauschung entstehenden 
Beziehungen. 

Dies liefert uns den Satz (VII,). Beispielsweise ist also ein Fiinfeck, 
dessen Zentriwinkel den Bedingungen 


2) 5 <5 5, F<OSz GMS G GNIS GK SG 


unterliegen, charakteristisch. Denn (87) ist erfiillt, und die Bedingungen (91) 
entfallen, weil 


(93) a+b6> ss b+e>s, et+d>, d+e>, e+a>¢q. 
Prag, den 12. September 1937. 


(Eingegangen am 17. 9. 1937.) 
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Uber eine besondere Klasse von Zépfen. 
Von 


W. Frohlich in Prag. 


Gemeint ist dieselbe Klasse & konjugierter Untergruppen U,,, von 
Zépfen, welche beim speziellen Transformationsproblem') betrachtet wurde. 
Viele der dort verwendeten Namen und Bezeichnungen sollen auch hier 
wieder benutzt werden. Wir werden sie im folgenden Paragraphen nochmals 
in Kiirze zusammenstellen und gleich weiterfiihren. Um welche Art von 
Untersuchungen es geht, la8t sich am einfachsten an einem Beispiel erkliren: 
Wir betrachten in der Ebene eine orientierte, geschlossene Kurve K, welche 
drei Punkte r,, r,, r, umschlingt (Fig. 1). Unter of! bzw. o> + verstehen wir 
einen halben Umlauf der Kurve K um den i-ten Punkt in mathematisch 
positivem bzw. negativem Sinne. Dann kann die Fig. 1 durch das Potenz- 
produkt 

oj o, ' a; * of 
oder durch eine seiner zyklischen Permutationen beschrieben werden. Nun 
lassen wir die Punkte r,, 7, einen Platzwechsel*) ausfiihren, und zwar durch 





eine kontinuierliche Bewegung, bei welcher sie einander rechts ausweichen. 
Die Kurve K wird kont.nuierlich so mitdeformiert, da8 sie keinen der beiden 
Punkte iiberschreitet. So entsteht die Fig. 2, die durch 


oj d, af oy" 
beschrieben werden kann. Wenn dagegen r, und 7, einander links aus- 
weichen, so entsteht die Fig. 3: 


3 g-1 972 0>2%G8 
af a ' a; * a * of oz. 





1) W. Frohlich, Uber ein spezielles Transformationsproblem bei einer besonderen 
Klasse von Zépfen, Monatsh. f. Math. u. Physik 44 (1936), S. 225—237. Diese Arbeit 
wird im folgenden mit 8. T. zitiert werden. 

*) Vgl. S. T., S. 228. 
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Aus der Potenz of von Fig. 1 ist also of von Fig. 2 und of von Fig. 3 ge- 
worden. Wir behaupten nun: Auch wenn r, an dem Platzwechsel der Punkte 
teilnehmen darf und wenn beliebig viele solcher Platzwechsel kombiniert 
werden, so sind die Veranderungen unseres Exponenten 5 auf die Werte 4, 5, 6 
beschrinkt. Die Veral]gemeinerung dieser Behauptung auf alle ungeraden, 
von + 1 und — 1 verschiedenen Zahlen, die prizise Formulierung des zu- 
gehérigen Satzes und der Beweis des Satzes bilden den Inhalt der vorliegenden 
Arbeit. 

Um die Verwendbarkeit des aufzustellenden Satzes in der Theorie der 
Zépfe anzudeuten, sollen noch zwei Bemerkungen hier Platz finden: 

1. Es ist sicher, daB in manchen Fallen zwei geschlossene Zépfe mit Hilfe 
dieses Satzes als verschieden erkannt werden kénnen, deren Verschiedenheit 
mit den bisherigen Mitteln nicht nachweisbar ist. 

2. Es ist sehr wahrscheinlich, daB mit Hilfe dieses Satzes das Trans- 
formationsproblem fiir die Viererzépfe aus R gelést werden kann, woriiber 
ich in der nachsten Abhandlung berichten wiirde. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 

Die Gruppe 3, der offenen Zépfe aus n Faden ist von E. Artin*) unter- 
sucht worden. Die Zépfe der Untergruppe U,,, von 3, habe ich durch folgende 
zwei Eigenschaften definiert *): 

1. Jeder Faden hat am Anfang des Zopfes dieselbe Nummer wie am 
Ende, so da8 man von einem ersten, zweiten, . . ., n-ten Faden sprechen kann. 

2. Der Zopf wird zur Identitét, wenn man den k-ten Faden aus ihm 
entfernt. 

Die » Untergruppen U,,, Use, ---, Un—yn» Un» sind konjugiert und 
ihre Vereinigung ist die Klasse 8. Bei jedem Zopf aus U,, kann man durch 
geeignete Deformationen erreichen, daB alle Faden mit Ausnahme des k-ten 
geradlinig und parallel verlaufen, wihrend dieser die anderen irgendwie 
umschlingt, aber ebenfalls geradlinige, zu den iibrigen Faden parallele Enden 
hat. Dieser k-te Faden hei8t Raumkurve L und ihr Verlauf kann arithmetisch 
durch ein Potenzprodukt der von E. Artin eingefiihrten Symbole a, 5) fest- 
gelegt werden. Das reduzierte Potenzprodikt heiBt Normaljorm und wird 
gelegentlich mit 2.,, bezeichnet. Nun sind aber die Untergruppen von U,, 
nicht elementefremd. So gehért z. B. der aus drei Faden bestehende Zopf 

Qi 6g) = 9, of oF * oy * 0, 


*) E. Artin, Hamburg. Abhandlungen 4, S. 47. 
*) Vgl. auch S. T., S. 225. 
5) Vgl. *). 

Mathematische Annalen. 115. 
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allen drei Untergruppen U,,, U,,, U,, an, denn er wird zur Identitat, so- 
bald man einen der drei Faden aus ihm entfernt hat. Rechnet man den 
Zopf zu U,5, so ist 2,,,, die Normalform, rechnet man ihn aber zu Uy, 
bzw. U,;, so sind die Normalformen 
Qa(o, = Gg? oy * oZaf bzw. 23... = of 1 of of a; * oF? 

Allgemein la8t sich sagen, daB die Normalform eindeutig in bezug auf eine 
bestimmte Untergruppe U,,, ist. Mit Bezug auf & aber kann ein Zopf mehrere 
Normalformen*) haben, und zwar ist deren Zahl gleich der Zahl der Faden, 
die zur Raumkurve L gemacht werden kénnen. Meinen wir eine bestimmte von 
diesen Normalformen, so werden wir sie oft mit Q” bezeichnen. 

Geht man von einem offenen Zopf 2,,. zum geschlossenen iiber, so kinnen 
allfallige formal inverse Faktoren am Anfang und am Ende von 2,,, weg- 
gelassen werden. Wir erhalten ein Kurzwort’) und fassen es mit allen seinen 
zyklischen Permutationen in einer Klasse ® zusammen, die also aus lauter 
Kurzworten besteht. Diese gehéren aber nicht alle zur selben Untergruppe 
U,,, sondern verteilen sich im Gegenteil meist auf simtliche Untergruppen 
von &. Dagegen gehéren sie alle zur selben Raumkurve L, weshalb wir ihre 
Klasse auch oft mit ®” bezeichnen werden. Als Beispiele kénnen die zu 
2,, 2,, Q, gehérigen D,, ®, D, dienen. 

Wir betrachten jetzt wieder den zu einem bestimmten Kurzwort Q 
gehérigen offenen Zopf: Die orthogonale Projektion auf eine zu den Parallel- 
fiden normale Ebene enthalt eine orientierte, geschlossene Kurve K und 
einen auf ihr liegenden Punkt p als Bilder der Raumkurve LZ und ihrer gerad- 
linigen Enden. Dann enthalt sie noch » — 1 nicht auf K liegende Punkte 
Ty), Te, ---» Tn als Bilder der Parallelfiden. Die orthogonalen Projektionen 
der zyklischen Permutationen von 2“ unterscheiden sich von der eben ge- 
schilderten nur dadurch, da8 p allenfalls ein anderer Punkt von K ist. Wenn 
man p tiberhaupt weglaBt, so hei®t unsere Projektion GrundriB g“ der 
Klasse ®”. Der Verlauf von K in g™ wird durch jedes 2” aus O” be- 


ere oe 


Fig. 4 Fig. 5 


schrieben, wie wir z. B. bei der Fig. 1 gesehen haben. Von den zu ®,, ®,, ®, 
gehérigen Grundrissen ist gy, = , (Fig. 4), wahrend g, (Fig. 5) die entgegen- 
gesetzte Orientierung hat. 


6) Die in S. T. im § 2 angegebenen zwei Eigenschaften kommen allen diesen Normal- 
formen und nur ihnen zu. 

7) K. Reidemeister, Einfihrung in die kombinatorische Topologie, Die Wissen- 
schaft 86 (1932), S. 34. 
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Schreibt man alle von 2, verschiedenen Elemente von ®, wirklich an, 
so sieht man, da8 in jedem von ihnen die Potenz oj vorkommt. In Q, da- 
gegen ist sie in zwei Teile zerrissen, die am Anfang und am Ende stehen. Da 
wir aber iiber solche Potenzen einen Satz aufstellen wollen, liegt es nahe, 
gleich allgemein die folgenden Festsetzungen zu treffen: 

1. Jedes Element von ©”, bei dem die erste und die letzte Potenz 
verschiedene Indizes *) haben, heiBt p-Wort. 

2. Alle y-Worte von ®” bilden die Klasse y™. 

3. Wenn eine bestimmte Potenz in einem Element von y” vorkommt, 
so darf man dafiir kurz sagen, daB sie in y™ vorkommt. 

Die dritte Festsetzung findet ihre Rechtfertigung in der Tatsache, da8 
alle Elemente einer Klasse y™ aus den gleichen Poténzen aufgebaut sind. 
Es hat jetzt auch einen Sinn, bei jeder Potenz von einem Vorgianger und von 
einem Nachfolger zu sprechen. Die beiden kennzeichnenden Eigenschaften 
einer Klasse y sind: 

1. Die Indizes je zweier aufeinanderfolgender Potenzen sind um 1 ver- 
schieden. 

2. Bei jeder geraden Potenz haben Vorginger und Nachfolger den gleichen 
Index, bei jeder ungeraden Potenz sind die Nachbarindizes um 2 verschieden. 

Wir bemerken noch, daB alle zu den Indizes 1 oder n — 1 gehérenden 
Potenzen gerade sein miissen. 


§ 2. 
Transformationen und Operationen. 

Ist Z, ein Zopf aus U,,,, Z seine Raumkurve und K deren Projektion, so 

kénnen wir die Transformationen 
o,*Z,o, und o,Z,0;' 

als Platzwechsel®) zweier Nachbarpunkte deuten. Fiir k + i, i+ 1 kann 
man dementsprechend der Transformation 
(1) o*Z,a=Z, (w=+1, +2, +3,...) 


folgende Deutung geben: Man zeichne einen Kreis, der die Punkte r, und 1, 
zu Diametralpunkten hat. Auf diesem Kreise lasse man jeden der beiden 
Punkte einen Weg von mw Halbkreisbégen zuriicklegen, und zwar in mathe- 
matisch positivem oder negativem Sinne, je nach dem Vorzeichen des yp. 


8) Das ist dann und nur dann mdglich; wenn ein Kurzwort mehr als eine Potenz 
enthalt. Aber auch der aufzustellende Satz hat nur fiir Kurzworte, in denen mindestens 
drei verschiedene Indizes vorkommen, eine Bedeutung und ist sonst trivial. 

%) Vgl. *). 


27* 
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Die Kurve K ist dabei so zu deformieren, daB sie keinen der beiden Punkte 
r,, r, tiberschreitet. Fiir k = i oder k = i + 1 tritt p an die Stelle von einem 
der beiden Punkte. K ist jetzt so zu deformieren, daB p stets auf K zu liegen 
kommt und der andere Punkt die Kurve K nicht iiberschreitet. Daraus folgt: 
Sind ®{” und ®" die zu Z, und Z, gehérigen Klassen von Kurzworten, so 
gilt fiir k + i, i+ 1 im allgemeinen Of” + OY, dagegen ist fiir k = i 
oder k = i +-1 stets Of” = OY. Ist nun T ein reduziertes Wort aus 3,, 
und gehért Z, zu U,,,, so kann die Transformation 


(2) T'Z,T =Z, 


aus Einzeltransformationen der Gestalt (1) zusammengesetzt werden, die den 
einzelnen Potenzen von T entsprechen. Die endgiiltige Gestalt des zu Z, 
gehérigen Grundrisses g{” wird dabei nur von jenen Einzeltransformationen 
bestimmt, an denen der Punkt p nicht beteiligt ist. Daher wird es méglich 


sein, eine Operation anzugeben, welche den zu Z, gehérigen GrundriB gf” 


direkt in gi” verwandelt. 

Wir beginnen mit folgender Definition: An einem Grundri8 g wird die 
Einzeloperation of dadurch ausgefiihrt, daB man die zu den Nummern 7 und 
i + 1 gehérenden Punkte von @ so behandelt, wie r, und 7, bei der Trans- 
formation (1). Die symbolische Schreibweise dafiir ist ® xo%. — Dabei 
kann i nur die Werte von | bis » — 2 durchlaufen, weil g bloB n — 1 Punkte 
hat. Ist nun (7) ein Element aus 3, _,, so verstehen wir unter ® x(T) 
die Aufeinanderfolge der Einzeloperationen, die den Potenzen von (7) der 
Reihe nach entsprechen. 

Jedem T aus (2) laBt sich eindeutig ein (7') so zuordnen, da8 


OP x(T) = oP 


wird. (7) hangt natiirlich von ZL, also vom k-ten Faden ab und wird nach 
folgender Vorschrift gebildet: 

1. Man gehe die Potenzen, aus denen 7’ besteht, von links nach rechts 
durch und bestimme die erste mit dem Index k — 1 oder k. Durch sie wird T 
in zwei Teilprodukte zerlegt. Das rechts von dieser Potenz befindliche Teil- 
produkt bezeichnen wir mit 7, in dem links von ihr befindlichen Teilprodukt 
erniedrigen wir alle Indizes, die gréBer als k sind, um 1 und lassen alle Indizes, 
welche kleiner als k — 1 sind, unverindert. Die Potenz selbst streichen wir. 

2. Mit 7, ist nun in der Hauptsache genau so zu verfahren, wie vorhin 
mit T, d.h. 7, ist in zwei Teilprodukte zu zerlegen, deren rechtes T’, ist. 
Es kann aber sein, daB diese Zerlegung durch zwei andere Indizes als k — 1 
und k bestimmt wird. Das hingt von der vorhin gestrichenen Potenz ab: 
War es eine Potenz von o,_, mit ungeradem Exponenten, dann sind k — 2 
und k — 1 die entscheidenden Indizes; war es eine ungerade Potenz von o,, 
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dann sind es die Indizes k und k + 1. War es aber eine Potenz mit geradem 
Exponenten, dann bleiben k — 1 und k. 

3. Das unter 1. und 2. geschilderte Verfahren ist sinngemi8 auf T7,, 
T;, T,, usw. anzuwenden und gelangt natiirlich nach endlich vielen Schritten 
zum Abschlu8. Das Ergebnis ist das Potenzprodukt (7). 

Es ware noch zu bemerken, daB zwar in U,,, der Index k gleich n sein 
darf, nicht aber in der unter 1. angefiihrten Vorschrift. Gleichwohl wird in 
diesem Falle die Brauchbarkeit der Vorschrift in keiner Weise beeintrichtigt. 


§ 3. 
Formulierung des Hauptsatzes und Gedankengang des Beweises. 


Die Beziehungen zwischen ®”, g und y™ sind umkehrbar ein- 
deutig, sobald nur y™ existiert™®). Kommt in y™ eine Potenz o’, vor 
(6 = + 3,4+5,+47,...) und fithrt man alle méglichen Operationen an gp 
aus, so wird sich a? in andere Potenzen verwandeln. Diesen und a? wollen 
wir den gemeinsamen Namen 6-Potenzen geben. Dann lautet unser 

Hauptsatz: ,,Sind g{” und gf” zwei Grundrisse von je n — 1 Punkten, 
DY, y\P und OY, yi die zugehérigen Klassen von Kurzworten bzw. y-Worten, 
besteht weiter fiir ein (T) aus 3,,_, die Beziehung 

DO x (T) = OY 
und kommt schlieflich in y\ eine Potenz of (6 = +3, + 5, +7, ...) vor, 
so mu der Exponent der entsprechenden 5-Potenz von yh den Wert 6 —1, 
6 oder 56+ 1 haben.“ 

Aus diesem Hauptsatz folgt unmittelbar eine notwendige Bedingung 
fiir die Punktfreiheit. Zum Punkt r, darf namlich keine Potenz o? 
(6=+3,+5, +7, ...) gehdren"). 

Beim Beweise des Hauptsatzes werden wir von den Teilprodukten A“ ~ 
und A‘!2) ausgehen, denen o? angehért. Wir werden uns eine Ubersicht 
iiber alle derartigen Teilprodukte verschaffen, durch Aufstellung von 32 Typen, 
die wir in einer Klasse € zusammenfassen werden. Wir werden die Aus- 
fiihrung von Operationen an Kurventeilen erkliren und viele Operationen an 
den Typen von € ausfiihren. Dadurch werden wir 200 neue Typen erhalten 


1°) Vgl. *). 

") Die in S. T. auf S. 233 angefiihrte Bedingung enthalt die obige, ist aber weiter- 
reichend als diese. 

12) Unter A“” versteht man ein Teilprodukt aus ®” von mégiichst groBer Faktoren- 
anzahl, in dem die o keinen anderen Index als i oder i + 1 aufweisen. Unter BY 
versteht man ein Teilprodukt aus ®™” von méglichst groBer Faktorenanzahl, in dem 
die o keinen Index i oder i + 1 aufweisen. Vgl. auch S.T., S. 231. 
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und sie in einer Klasse D zusammenfassen. Dann werden wir eine besondere 
Sorte von Operationen definieren und mit Hilfe der Klasse D die Giiltigkeit 
des Hauptsatzes fiir diese besonderen Operationen nachweisen (§7). SchlieB- 
lich werden wir zwei Hilfssitze (§ 8) aufstellen und durch einen indirekten 
Beweis erkennen, da8 unser Satz auch fiir allgemeine Operationen giiltig ist. 


§ 4. 
Die Klasse €. 

Uber ein Teilprodukt A‘ la8t sich allgemein folgendes aussagen: Es 
besteht entweder aus einer einzigen Potenz, dann ist der Exponent dieser 
Potenz notwendig gerade. Oder es besteht aus mehreren Potenzen, dann sind 
die Exponenten der ersten und der letzten Potenz notwendig ungerade und 
die der (allenfalls voriandenen) dazwischen befindlichen Potenzen notwendig 
gerade. Fiir die Elemente von € wird nur der zweite Fall in Betracht kommen, 
weil sie ja den ungeraden Exponenten 4 enthalten sollen. Dieser kann nur 
entweder am Anfang oder am Ende des Teilproduktes auftreten. 

Jeden Typus von € werden wir durch ein Potenzprodukt kennzeichnen, 
setzen aber gleich fest, daB erst die Hinzunahme des formal inversen Pro- 
duktes**) den ganzen Typus ausmacht. Dann kann die Kennzeichnung durch 
jenes Produkt geschehen, das mit der (ungeraden) 6-Potenz beginnt. Zur 
besseren Ubersicht machen wir vier Abteilungen™) €,,€,,€, und €,, von 
je acht Typen. Die Elemente von €, sollen aus denen von €, entstehen, wenn 
man bei allen Exponenten das-Vorzeichen umkehrt. Die Elemente von €, 
sollen aus denen von €, entstehen, wenh man die Indizes i und 
s, | « ++ 1 vertauscht. Endlich soll €, aus €, entstehen; wenn man 

beides tut. Geometrisch lassen sich diese Vorginge als Spie- 

G | Gs gelungen eines Kurventeils A“ an einer horizontalen und an einer 

Fig. 6 vertikalen Achse deuten, wie es die Fig. 6 schematisch zeigt. 

Man kann auch sagen, daB die Elemente von €, bzw. €,, €3, €, 

durch Drehung um den Winkel 2 in die Elemente von €, bzw. €,, €,, €, 

tibergehen. — Nun setzen wit fest, daB unter die kennzeichnenden Potenz- 

produkte der Typen von €, nur solche Produkte aufzunehmen sind, bei 
denen 

1. die (ungerade) 6-Potenz zum Index 1 gehért, 

2. die letzte Potenz positi~ ist. 

Dadurch sind auch fiir jede der drei anderen Abteilungen von € zwei 
Eigenschaften festgesetzt, z.B. beginnen die kennzeichnenden Potenz- 

produkte der Typen von €, alle mit einer ungeraden Potenz von o;,, und 


13) Sie bedeutet nach S. T., S. 229 nur eine Umkehrung der Orientierung von K. 
4) In S. T., 8. 232, wurden fiir & vier Abteilungen U,, U,, U, und A, gemacht. 














Theorie der Zépfe. I. 419 


enden alle mit einer negativen Potenz. Man sieht sofort, daB jedes Element 
von € mindestens in eine der vier Abteilungen passen mu8. Es kann aber 
auch in mehrere gehéren: Z. B. gehért das Element 


A® = o} OF. o} 


mit seinem formal inversen Element 

g; * 05,?, 0; * 
zu ©, oder zu €,, je nachdem, ob man die erste oder die letzte Potenz von A“ 
als 6-Potenz ansieht. 

Die Typen von € miissen nun weiter so gewahlt werden, daB sich aus ihnen 
die neuen Typen in iibersichtlicher Weise gewinnen lassen. Wir werden bei €C, 
unterscheiden miissen: Zwischen Typen, bei denen der Exponent der letzten 
Potenz + 1 ist (Typen 1,, 2,, 3, und 5,, 6,, 7,) und solchen, bei denen er 
gréBer als + 1 ist (Typen 4, und 8,). Bei den ersteren wird weiter unter- 
schieden werden miissen zwischen solchen, bei denen alle geraden Potenzen 
den Exponenten + 2(Typen 1, und 5,) haben und solchen, bei denen mindestens 
einmal ein Exponent c = — 2, + 4, + 6, ... auftritt (Typen 2,,3, und 
6,,7,). Bei diesen wieder kann c zur Basis o, (Typen 2, und 6,) oder zur 
Basis o,,, (Typen 3, und 7,) gehéren. SchlieBlich soll noch zwischen Typen, 
deren letzte Potenz den Index i + 1 hat (Typen 1, bis 4,) und solchen, deren 
letzte Potenz den Index i hat (Typen 5, bis 8,) unterschieden werden. Auf 
diese Weise erhalten wir gerade acht Typen, bei deren Angabe wir folgende 
Abkiirzungen benutzen: 

M, = (o? o?, ,)’ mit »=0,1,2,... und M, = 1, 

N, = (o;,, 07)" mit »=0,1,2,... und N, = 1, 

V, = M,o? = oF N,, 

W, = N,of,, = 07,,M,, 


P =I, o," 0, mit a,, 6, = +2, +4, + 6, ..., doch ist wieder die 
Faktorenanzahl Null zugelassen und der zugehérige Wert von P 
ist die Einheit, 

Q = P-o},, mtb=+2,4+4,46,.... 

Auch fiir die formal inversen Produkte wollen wir diese Abkiirzungen be- 
nutzen, z. B. 
M;* = (o;,',0; *)’ mit »y = 0,1,2,... 

und statt » wollen wir gelegentlich andere Zeichen, wie v, w und dergleichen 
schreiben. Dann sind unsere acht Typen: 

1,=o@N,¢;,, (v = 0,1,2,3,...;6= +3, +5, +7, ...), 
2,=0° Qo N,o;,, (c= —2,4+4,+6,+8,...), 
3,= 0 Poi... Veins (w = 0, 1, 2,3,...), 
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4, =o! Pol,, (q = 3,5,7,9,...), 
5, = 0 W,o;, 

6, = 0 QW, 9;, 

7, = 0! Pot,, M, a;, 

8,= a! Qol. 


Und nun umfa8t € wirklich alle Teilprodukte A, in denen eine ungerade 
6-Potenz vorkommt. 


§ 5. 


Die Ausfiihrung der Operationen an Kurventeilen. 


Wir wollen das in §2 zeichnerisch erklarte Symbol ® x of fiir die 
Rechnung bravchbar machen: Die Einzeloperation o; wirkt sich offenbar 
nur an den Teilprodukten A“~", A® und A**” aus, wahrend die BY") 
unverindert bleiben. Wir beginnen mit drei Beispielen fiir die Ausfiihrung 
einer Einzeloperation an einem Kurventeil A“ und erliutern dann den all- 
gemeinen Fall. 

Beispiel 1. An dem zum Typus 5, gehérigen Teilprodukt o5o?, ,0; 
(Fig. 7) soll die Operation o? ausgefiihrt werden: Statt die im § 2 geschilderte 
Bewegung mit den Punkten r,, r, zu vollfiihren, bewegen wir die (in Fig. 7 
mit Pfeilspitzen versehenen) Enden unserer Kurve K einmal um das Punkte- 
paar r,,7, in mathematisch negativem Sinne herum und deformieren dabei 
die Kurve K so, daB sie keinen der beiden Endpunkte iiberschreitet. So ent- 
steht die Fig. 8, aus der man das Teilprodukt 0,0? , ,09 ablesen kann. Die 


: > Ss " 


iw 
Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9 


Potenz o? hat sich also nicht verandert. Sie gehért aber noch einem Kurven- 
teil A’ — © an, der in Fig. 8 durch Weiterfiihrung der Kurve K um den linken 
Nachbarpunkt von r, entsteht und z. B. die Form ofo;_*, haben kann. So 
einem Kurventeil A“~" werden wir stets einen ,,Ersatzteil‘‘ A‘ zuweisen, 
indem wir den Index i — 1 durch i + 1 ersetzen. Fiir unser Beispiel ist 
oo;,*, der Ersatzteil. Er gehért zum Typus 4,. Alle Kurventeile A“~ ”, 
die der Fig. 8 angefiigt werden kénnen, sind dadurch gekennzeichnet, daB 


15) Vgl. 12). 





~~» * ~~ -_~ - 2. 


—— fh ot 22 Oe 
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ihre Ersatzteile durch die Typen von €, mit 6 = 5 und von €, mit 6 = — 5 
geliefert werden. 

Beispiel 2. An dem zum Typus 4, gehérigen Teilprodukt 030? , , (Fig. 9) 
soll die Operation 0; ‘ ausgefiihrt werden: Wir bewegen die Kurvenenden 
zweimal in positivem Sinne um das Punkte- 
paar r,,7, herum und erhalten das Teilprodukt 


—3 g-8 g-2o72 2 
OG, O72, 07 * oF, of of, 1 OF OF , 07 0; ,, of \ fy 


(Fig. 10). Die Potenz o? hat sich in o? ver- 
wandelt. Sie gehért noch einem Kurven- 
teil A“~" an, der diesmal nur die Form o? 
(Fig. 11) haben kann. Der zugehérige Ersatz- 
teil A ist o? (Fig. 12) und gehért keinem der Typen von € an. 

Beispiel 3. Es soll an dem zum Typus 1, gehérigen Potenzprodukt 
o} o? , ,o? 0, , (Fig. 13) die Operation o? ausgefiihrt werden. Wenn wir ent- 
sprechend der Methode der vorigen 
Beispiele die Kurvenenden */,mal in 7% nC °)\me ty 
negativem Sinne um das Punktepaar r,,r, 
herumbewegen, so miissen wir die so ent- Pig. 1 Wig. 18 
standene Figur (Fig. 14) hierauf noch als Ganzes in ihrer Ebene um den 
Winkel a drehen (Fig. 15). Wir erhalten o,,, 0? 0?,, 0% (Fig. 14) und 
g, 6? , , o? o3 , , (Fig. 15). Aus o? ist also die Potenz a? , , geworden. Sie gehért 


Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15 


Fig. 10 


noch einem Kurventeil A“ * ” an, der in Fig. 15 durch Weiterfiihrung der 
Kurve K um den rechten Nachbarpunkt von r, entsteht und verschiedene 
Formen haben kann, ahnlich wie in Fig.8. Wir weisen solchen Kurven- 
teilen A“ * » auch wieder ,,Ersatzteile“ A“ zu, indem wir die Indizes i + 1 
und « + 2 durch i und i + 1 ersetzen. Fiir unser Beispiel stimmen die Ersatz- 
teile auch wieder mit den Typen von €, und von ©, iiberein, und zwar fiir 
6 = 3 baw. fiir 6 = — 3. 

Allgemein wird man die Einzeloperation of an einem Kurventeil A” 
in der Weise ausfiihren, daB8 man die Kurvenenden a mal um das Punktepaar 
rz, ty herumbewegt, wobei der Sinn der Drehung entgegengesetzt dem Vor- 
zeichen des yu ist. Bei geradem uv kann man dann den entstandenen Kurven- 
teil A sogleich ablesen. Bei ungeradem y aber ist noch nach dem Muster 
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des Beispiels 3 die Drehung um den Winkel a auszufiihren. An Stelle der 
Kurventeile A“ ~ bzw. A“ + » verwenden wir die Ersatzteile. Diese gehéren 
fiir eine ungerade Potenz von a, immer, fiir eine gerade Potenz von o, dagegen 
niemals der Klasse € an. 


§ 6. 


Die Klasse 9D. 


Wir wollen die Operation of an allen Typen von € ausfiihren. Als 
Klasse D erklaren wir die Gesamtheit aller dabei entstehenden Teilprodukte A® 
und Ersatzteile von A“~” oder A“*+”, welche nicht zu € gehéren. Wir 
machen bei D vier Abteilungen D,, D,, D, und D,, die in den gleichen Be- 
ziehungen zueinander stehen sollen wie die Abteilungen von €. Die Aus- 
fiihrung der Operation o/ an einem Element von €, bedeutet die Ausfiihrung 
der Operationen o; “ bzw. of und o; “ an den entsprechenden Elementen 
von €, bzw. €, und €,. Man kénnte also die aus €, bzw. €,, €,, €, ent- 
stehenden Typen den Abieilungen D, bzw. Dz, D3, D, zuweisen. Wir bevor- 
zugen aber andere Festsetzungen. Fiir D, lauten sie: 


1. Der Typus soll nicht zu € gehéren. 


bo 


. Er soll bei Ausfiihrung der Operation of an einem Typus von €, 
oder €, entstanden sein. 


3. Die 5-Potenz soll den Index « haben. 

Aus ihnen ergeben sich die Festsetzungen fiir D,, D, und D,. Um nun 
alle Typen der Abteilung D, zu bekommen, brauchen wir nur die Operation o/* 
fiir gerade » an den Typen von G,, fiir ungerade ~ an denen von €, auszu- 
fiihren. Statt dessen kénnen wir auch bei ungeradem yu an den Typen von €, 
operieren, wenn wir bei der im 3. Beispiel von § 5 geschilderten Methode die 
Drehung um 2 weglassen. 

Wenn wir nun mit dem Typus 1, beginnen, so sind sieben Fille zu unter- 
scheiden: 

l. w positiv, gerade und S 2», 
2. wu gerade und > 2r, 
3.  positiv, ungerade und < 2 + l, 


=2v+1, 


~ 
.~ 


5. w ungerade und > 2v + 1, 
6. « negativ und gerade, 


7. # negativ und ungerade. 














Theorie der Zépfe. I. 


Die entstehenden sieben Kurventeile A” sind: 
F) 

ll, = o,W, o;*'N u Oj+1; 
= mince 
2 2 
: = = 

12, — oF, 1% Ma, %+1 
2 2 


+1 
13, = 0;41My-19; W _w+1%, 


2 2 
C) 
6:41 My_10;, 
2 
é—-1 yw-1 —1 
15, = 6:41 My_-19; Wy-s_ % ? 
2 2 


—lyp-! é—1 
16, = G& Ww “ 0; N uw % +15 
———2 ~~ 


17, 


yy, ae ae Ae 
“—_" ~ 
Der im Falle 4. entstandene Typus hat keine Nummer bekommen, weil 
er im wesentlichen mit 1, iibereinstimmt: Man braucht namlich nur den formal 
inversen Typus’*) von 


= a-*M—ta-! 
1, = 0, "Myo; 





—1 ; 
zu betrachten und v = an zu setzen. Wir erwahnen gleich, daB der analoge 


Sachverhalt noch in folgenden Fallen eintreten wird: 
Beim Typus 5,, im Fall 2., wo w == — 1 zu setzen ist; 
bei den Typen. 9,, sowie 10, in den Fallen 3. und 4., wo die ent- 
stehenden Typen mit 91, und 92, bzw. 101, und 102, iibereinstimmen werden, 
wenn man — yu an Stelle von yw schreibt. 
Was nun wieder den Typus 1, anbelangt, so gehért zu unserer 6-Potenz 
in den Fallen 1., 2. und 6. noch ein Kurventeil A“~”, in den Fallen 3., 4., 
5. und 7. noch ein Kurventeil A“ +”. Die zugehérigen Ersatzteile lauten: 
9,=o'+! fiir die Fille 1. und 3., 
10,=o%-' fiir die Fille 2., 5., 6. und 7. 
Fiir den Fall 4. gilt die letzte Bemerkung des vorigen Paragraphen. — 
Wir bemerken noch, da bei Ausfiihrung von Einzeloperationen an den 
Typen von 5, die analogen Verhiltnisse beziiglich der Ersatzteile eintreten 
und da8 bei den iibrigen Typen von €, die entstehenden Ersatzteile immer 


nur 9, und 10, sind. Wir werden uns daher im folgenden auf die Betrachtung 
der Kurventeile A® beschrianken. 


16) Vgl. 13) 
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Die Fallunterscheidungen bei Ausfiihrung der Operation of an dem 
Typus 2, sind die gleichen wie an dem Typus 1, und die Ergebnisse sind: 


‘ d+1 e 
21, =o; Wa Gi QoiN  u%+1, 


2 2 
‘ , +1 e—2 —1 —1 
22, = 0,W, a Qo; M,. 17+ 1> 
Seat 
> > 
o« J+1 € 
23, - 641 M,-19% Qo, W r+1%, 
== ———— 
‘ d+1 c—1 
24, = 0.1 My_19;° Qa, , 
2 
p d+1 -—$ gr—3 =f 
25, = 6;,, M,_-12¢, Qa; Wa-s 9% , 
2 2 


‘ -3 1 tte a 
26,=0, W_, a Qa N 2%41; 
: a "—%§ 


7 nf gam I I-17 + aw 
27; — 6,41N u —10; Qa, W u +1. 
aaa pas te ak - 


2 2 

Fiir den Typus 3, benétigen wir folgende Fallunterscheidungen: 
1. « positiv, gerade und < 2(w + 1), 

2. ¢ = 2(w + 1), 

3. w gerade und > 2(w + 1), 

4. w positiv, ungerade und S 2w + 1, 

5. w ungerade und > 2w + 1, 

6. « negativ und gerade, 

7. w negativ und ungerade. 


Die Ergebnisse sind: 


d+1 , 
31, = o; W, 0; Poi.i) uPiri; 
w= 


2 2 


d+1 e—1 
32, = o; W, ~% Poj41, 
d+1 ¢-—-2y7-—1 1 
33, — o, Wy oe Po,.1Vp > Fit > 
_ —— wo — 2 
2 


2 





34, _ 6;,1M,_10;*' Pof,,M 


9 


u—19j, 
2 


d+1 —2y;-1 —1 
35, = 6:41M,y-19; Po;,i1Na—s 0; 


9 ry 
36, 6; W u 


—1 y—1 j—1 c 
37, = o41N—,-19; Po,.1M w—19;- 
—=—" w-—3 





j—1 ¢ , 
e Poi.) uw Fi+ts 
“ 





41, 
42, 
43, 


44, 
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Beim Typus 4, brauchen wir nur vier Fille zu unterscheiden: 
1. « positiv und gerade, 
2. uw positiv und ungerade, 
3. « negativ und gerade, 
4. « negativ und ungerade. 
Die Ergebnisse sind: 





d+1 q—1 i =} 
oW, % PoiyiVy S41 
2 2 
é+1 q-1 1 
041 My_1% Polyi N,2106;, ’ 
2 2 
an} = | d—1 q+1 
Wa % PoisgiV wp O41, 
- | —=-1 
2 2 
é—1 q+1 
O54¢1 No u—1 0 Poi¢; M_y-1%. 
aT, 2 


Von den noch zu behandelnden Typen braucht man bei 5, und 6, die- 
selben Fallunterscheidungen wie bei 3,, bei 7, dieselben wie bei 1, und schlieB- 
lich bei 8, dieselben wie bei 4,. 


Die Ergebnisse sind: 


d+1 
51, = a, Wy 0; W _ nF, 
i: w—s 
é 
0; Wy ss 
2 
‘hs —1 —1 
53, = o, W, 4% 0; W, oo ’ 
=~ 5-¥- 
ot} 
54, — 0;41M,-1% i N w—19% +15 
——— “— 
d—1 —1 —1 
55, = 441M, 14; M, —3 Oi +15 
—-w 
- wz 2 
==} = | d-1 
56, = 0; W “ i W u%, 
— — a 
-3 ao d—ly, 
57, — 6141 N_.-1% N u—19%i+1, 
2 : - 
oft! 
61, = 0; WwW, Qo W uF, 
:- 2 
d+1 e—1 
62, = 0; ig CG; ‘ 
2 
, $+1 e—2yw-1 = 3 
63, = 0G; W,, oO; Qo; W, en , 
2 . 
é+1 ¢c 
OG, = G22 Qo,N «-1% +1, 
? 
o+1 e—2 he 
65, = ries Qo; Mua a Tht te 





a= hs 
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9 


. 1 —1 Y 
66, tas 0; W's_,% Qa W _ a %, 
2 
67, = 0741 N=4-10; ‘Ooi N ww M1 i+ds 
“2 2 


, d+1 c 
71, _ 0; W. 3% Poi+iM 9%; 
9 


"e é+1 c , 
73, = 641M, 19; Poi+iV. u+1%+1, 


. a 
= é+1 c—l1 
74, =—¢6 +1 My— 10% Po;41; 
e d+1 e—2 7-1 —1 
75, = 041M, —1% Posi Vu-3_ 941, 
_ 2 
> —1 -1 d—1 ¢ 
76, = 0; Wea _,% PoiyiM 4%, 
2 


2 


~] 
~ 

R. 
\| 


é—1 
Or+1 Nias 10% Posi V. _“t+1%+1) 
2 


at q-—1 —1 —1 
81, = 0; Ww, .* Qa; Wu % 9 
2 2 
‘ 6+1 q—1 ag—-1 ~1 
82, = 6,41 M,~-19; Qo M,—1% +1, 
— 2 
-1 —1 v—1 q+1 
83, = a; Wiu_,% Qa; Wen % 
2 


84, = of; Nop-10)'Qof**N_y—10;41. 
2 2 

Die Typen, deren Nummern zwischen 8 und 85 liegen, bilden also die 
Abteilung D,. Beziiglich der formal inversen Potenzprodukte gilt das gleiche 
wie bei €. Die vier Abteilungen von D sind wiederum nicht elementefremd. 
Aber es steht fest, daB durch diese Typen im Sinne der am Anfang dieses 
Paragraphen gegebenen Erklarung alle Elemente von D erfaBt sind. 

Mit den Typen 9, und 10, wollen wir in gleicher Weise verfahren wie 
vorhin mit denen von €,. Da sind dieselben vier Fallunterscheidungen not- 
wendig wie bei 4,. Die Ergebnisse sind: 

91, = o; W, o** Ww," .*. 


‘ d+1 
92, = 011M, u—1 9% My-1 9141» 
“ o 
—1 = | d+1 
Oj Wea ,% Wy oj, 
2 2 


d+1 
6541 Mn -10; M_4~1% +1, 
“a = 
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> 


101, = o; W, ¢"*y-* ." 
——I1 37! 


2 
‘ b=2ae—2 _—3 
102, = 6141My—10;°  Mg-19;41, 
2 2 
-1g—1 d—1 
Oi Ww u 4% W “ 17 
2 =. 
—1 pel J-1 
O54: Miy-10 M_y-1%41 
2 2 


und als Ersatzteile treten immer nur 9, und 10, auf. 

Fiir die Untersuchungen im folgenden Paragraphen ordnen wir jetzt 
unsere Typen in drei Klassen ein, wobei freilich manche Typen in mehr als 
einer Klasse auftreten werden: 

1. Die Klasse €* besteht aus den Typen 1 und 5 und aus allen Typen 
von D mit Ausnahme von 9 und 10. 

2. Die Klasse € enthalt die Typen 9 und 10 und alle Typen von €. 

3. Die Klasse €* enthalt die Typen 91, 92, 101, 102 und alle Typen 
von €*. 

§ 7. 
Zwei Hilfssitze. 


Ist (J) ein Element aus 3,,_,, so geben wir am Anfang des Zopfes (7) 
die Nummer 7 jenem Faden, der am Ende des Zopfes als letzter herauskommt. 
Diesen Faden denken wir uns bei Festhaltung der anderen Faden aus dem 
Zopf herausgezogen und nachher so auf ihn gelegt, daB er an den gleichen 
Stellen beginnt und endet wie friiher. Dadurch 
ist ein neuer Zopf (7), entstanden. Mittels er- 
laubter Deformationen kann man erreichen, da8 
die ersten Uberkreuzungen von (7), alle von 
diesem Faden ausgefiihrt werden, welcher iiber 
alle urspriinglich rechts von ihm befindlichen 
Faden hinweggeht, bis er selbst zum n — l-ten 
Faden wird, dann aber an keiner Kreuzung mebr 
teilnimmt. Als Beispiel diene die Fig. 16. (7), 
besteht jetzt aus zwei Teilen, naimlich aus 























(Tp = 0;0441---On-39n-2 < 
und aus einem Zopf (T),, der zur Gruppe 3, _ » ge- ( 
hért, weil er im wesentlichen nur aus n — 2 Faden ) 
aufgebaut ist. Weiter ist Fig. 16 


(Z) = (7) (T)P*(T), = (TP) (TY *(2)a(7)s. 
Dabei gehért der Zopf (7) (7); zur Untergruppe U,,,_,, weil (7) und (7); ? 
nach Entfernung des i-ten Fadens formal invers werden. Bilden wir also 
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von (T)(T);* die Normalform 2,,,, so ist jener Faden, der am Anfang des 
Zopfes die Nummer ¢ hat, an allen Kreuzungen beteiligt. Das gleiche gilt fiir 
den Zopf (7) (T);*(T),. Wir wollen nun einem Zopf aus 3,_, in Anlehnung 
an den ersten Buchstaben des Wortes Faden den Namen F-Zop/ geben. 
wenn durch erlaubte Deformationen erreicht werden kann, daB an allen 
Kreuzungen ein und derselbe Faden beteiligt ist. Das zu dieser Zopfform 
gehérige reduzierte Wort soll Normaljorm des F-Zopfes heiBen, der in Rede 
stehende Faden ausgezeichneter Faden. Aus dem Bisherigen ergibt sich der 

Hilfssatz 1. Jeder Zopf (T) aus 3,_, kann als Produkt eines F-Zopfes 
und eines Zopfes aus 3,,_, dargestellt werden. 

Diese Darstellung ist keineswegs eindeutig. Unter anderem auch deshalb 
nicht, weil man abweichend von der obigen Methode die Nummer 7 jenem 
Faden von (7) zuweisen kann, der am Ende des Zopfes als erster heraus- 
kommt. Man erhalt dann (7), als Potenzprodukt von 


Ces Dig «> 0g Bande Cae 


Die Klasse der F-Zépfe ist etwas allgemeiner als die Klasse 8 und sie 
enthalt alle Elemente von &. Bei diesen ist L der ausgezeichnete Faden. 
Die Normalform des F-Zopfes ist eindeutig in bezug auf den ausgezeichneten 
Faden'’) und jedes reduzierte Wort aus 3, _, ist eine Normalform eines 
F-Zopfes, wenn es folgende zwei Eigenschaften hat: 

1. Die Indizes zweier aufeinanderfolgender Potenzen des Produktes sind 
stets um | verschieden. 

2. Fiir jede von der ersten und letzten verschiedene Potenz gilt: Hat 
sie einen geraden Exponenten, so stimmt der vorhergehende Index mit dem 
nachfolgenden iiberein. Hat sie einen ungeraden Exponenten, so sind ihre 
beiden Nachbarindizes um 2 verschieden. 

Beziiglich der ersten Potenz, deren Index fiir den Augenblick k sein soll, 
14Bt sich noch folgendes aussagen: Ist sie gerade und hat die zweite Potenz 
den Index k — 1 bzw. k + 1, so hat der ausgezeichnete Faden am Anfang 
des Zopfes die Nummer k bzw. k + 1. Ist sie dagegen ungerade und hat die 
zweite Potenz den Index k — 1 bzw. k +- 1, so hat der ausgezeichnete Faden 
am Anfang des Zopfes die Nummer k + 1 bzw. k. Entsprechendes gilt be- 
ziiglich der letzten und vorletzten Potenz fiir die Nummer des ausgezeichneten 
Fadens am Ende des Zopfes. 

Wir sind jetzt im Besitze aller Vorkenntnisse fiir den 

Hilfssatz 2. Haben gj”, BY, pi”, of, OL, wi, (1) und o} die 
gleiche Bedeutung wie im Hauptsatz und ist (T) tiberdies die Normalform eines 
F-Zopfes in bezug auf einen ausgezeichneten Faden, der am Anfang des Zopjes 


'7) Es kénnen mehrere ausgezeichnete Faden in einem F-Zopf existieren, z. B. sind 
in a, 030,02 05! a3% oj' a@;' die ersten beiden Faden ausgezeichnet. 
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die Nummer i und am Ende des Zopfes die Nummer 1 oder n — 1 triigt, so 
mu der Exponent der 5-Potenz von ps den Wert 5 — 1 oder 6 + 1 haben. 
Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir die zu den einzelnen Potenzen 
von (7) gehérenden Einzeloperationen. Man muB8 sich klarmachen, da8 der 
zur 6-Potenz gehérende Punkt r, an allen diesen Einzeloperationen beteiligt 
ist. Das folgt einerseits aus den vorhin aufgezihlten Eigenschaften der 
Normalform eines F-Zopfes, andererseits aus der schon erwaihnten Tatsache, 
daB bei einer Einzeloperation mit geradem Exponenten der Punkt r, auf 
seinen Platz zuriickgelangt, wihrend er bei ungeradem Exponenten mit einem 
Nachbarpunkt den Platz wechselt. Es folgt weiter, daB nach einer an einem 
Kurventeil A“ ausgefiihrten Operation von den beiden Kurventeilen A“ ~ ” 
und A“ *" jener zu nehmen ist, der den Punkt r, enthalt. Nun schlieBen wir 
so: Die erste Einzeloperation wird an einem Element von € ausgefiihrt und 
liefert daher ein Element von €* und eines von €. An diesem wird die zweite 
Einzeloperation ausgefiihrt und man erhilt daher ein Element von €* und 
eines von €. Das gleiche gilt fiir alle weiteren Einzeloperationen mit Ausnahme 
der letzten. Bei dieser erhilt man bloB ein Element aus €* und nicht noch 
ein zweites aus €, weil jetzt der Punkt r, an die Stelle 1 oder n — 1 gelangt 
ist. Dann aber muB die »-Potenz einen geraden Exponenten haben und da 
kommen bei den Elementen von €* nur 6 — 1 und 6 + 1 in Betracht. 


§ 8. 
Noch zwei Hilfssitze. 


Der Hilfssatz 2 lat unter anderem die Frage offen, ob sich zu einem 
gegebenem y stets ein (7) so bestimmen laBt, daB der Exponent der 
6-Potenz von yy den Wert 6—1 hat. Die Beantwortung dieser Frage 
bereiten wir durch folgenden Satz vor: 

Hilfssatz 3. Enthélt die zu O™ gehérige Klasse y™ eine Potenz o’, 
so lassen sich stets Operationen angeben, welche den Exponenten von o! in 6 — 1 
und auch solche, die ihn in 6 + 1 verwandeln. 

Da o! einem Teilprodukt A® aus € angehéren muB, haben wir fiir jeden 
Typus von € die Existenz von Operationen der obigen Art nachzuweisen. Es 
wird sich zeigen, daB man in den meisten Fallen mit Einzeloperationen 
® x o* schon auskommt: 

1. Fiir « < 0 wird durch diese Einzeloperation bei den Typen 1, bis 8, 
der Exponent der 6-Potenz in 6 — 1 verwandelt. Man sieht das an den 
Typen 16,, 17,, 26,, 27,, 36,, 37;, 43,, 44,, 56,, 57,, 66,, 67,, 76,, 77;, 
83,, 84, und an den Typen der gleichen Nummern mit dem Index 3. 

2. Ebenso wird fiir «<0 bei den Typen von €, der Exponent der 
6-Potenz in 6 — 1 verwandelt. 
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3. Fiir €, und €, besagt dies, daB der Exponent von o; * bzw. a7”, 
fir «4 >0O in — 4+1 verwandelt wird. Setzen wir fiir den Augenblick 
— A = 4, so wird also 6 in 6 + 1 verwandelt. 

4. Fiir u > 0 wird bei den Typen 2,, 3,, 4,, 6,, 7, und 8, der Exponent 
der 6-Potenz in 6 + 1 verwandelt, wie man an den Typen 21, bis 25,, 31, 
bis 35,, 41,, 42,, 61, bis 65,, 71, bis 75,, 81,, 82, und an den entsprechen- 
den Typen von 3D, sieht. 

5. Ebenso wird fiir « > 0 bei den Typen 2;, 35, 45, 6, 7, und 8, der 
Exponent 6 in 4 -+ 1 verwandelt. 

6. Fiir die entsprechenden Typen von €, und €, besagt dies, da8 fiir 
yu <0 der Exponent — 4 in — 4 — 1, oder 4 in 6 — 1 verwandelt wird. 

7. Fir « = 2w + 1 wird aus 5, der Typus 54,. Man kommt also bei 5, 
und 5, ebenfalls auf den Exponenten 6 + 1, und bei 5, und 5, auf 6 — 1. 

8. Auch bei 1, kann man fiir v + 0 auf 6+ 1 kommen. Es existieren 
dann namlich ganzzahlige Werte von yu, die der Ungleichung 


0< w< 20+1 


geniigen, so daB man 1, in 11, und 13, transformieren kann. — Ebenso kann 
man also fiir v + 0 bei 1, auf 6 + 1 kommen und bei 1, und 1, auf 6 — 1. 
Fiir v = 0 ist dies unméglich, weil die obige Ungleichung nicht mehr durch 
ganzzahlige u befriedigt werden kann. 

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, daB unser Hilfssatz schon fast 
fiir alle Formen von € bewiesen ist. Es fehlen uns nur noch die Lésungen 
der vier Aufgaben: Es sind Operationen anzugeben, durch welche die Ex- 
ponenten der 6-Potenz von 

I. H, = o%0,,, in 6+ 1, 
Il. A, = of0;, in 6—1, 
Ill. #,=o7,,0, in d+1, 
IV. H,=o%,,07' ind—1 


verwandelt werden. Es geniigt natiirlich die Aufgabe I zu lésen. 

Auf H, = ofo,,, muB in y™ eine Potenz o/2, folgen™). Fiir e, = 1 
muB8 dann eine Potenz of, , folgen, fiir «, = 1 eime Potenz o;+, usw. Es 
kénnen aber nicht lauter Exponenten + 1 folgen, weil die Potenz von o,,_, 
einen geraden"*), also von + 1 verschiedenen Exponenten hat. Wir diirfen 
darum annehmen, daB «, die erste von + 1 verschiedene Zahl in der Reihe 
der Exponenten 


€s, &3, &4; ee ey En—i-2> En-i-1 


18) Vgl. die Eigenschaften von y am Ende des § 1. 
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ist. Nun fiihren wir die Operation 
® X(0,0;,, -- -%%44~-3%+a-2) 


aus. Der Punkt r, wechselt seinen Platz mit seinen rechten Nachbarpunkten 
der Reihe nach, bis er an die Stelle i + d — 1 gelangt. Dort gehért er einem 
Kurventeil 


Gi+d-) — gd *d 
A = 6 44-1% 44°°> 


an, wobei durch die Punkte die allenfalls (namlich bei geradem ¢,) noch 
fehlenden Potenzen angedeutet werden sollen. Jetzt handelt es sich darum, 
eine Operation anzugeben, durch welche die 56-Potenz von A“*+4-" in eine 
Potenz mit dem Exponenten 6 + 1 verwandelt wird. Diese Aufgabe wird, 
wenn man die Indizes i + d — 1 und i + d durch i und ¢ + 1 ersetzt, mit 
keiner der Aufgaben I, II, III, IV identisch: Folglich existiert stets ein yu, 
so daB die Operation 


(i+ d-D “a 
A X Oj 44-1 


das Gewiinschte leistet. Damit aber ist die AufgabeI gelést und unser Hilfs- 
satz 3 vollstindig bewiesen. 

Wir wollen gleich noch einen Schritt weitergehen: Haben wir fiir irgend- 
einen Index von a, etwa fiir 9, den Exponenten 6 + 1 erhalten, so haben die 
beiden Nachbarpotenzen von o +1! entweder beide ™) den Index 9 — 1 oder 
o+1. Im ersten Fall fihren wir fiir 90 + »-—1 die Operation 
(6,01 ---Gn—g3%n—2) aus und gelangen zu einem Kurventeil A®-®, der 
die Potenz o2 +! enthalt. Fiir 9 = —1 haben wir diese Potenz, ohne 
operieren zu miissen. Im zweiten Fall fiihren wir fiir 9 + 1 die Operation 
(0,-1%)-2 --- ,0,) aus und gelangen zu einem Kurventeil A®, der die 
Potenz oj*! enthalt. Fiir 9 = 1 besitzen wir diese Potenz wieder, ohne 
operiert zu haben. — Fiir den Exponenten 6 — 1 gelten die gleichen SchluB- 
weisen und damit haben wir den 

Hilfssatz 4. Kommt in y™ eine Potenz o? (6 = + 2,+4,+6,...) 
vor, so lassen sich stets Operationen angeben, welche diese in o} oder a? _, ver- 
wandeln. 

Wir bemerken noch, daB die beim Beweis der beiden Satze verwendeten 
Operationen als Zépfe betrachtet F-Zépfe sind. 


§ 9. 
Der indirekte Beweis und einige Erginzungen. 


Der letzte Schritt, der von unseren Hilfssitzen zum Hauptesatz fihrt, 
ist ein indirekter Beweis: 
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Wir verstehen unter g + | eine positive, ungerade Zahl und nehmen an, 
daB es eine Operation (7), gibt, durch welche o? in . oder in at? 
iiberfiihrt wird. Dann gibt es nach Hilfssatz 4 eine weitere Operation (T),, 
die a+ in eine der beiden Potenzen of**, of+% iiberfiihrt. Ebenso 
kann nach den Hilfssiitzen 3 und 4 die Potenz o? +*~*' durch eine geeignete 
Operation (7), in eine der beiden Potenzen of +’, o) +? verwandelt werden. 
Zusammenfassend haben wir also jetzt eine Operation (7) = (7), -(T), 
bzw. (1) = (7), -(7)3, welche o? in eine der beiden Potenzen o}*%, ete 
iiberfiihrt. (7) gehért zu 3,,_,, liBt sich also nach Hilfssatz 1 als Produkt 
eines F-Zopfes X und eines Zopfes Z,_, aus 3, ., darstellen. Der aus- 
gezeichnete Faden von X mu8 am Anfang des Zopfes die Nummer 7, am 
Ende des Zopfes die Nummer | oder n — 1 haben. Die Operation X ver- 
wandelt nach Hilfssatz 2 die Potenz a’ in eine der vier Potenzen o4~!, of*! 
f—* ot} und daran andert sich nichts mehr bei der Operation Z,_ », 
weil diese den Punkt r, gar nicht erfaBt. Die vier angegebenen Potenzen 
kénnen aber mit of*%, o? +? nur fiir g = + 1 identifiziert werden, und 


das steht im Widerspruch zu 0< g + 1. 


’ 


DaB a? durch keine Operation in of 9+} oder o;~9 verwandelt werden 
kann, |4Bt sich entweder in analoger Weise wie vorhin nachweisen oder ‘aus 
dem obigen Ergebnis direkt erschlieBen. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Der Hauptsatz enthalt keine Aussage iiber die geraden Potenzen, die 
in y.” vorkommen. Um ihn fiir Untersuchungen iiber gerade Potenzen nutzbar 
zu machen, braucht man folgenden Hilfssatz: 


Kommt in y™ die Potenz o)~' vor und wird sie durch die Operation (T) 


in eine Potenz mit dem Exponenten 6 + 1 verwandelt, so laBt sich (T) stets 
so in zwei Faktoren (T),-(T), zerlegen, dag @-* durch die Operation (T), 
in eine Potenz mit dem Exponenten 6 iiberfiihrt wird. 


Die Begriindung dieses Hilfssatzes und seine Verwertung fiir unsere 
Aufgabe iiberlassen wir dem Leser und fiihren gleich das Ergebnis an: 


Kommt in y™ eine Potenz vor, deren Exponent gerade und von 2, 0 und 
— 2 verschieden ist und denkt man sich alle méyglichen Operationen ausgefiihrt, 


so muB einer der folgenden drei Fiille eintreten: 
1. Der Exponent dieser Potenz bleibt bei allen Operationen unverindert. 


2. Er verwandelt sich bei manchen Operationen in die um 1 gréere, bei 
anderen in die um 2 gréfere Zahl. 


3. Er verwandelt sich bei manchen Operationen in die um 1 kleinere, bei 
anderen in die um 2 kleinere Zahl. 


Die drei Fille schlieBen sich gegenseitig aus. 
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Zum Schlu8 wollen wir noch eine Ubertragung des Hauptsatzes auf die 
Erzeugenden S;,") versuchen. Wir nehmen k = » und schreiben der Bequem- 
lichkeit halber nur einfache Indizes an Stelle der doppelten: 


a ae 85-1 —1 _- 
S, = 6,_10,_3... Og0fo,' ... 05-90, 1, 
- 2—-1 —1 —1 
S, = 6,_10n-9 -.- Gg0$Gq ... 0, 90,--1, 
S = . «* 
“sa-3™ Gn-1F%,-25y 1> 
— 
Sy. = O-1- 


| 


Beim Potenzieren erhalt man fiir D= +1, +2, +3 


a 2D -—1 —1 — 
Gy = Og-ySa-g--- 0G GH" --» Go gOe te 
D 2D _—1 td 
SF = Ga. 3On-g +. Oe GH... Gegte*s, 
(3) 
“a 2D 1 
S)- 2 = Gn-19%,_—29,-1, 
— 
Sy ~ oar 





Weiter bedenken wir, daB die Beziehung zwischen 2,,. und W,,,*) 


(L) 


(o) 
umkehrbar eindeutig ist. Bestimmt man zu jedem Element einer Klasse p 
das entsprechende W,.., so erhalt man wieder eine Klasse von Kurzworten 
die durch zyklische Permutationen auseinander hervorgehen. Die Kurz- 
worte sind Potenzpredukte von S,, Sj, ..., S, 2, S,_, und bei jedem von 
ihnen sind die Indizes der ersten und der letzten Potenz verschieden. Wenn 
wir die in Rede stehende Klasse mit ®“ bezeichnen, so diirfen wir uns ahnlich 
wie bei y™ der kurzen Ausdrucksweise bedienen: In B” kommt eine P stenz 
S? vor. Da die Beziehung zwischen ®” und y™ umkehrbar eindeutig ist, 
mu8 auch ein Zusammenhang zwischen S? und der entsprechenden Potenz 
von o,; bestehen. Man findet diesen Zusammenhang, wenn man die beiden 
Nachbarpotenzen von S? in $“” betrachtet. Es kénnen vier Fille eintreten: 

1. Die Jndizes der Nachbarpotenzen sind beide gréSer als 2, 

2. Sie sind beide kleiner als i, 


3. Der Index der vorhergehenden Potenz ist gréBer als 1. der Index der 
nachfolgenden Potenz ist kleiner als i. 

4. Der Index der vorhergehenden Potenz ist kleiner als i, der Index der 
nachfolgenden Potenz ist gréBer als i. 











1%) §.T. Beginn des §1. 
%) 8.T. §2. 
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Rechnet man in allen vier Fallen das Produkt der drei aufeinanderfolgen- 
den Potenzen mit Hilfe von (3) auf die Erzeugenden 


Ga, Up « » 1 Cents Gens 
mm, so ergibt sich: 

Der Potenz S? (D= +1, +2, +3, ...), welche in BRB” vorkommt, 
muB in yw” eine der drei Potenzen o2”~' a2”, o?”** entsprechen. 

Wiirde man nun annehmen, da8 es eine Operation gibt, welche S? in 
eine Potenz mit dem Exponenten D +2 verwandelt, so miiBte dieselbe 
Operation eine der Potenzen o?”~', a7”, o2”** in eine Potenz mit einem 
der Exponenten 2D + 3, 2D +4, 2D+5 verwandeln kénnen. Das ist 
aber nach dem Hauptsatz und seinen Erginzungen fiir D + + 1 unméglich 
und damit haben wir die 

Zweite Fassung des Hauptsatzes: Kommt in P™ eine Potenz 
S? (D = +2, +3,+4, ...) vor und fiihrt man alle méglichen Operationen 
aus, so sind die Exponenten der Potenzen, welche aus S;? entstehen, auf zwei 
Werte beschrankt, und zwar entweder auf D — | und D, oder auf D und D + 1. 


(Eingegangen am 25. 10. 1937.) 














Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen 
im Schnittpunkt dreier Singularititen. 


Von 
J. Horn in Darmstadt. 





In den Arbeiten iiber hypergeometrische Funktionen zweier Verinder- 
lichen’) findet man Reihenentwicklungen der Integrale der hypergeometrischen 
Differentialgleichungssysteme in der Umgebung des Schnittpunktes zweier 
singularer Linien der Bestimmtheit, es fehlen aber Reihen, welche das Ver- 
halten der Integrale bei Umlaufen der unabhangigen Verinderlichen in der 
Umgebung des Schnittpunktes dreier singularer Linien darstellen. Hier soll 
das Verhalten der Integrale der Differentialgleichungen der Appellschen 
Funktionen F; (a, «’, 8, f’, y, 2, y) und F, (a, 8, B’,y, 2, y) nicht bei Um- 
laufen in der Umgebung, sondern bei der Anndherwng an solche Punkte z, y 
untersucht werden, durch welche drei singuldre Linien der Bestimmtheit gehen. 
Dies geschieht dadurch, daB — geometrisch ausgedriickt — an Stelle der 
rechtwinkligen Koordinaten 2, y Polarkoordinaten t, y eingefiihrt werden, 
so daB man auf Funktionen der Verinderlichen t zuriickkommt. Dieses Ver- 
fahren ist in der Arbeit des Verfassers Math. Annalen 113 (1936), S. 242f.*) 
angewandt, um das Verhalten der Integrale hypergeometrischer Differential- 
gleichungen bei der Annaherung an singulare Stellen der Unbestimmtheit zu 
untersuchen. Wahrend aber friiher divergente Reihen auftraten, welche die 
Integrale asymptotisch darstellen, erscheinen jetzt konvergente Reihen, deren 
Konvergenzbereich durch die Singularitéten bedingt wird. 


I. 
Die Appellsche hypergeometrische Reihe 





’ aad (a, A) (a’, u) (B, A) (B’, 4) 
F, (a. «’, B, B’, y, 2, y) = (vyAt+ nw), A) (1, w) ay, 


*) Appell, Sur les fonctions hypergéométriques de deux variables (Journal de 
Mathématiques 1882). — Appell-Kampé de Fériet, Fonctions hypergéométriques, 
Paris 1929. — Vgl. die Arbeit des Verf. Math. Annalen 105 (1931), S. 381f. und die 
Dissertation von L. Borngasser, Uber a aiticeibananane Funktionen zweier Verander- 
lichen, Darmstadt 1933. 

*) Die vorausgehende Arbeit in Bd. 111 (1935), S. 638f. bereitet in §6 auch 
auf die jetzige Arbeit vor. 
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welche konvergiert, wenn |z| < 1, | y| < 1, aber divergiert, wenn |x| >1 
oder | y| > 1 ist, geniigt den Differentialgleichungen 


r(1— z)r + ys + [y—(a+6+1)2)p —apz = 0, 
rs+y(l—y)t+[y—(e’ +f + Il)y)q—a' pz =0. 


Wenn man die erste Gleichung nach y, die zweite nach z differentiiert und 

ds dat 

durch —, = 
Oz 


or Os 7 > wes 
a Pr durch 7 ersetzt, erhalt man zwei Gleichungen zwischen 
; - 


oy 
—. und 
Oz 
- 
ds P» 


0 . . . , , ‘ 
Es ergibt sich so das Differentialgleichungssystem 
c - - - 





oz xz (1 — zx) . 
dq 


— = 8&8, 


Ox 


Op _ xhz—[y—(x+h+1)x—p]—yse 





ds _ x f' p—aB(l—y)g + [—(a+ B+ 1) 2+ (2 +h'—y) y+ (a+ B+ Vry)s, 


Oz z(x+y— zy) 





Oz 

dy ~ 
Op 
ay 
aq a’ B'z2—[y—(a2’+ p' + lhy]q—ze 
dy y(1— y) 
ds —x' p'(l—2z)p+ af8q+[(x+ B—y) x —(2'+ +1) y+ (x' + 8'4 I) zy)s 


Oy ¥(z- y— zy) ; 








Es sind die singuliren Linien der Bestimmtheit 


xr 0, y 0, z + y—xzry 0.2 a y ls “o,y=oa 
vorhanden. 


Um zu untersuchen, wie sich die Lésungen unseres Differentialgleichungs- 
systems in der Nahe des Schnittpunktes c = 0, y = 0 der drei singuléren 
Linien « = 0, y = 0, x + y — zy = O verhalten, fiihren wir an Stelle der 
unabhingigen Veranderlichen z, y die neuen Verinderlichen ¢* 
Wir setzen: 


), p ein, indem 


z= at, y= bt, 

a = COS @, b = sin 9. 
Dann ist 

ad = 6, “¥ as 5, 

7 

77 = — bt, oY — at, 


*2z 


3) In der Bedeutung von kommt ¢ jetzt nicht mehr vor. 
dy? 





Oz 


die 


die Wi 


besitzt. 


Di 








und man hat 


Oz at Oz Oz 
°c Ox oy’ 
Oz Oz, Oz 
a9. - bts + ate 


Demnach gelten die Differentialgleichungen 
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| — 9, 0 is 0 
| a B ’ meh cage, 0 ? 0 
a B’, 0 , y¥— @,; 0 
| 
x' Ba a Bb 
| Oo, a+b’ “a wad oat 
irzeln 
out —% —9, =9~1 
Die Elementarteiler der Determinante auf der linken Seite sind 


0, 0 — YY: o 


e von t = 0 und t - 





at = ap + bq, 
Op aBz—[y—(x4+8+1)at])p—abt's 
‘t— =— 
ot l—at 4 
129 — *h2—[y—(2' +8 + I)bi}g—abis 
ot 1—bt , 
d8 _ a Pap+apbq+ [(—(y +1) (a+b) + («+ f+ + f+ 2)abt)s. 
pati a+b—aht ; 
Oz 
Rang btp+atgq, 
Op _ b afz—[y—(z+8+lat)p—bts , 
ao a l—at T o68, 
dq bisa © 2h 2——' + B+ 1b Ng—ats 
ag ail 1—bdt . 
Os b x'B'p—xB(1 bt)q i [ (x4 B j l)a j (x'+,'—+)b \ (x+8 l l)abt)ts 
aq a (a+b—abt)t 
dee a''(1—at)p+a«fqt+[(«+ B—y)a—(a’+ f+ 1)b+ (x'+ B'+ljabtlis 
~~ (a+b—a bie 


Das Differentialgleichungssystem der Funktionen z,p,g,s von ¢ hat 
singulire Stelle der Bestimmtheit ¢ = 0, deren determinierende Gleichung 


co verschiedenen singuliren Stellen sind 








438 J. Horn. 


Die in der Umgebung von ¢ = 0 giiltigen Reihen, die wir kiinftig als Lésungen 
unseres Differentialgleichungssystems aufstellen, sind also konvergent, wenn 
die Bedingungen erfiillt sind: 








1 1 : a+b 

ltl< pay ltl< Te ljt}< _ 
Zu jeder nach z = 0, y = 0 gehenden Richtung — abgesehen von a + b = 0 
oder tg gy = — 1 — gibt es einen Konvergenzradius, der, soweit er nicht 


gleich = oder 5 ist, durch +) dargestellt wird und sich also der Null 
a | 
nahert, wenn sich die Richtung der singuliren Richtung a + 6 = 0 niahert. 


Die obigen Konvergenzbedingungen lassen sich schreiben: 





lat)h< 1, |bt}< 1, lat + bt| > labe| 
oder 
lz}<1, ly <1, [z+ 9|>|2yI. 


Unter Beschrinkung auf reelle x, y ist dieser Konvergenzbereich in der Fig. 1 
dargestellt als das Quadrat |z|< 1, |y|< 1 unter Ausschlu8 der von 
den beiden Hyperbelbégen (2 + y — zy = 0 und 
z+ y+ xy = 0) begrenzten schraffierten Fliche. Man 
sieht, wie durch die Hyperbel + y— zy =0, auf 
welcher sich unsere Funktionen singular verhalten, 
der Konvergenzbereich eingeschrankt wird. 

Wir behandeln die einzelnen Wurzeln der oben 
aufgestellten determinierenden Gleichung. 

Der Wurzel 9 = 0 entspricht die Ausgangslésung 


z = F, (a, B, a’, B’, y, z, y). 


Der Wurzel 9 = — y entsprechend setzen wir 





Fig. 1. 


z=f-'3, p=t'p, ..., 
so daB die Gleichungen bestehen: 


d 
os =y3jt+atp + bia, 


,2P _ xBs+(a+B—y + l)atp—abes 











ot l1—at 

129 _ a B3+(e' +f —y+1) btq—abls 

. ek 1— bt : 

125 _ a Pap+apbq+([(—(a+ bd) + («+8+2'+/)'’—y+2)abt|s 
ot a+b—abt . 


Fiir die Koeffizienten der Reihen 


3= 23.0, p= J p,M,. 
a=0 


n=0 
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gelten die Rekursionsformeln 


(n — ¥) dn = @P,-1 + OQn-1, 

MPn = aB3n + (a +B —y +m) ap,_, — abs,_¢, 

NQn = &' B’ dn + (a’ + B’— y + m) bqn_, — abs,_¢, 

(n + 1) (4+ 6)s, =a’ fap, + aba, + (a+8+a'+P’—y+n+ 1) abs, _,. 
Zunichst ist 


a’ Bapyo+apbq 


% = 9, 5 = ott , 





weiter 


= 2 Po + 5% 
Tiers ? 


l—y 


Py, = «83,+ («+8 —¥+ lap, 
qQ =a Pa t+(e +h —y+1)ba%, 
— a’ Bap, +ahbaq,+ («+ B+ a’ +B —y+ 2)absy 





2(a + 6) 

Allgemein sind $,, Pn, Gn, 3n ganze lineare homogene Funktionen von pp, do 
und rationale Funktionen von a,b, die homogen vom n-ten Grad sind‘). 
Die Nenner dieser rationalen Funktionen sind Potenzen von a +- 6, und zwar 
hat s, den Nenner (a + b)"*', p, und q,, (n= 1) den Nenner (a + 6)"~"', 
3n (n» = 3) den Nenner (a + 6)"~*. Die nicht angegebenen GréBen 3,, 32 
sind ganze Funktionen von a, 6, waihrend py, q, zunachst unbestimmt bleiben. 
Es ist fiir n = 1,2,... 


3n = Pofn(@, 6) + qogn(a, 5); 


dabei sind f, (a, 5), g,, (a, 6) homogen vom n-ten Grad; die rationalen Funktionen 
f. (a, 5), a, (a, 6) (mn = 3) haben den Nenner (a + 6)"~°. 

Die Differentialgleichungen fiir z, p,g,s als Funktionen von ¢ bleiben 
bestehen, wenn man 2, p,q, s durch 3, p,q,s ersetzt. Aus den Gleichungen 








ap _ _b aBa—ly—(a + f+1)at} p—dts 

ig a 1—at + ats, 
aq a a’ B'3—[y—(a'+ B' + lj btjq —ats 
jp = Ots+z T—b? 


ergibt sich fiir ¢ = 0 


dp, b 

To =? Po =VEP-Po» 

d 

Te = VFM = —7COt Po, 


*) Wir bezeiehnen f(z, y) als homogene Funktion n-ten Grades, wenn 
{ (Ax, Ay) = 2 f(z, y) 
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also 
Po = C,a-", Uw C, b-’, 
wo C,, C, willkiirliche Konstante sind. Wenn wir nacheinander 


Po =a’, = 9 
und 
Po = 9, b-? 


setzen, haben wir die Lésungen 


z=a-'t-? J tf, (a,b) = a-*t-? » f, (at, bt) 
n 1 n 1 


und 
c= ber E tg, (a, b) - bey z 9, (at, bt). 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion F,, hat die beiden Lésungen 
c=? Silay) 
und ™ 
$- yr = Gn (x, y). 


Die rationalen Funktionen f,,(z, y), g,(z, y) sind in z, y homogen vom n-ten 
Grad und haben fiir » > 3 den Nenner (z + y)"~°, fiir n = 1, 2,3 keinen 


Nenner. 


Entsprechend der Wurzel 9 = — y — 1 setzen wir 
2=t'-13, p=t''p, 


Es gelten die Gleichungen 











03 , 

57 = (vy + 1)a+atp + bta, 

,2? — =83+fl+ (2+ —yietip —abts 

at l1—at ° 

229 — etl t (+h —y) bs] q—abes 

at 1—bt ° 

125 _ a Pap+apbq+(a+f+a'+ f'—y-+ ljabts 
at a+b—eabt 


Fiir die Koeffizienten der Reihen 


3= 2 at, p= J pt", 
n=0 


n=0 
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ergeben sich die Rekursionsformeln 

(n — y — 1)3n = @Pn_, + OQ,-;, 

(n—1)p, = «83 +(a+B—y+n l)ap,_, — abs, _«, 

(n — 1) q, = a’ Ban + (2’ + B — yy + — 1)bq,_, — abs, _¢, 
n(a+-b)s, = a pap, +aBbq, + («+B +a'+f'+y+n-+ 2) abs, _,. 
Fiir n = 0 hat man 


3 = 0, pp = 0, q@ = 0, 
fiir n = 1 


3, = Y, 
wihrend p,, q, unbestimmt bleiben. Es ist zulissig, 
Pp, = 9, q, = 0 


anzunehmen, weil man zu der jetzt betrachteten Lésung die bereits gefundene 





zu 0 -y gehérige Lésung addieren kann. Dann ist 
32 = 0, 
Do = Gg = — abso, 
¢, = (#84 a’ + B+ y+ 3)abs 
1” a +b ° 
ap,+ba, (a+ babs, 
a 2 Se a + 


2p; = «fa + (a +8 — y+ 2)ap,—abs,, 
2q3 = a B’ 3g + (« + B —y + 2)bq, —abs,, 
a’ fap,+2zfBbq,+(a+h +2'+ f'+7+4)abs, 
2(a+ b) E 
Allgemein sind 3,, Pp, Gn, S, mit der zunichst unbestimmten GréBe s, 
multiplizierte rationale Funktionen von a, 6, die in a, 6 homogen vom Grad n 


sind und eine Potenz von a + 6 als Nenner haben; s,, hat den Nenner (a + 6)", 
p, und q, fiir n = 2 den Nenner (a + 6)"-? und 


3n _ So by, (a, b) 
fiir n => 4 den Nenner (a + b)"-4, wihrend 


(a+b)ab 
bs (a, 6) = ——— = 

ist. 

Os ,. 

~— kénnen 2, p, g, s durch 3, p, q, 5 ersetzt werden. 


In der Gleichung fiir or 


Setzt man 


p=pl*+..., q=agl*t+..., s=a&+. 
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und nimmt man dann ¢ 0 an, so hat man 


dy _ be — fe th + Det (eth —7)b, | & (at h—ve—(e’'+F+1)b, 
dg a a+b ' 5b a+b 0 








d log S (a+ pa (x' + f')b+ab(b —a)+ y (o> a5) 
d ¢ abla tT b) ° 


Auf der rechten Seite der letzten Gleichung steht eine rationale Funktion 
von sin m, cos g, die sich als rationale Funktion von tg @ darstellen laBt. 
Man findet 


y*1 


S, = (tg p)** *—7(tgy + 1 —*—P—-"— F —1 (tg? + 1) ? 
oder 
So = a® + —71he + 8-7 (ag + by—¢— 8-1, 


Hiernach ist 
$n t—¥— 1+ * = (-1—159-0"H, (a, b) 
(at) + *—7 (bt)e + P-* (at + btyr—*—F—«—-#—1p, (at, dt). 


Das Differentialgleichungssystem der Funktion F, hat die Lésung 


“ 


= try tl—7 (2 + yp—*<—8- oF 1 D bh, (2, y), 


ni=3 


bs (z, y) = cours 
und b, (2, y) (n= 4) eine rationale Funktion von z,y mit dem Nenner 
(x + y)"~* ist, die in z, y homogen vom Grad n ist. 
Wie z kénnen in allen Fallen auch p,q, s als Funktionen von z, y dar- 
gestellt werden. 


Wie oben gezeigt wurde, sind die aufgestellten Rethen fiir 


jzi<1, jyl|<l, |zy|< |z+y!| 
konvergent. 

Um das Verhalten der Integrale unseres Differentialgleichungss ystems in der 
Néhe des Schnittpunktes st = ~ , y = 1 der drei singuliren Linien st = «, 
y= 1, 2+ y— zy = 0 zu untersuchen, fiihren wir neue Veranderliche &, 
ein, indem wir 


o=s,y=1lin 


selzen, und betrachten den Schnittpunkt der drei singuléren Linien § = 0, 
n»=0, &—n + &n = 0. 
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Es gelten die Differentialgleichungen 


Se : 

&3° 

_ apéz4+{ er htt —rhe—tt+ae 
ro €(1 — é) 





_ XP Ept+abing+(e' +h —yE+(2+h+Vnt@' +h —y)enjs 





&(n — §—§y) 


- xB etly—o' BP -1-(' +64 nat+ ze 
n (t+ n) ’ 








a’ B'(1 — &)p+eBiq+([a+8+a'+p' —y+1+(a'+8'+1)(n—E—En)] 8 
(1 + »)(— — n+ &n) y 


Durch die Substitution 


z=Z,p=€&P, q=Q, s=é8 


gehen sie iiber in 


aZ 
at 
aP 
0€é 

aQ 
a€g 

as 
0€é 

az 
an 
aP 
on 
9g 
on 

as 
on 














i P 

=--F, 

_ af6Z+[4+f8+(1—y) sf P—f(1+)8 

~~ &(1 — &) ’ 

ee 

_ «wp EP+a8nQ+[(2 +B) + (a’ +f —ztHEL+ 8, 
~ &(n—§&— En) 

=Q, 

_ | 

_— —a PZ+[y—2' — p—1—(a’ +h +UNO+S 

a n(l +7) 

_ a B'(1— §) P+ «8Q+[a+8+2'+ p’—y+14+ (2 +P +1 (n—F— Fn) 8 
inns (1+ )(&— +n) 

Wir setzen 


é = at, n = Ot, 
a=cosg, 6=sn¢ 
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und erhalten als erstes System von Differentialgleichungen 
o? = - P+btQ, 

O9P  afZ+[a+P+(l—y)at] P—[(a—b)t+2abe]8 
ot l1—at 4 
0Q ss — a BZ +[y—a' — Bf —1—(a' +B’ +1) bHQ-btS 
ot 1+bt ° 








j—@ B (a—b+ 2abt)P aBb*tQ 


\ + [(y—a’—B’-1) (a — b) + (2y—3a'— 3 8’-3) abt +(a'+ B’—a —B +1) b*t+ (y—2a'—2f’—2) ab20}8 
(1+ 6t)(a—b+abt) 





Zur singuliren Stelle der Bestimmtheit ¢ = 0 gehért die deferminierende 


Gleichung 





< wi 0, 0 
af, a+tB—o, 0, 0 
af’, 0, — a a 0 — 
0, — a’, 0, y—a—p’—l-e 


mit den Wurzeln 
o=a, B, y—o’—f—-—1, y—’ —# —-1, 


zu welchen lineare Elementarteiler der Determinante gehéren. Die von t = 0 


und ¢ co verschiedenen singuliren Stellen sind 
l i l l 
t= ’ oo” 

a b a b 


so daB die aufzustellenden Reihen konvergieren, wenn 


ale 
| 
| 


1 ; = 
lth< a lt]< p> iti< 


ist. Diese Bedingungen lassen sich schreiben: 


jat}< 1, jbt}< 1, |abl®| << |at — dt! 


oder 
lelL< 1, |nl<l, Eni < [&—yl. 
Der Wurzel 9 = « entspricht der Ansatz 


Z=3, P=f9,..., 
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der zu den Differentialgleichungen fiihrt: 

















) 
23 — -23-P-brQ, 
t 
122 _ «683+ [B+ (l+a—y)at] B—[ia—b)t+2abeXj\S 
ot ie ee Se eee 
QQ a KP O+ly— ao’ — ff —1—(a+2'4+ ff 4+1)bH9Q—-—KtS 
_ l+bt . 
12S — —a' s'(a—b+2abt)P—aPHtQ+ansc. 
ae (1+-bi)(a—b+abt = 


dabei ist gesetzt: 


2Q= —(a+'+p’—y + 1) (a — 6) + (2y — 2a — 3a’ —3f’ — 3) abt 
+ (a’ +f’ — B+ 1)Bt+ (y—a—2a’—2f’ —2)ab? ’. 
Fiir die Koeffizienten der Reihen 
3= 23,0, B= Z Fe", 


gelten die Rekursionsformeln 


(n + a) 3, - B, + 60, -,,. 

(n — B) &,, ap 3, + (n+a—y)aP,_, — (a — 6) S,_, —2abG,_.. 
(nta+t+ea’+P—y+1)Q,= — of 3,—(n+a+0'+/')bQ,_,—bG,_,, 
(ntat+a' +p —y+ 1)(a—b)S, = —a’'f’(a — b)P, —2a'f’adF,_, 


aBbO, ,—(2n+2a+30'4+ 3p —2y+1)abG,_, 
+(n+a’'+p’—f)PS,_,—(n+a+20'+2f —y)abG,_.. 


Hiernach ist 


if 
ata’+ p—y+1’ 

x a’ B’ 35 ss 
ata’+p—y+l’ 
wahrend 3, unbestimmt bleibt. 3,, $,, Q,, S, enthalten den Faktor 3, 
und sind rationale homogene Funktionen n-ten Grades von a,b mit einer 
Potenz von a —b im Nenner; GS, hat den Nenner (a — 6)", Q, (n =} 1) 
den Nenner (a — 6)*-', $,, und 3, (n = 2) den Nenner (a — 6)"-*. 

In der Gleichung 





0Z b 

a¢ = ry P + @ t@ 
kann man Z, P, Q durch 3, %, Q ersetzen; wenn man ¢ = 0 setzt, hat man 
die Gleichung 





d3o_ 6 b 
ae 


Mathematische Annalen. 115. 29 
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Daraus folgt 
3, = a". 
Es ist 
3n = 3o Hn(a, 5), 
3,t°*" = a*t* - §, (a, b)t" = (at)* §, (at, bt). 
Unser Differentialgleichungssystem hat die Lésung 
z= & 2 §, (0); 
§, (€, ) ist eine rationale Funktion von &, 7 mit dem Nenner (§ — n)"~* 
fiir n =} 2 und homogen vom n-ten Grad in &, ». 
In der bisherigen Betrachtung kann « durch B ersetzt werden. 
Der Wurzel 9 = y — «’ — f’ — 1 entsprechend setzen war 
Z=0-¢“-"-130 P=w-“-P’-1Q, 
Wir erhalten die Differentialgleichungen 
0 ’ , :; 
193 — (+f — y+ Z—B+ tO, 


OP _ «B3+[a+h+e'+h —yt+1 —(2' +f) adj P — [la — b)t + 2ab8]S 











ot 1 at . 
,22 _ —a Pf Z—-ydtQ—-btS 
at 1+ bt . 


j—«’ B' (a—b+ 2abt) P—a«apbtQ 
12S \— [(x + B— y) bt + (a’ + B' + abt (1 + bt) S 








at (1+ bt)(a—b+ abt) 
Daraus ergeben sich fiir die Koeffizienten der Reihen 
3 ”" pm 3a%, ¥ _ p $,,0", 
n=0 n=0 


die Rekursionsformeln 


(n—a' —B +y—1)3,=— Be +54, 
(n—a—B—a' —f' +y—1) By = a3, +0 B,-1—(a—1)S,_1— 20S», 
nQ, = —a'f'3.—(y +n—1)b2,_,—bG,-,, 
n(a —b) S, = —a’f’(a — b) PB, — 2a’ f'abP,_, — afPQ,_, 
+ [—(2m+a'+p'—l)ab+ (n—a—B+y—)NPIG,, 
—(n+a’ +p — 1)ab?G,_.. 
Fiir » = 0 hat man 
30= 9, Bo = 9, 


wahrend Q,, S, unbestimmt bleiben. 3,, B,, Q,, S, ergeben sich als ganze 
lineare homogene Funktionen von Q, S, und rationale Funktionen von a, }, 
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deren Nenner eine Potenz von a — b ist; sie sind homogen vom Grad n in 
a,b; S, hat den Nenner (a — 6)", Q, (n = 1) den Nenner (a — 5)"-!, QB, 
und 3,, (nm = 2) haben den Nenner (a — 6)"~?. 


In den Gleichungen 


0Q 6g, dQ 
a@ = bt FY; + at an ’ 
as as as 


kann man, nachdem rechts § = at, n = bt gesetzt ist, Z, P,Q,S durch 
3, B, Q, S ersetzen. Wenn man t = 0 setzt, so daB 3, P,Q, S in 3, = O, 


P, = 0, Qy, Sy iibergehen, erhalt man fiir die Funktionen Q,, Sy von 
die Differentvalgleichungen 





dQ, ’ , an , le 

dq ee F< 1 5 Mo Tab~o 
€dSyo «aBQo+(2+ B) So ey / ‘ a -+ b~ 
dg a (a — b) + (a +B —y + 1) 5 So 


Wir setzen 
U=0,07-<*-"-1, V= G@e-<-Ff-1 
und fiihren an Stelle von t, m wieder £,7 als Verinderliche ein. Fiir die 
Funktionen U, V von &, » ergeben sich die Differentialgleichungen®) 
,—a' —f —-1)U+P 











, v 
dU = —7d§ +4 y dn, 
ilies [- 5 SEES 228! ote! y]a : 
- . abn " E—1 > 
p SEETELET ELE 2 t Rl 2, 


heel 
Man hat 
3n = Do Fn (a, b) a So 6, (4, b), 
wo die rationalen Funktionen ¥, (a, 6), ©,(a, 6) homogen vom Grad n sind 
und fiir n = 2 den Nenner (a — 6)"-? haben. Nun ist 


= J 3, a’—pf+1+n 


n=1 
= > (Q, 0 —-e—- #1. &, (a, b) + Sot? lied Mtns G,, (a, 5)}. 
n=1 


Unser Differentialgleichungssystem hat die Lésung 


z=U J Bn (é, n) + Vz G, (é, n), 
n=1 n=1 
5) Im II. Abschnitt findet sich die entsprechende Ausfiihrung fiir die Funktionen 


u,v von 2, y. 
29* 
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wo %,(&,7), G,(&,) rationale Funktionen mit dem Nenner (& — »)"-* 
fiir n => 2 und in &, 7 homogen vom Grad n sind. 

Die fiir die Umgebung des Punktes z = » , y = 1 aufgestellten Reihen 
sind fiir 


konvergent. 
Der Schnittpunkt x= 1, y coo der drei singuliéren Linien x = 1, 
y= oe, ©+y— cy = 0 wird wie der Punkt tr = w, y = 1 behandelt. 


Il. 
Die Appellsche hypergeometrische Reihe*) 


, + mu) ( > ph) 
F, (0, B.7,%, 9) = SATB NBs Wd ys, 


2+ #)(l, A), nw) 





welche konvergiert, wenn |z| < 1, |y| < 1, aber divergiert, wenn |2z| > 1 
oder |y| > 1 ist, geniigt den a id coal 


z(l—2z)r+y(l—2)s+[y—(«+/+1)2])p—Byq —afz =0 
a(l—y)s+y(l—y)t—Sap+ [y—(«+h+1) y]q— «fz 
aus welchen die dritte Gleichung 
(x — y)s =B'p — Ba 


hervorgeht. Demnach erhailt man fiir die Funktion F, die Differential- 








gleichungen 
oe 
dz 
op _«B(x—y)z—[y(z—y) +h’ y —(a +B +1) 2*+ (2 + 8— B+leyip+By(t—y)q 
Ox x (i — z)(z— y) 
oq _Pp—igq. 
@x rey ’ 
Oz 
,* 
ap _B p—s 
oy —— 
oq _ xf'(z—y)z—f'x(1—2)p—[y (4 —y) —B 2 — (2-8 + PF zy tat P+) 9 | 
dy y (1 —y)(z— y) 
Es sind die singuliren Linien der Bestimmtheit z = 0, y = 0,2 = y, x = 1, 
y=1, c= @,. y= @ vorhanden. 


6) Appell-Kampé de Fériet, 8. 13f. 
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Wir betrachten den Schnittpunkt x = 0, y = 0 der drei singuléren Linien 
z=0,y¥y=0,2—y=0. Wir setzen 
z= at, y = bt, 
a=cosg, b=sing. 


Dann gelten die Differentialgleichungen 

















ar = oP +g, 
Op  “&pz2—[y—(a+Ph+ lhat})p+fBbtg 
ot i(1 — at) , 
oq _ xp'z+ piutp—[y—ix+ f+ l)bt}q, 
wa t(1 — bf) , 
az 
=~ — btp+atg, 
Oop _ bh p—sb¢ 
og i 
_b «B(a—bz—[y (a—b) + f'b—(x + B+ 1)x*t+ (x + 8—/'+ ladt) p+ pol—bt), 
. (a —b) (1 —al) , 
oq _ _,f p—b¢ 
o¢ a—b 
4 sable —0)s—fe(t —at) p— [y(a-- b)— Ba— (x— 8+ p'+ l)abt+(x+2'4 1)b*¢}q 
6 (a@—b)(1— bf) 


Das Differentialgleichungssystem der Funktionen z, p,q von t hat die 
singulire Stelle der Bestimmtheit t= 0. Die determinierende Gleichung 
| — 9, 0, 0 
« B, —yvy— O, 0) =0 


af’, 0, re! 
hat die Wurzeln 
0 0, y, Y; 
welchen lineare Elementarteiler 
0 Ooty, ery 
der Determinante auf der linken Seite entsprechen. Die vont = 0 undt = & 
verschiedenen singularen Stellen sind 


Als Lésungen unseres Differentialgleichungssystems erhalten wir Reihen, die 
in der Umgebung von ¢ = 0 giiltig sind und konvergieren, wenn 

1 Mee ae 

—-, |t| < cer 
jay? 1S] 


lt]< 7 


oder 
|jzj< 1, |y|<1 
ist. 
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Der Wurzel 9 = 0 entspricht die bekannte Lésung 
z = F, («, 8, p’, y, 2, y). 
Entsprechend der Wurzel 9 = — y setzen wir 
z=, p=t'’p, q=t"q. 
Wir erhalten die Differentialgleichungen 
03 








t= = 73+atp + btq, 

22? — aB3+(a+8—y+1)atp+pbtq 
ot 1—at : 
124 _ 283+ Paty + (a+ Pf —y+1)btaq 


1— dt 4 


at 


die durch Reihen 


oo 


3= 24%, p= Zr”, a= 26° 
a=0 a=0 


n=0 
befriedigt werden. Es gelten die Rekursionsformeln 
(m — ¥) 3n = @Pn—-1 + bQn-1, 
MPn = 4B 3n + (a +B —y + 2) OPp_ 1 + BbGn-1, 
NGn = “8 3n + Papy_ + (2 + B —y + n) bq, 3. 


Fiir n = 0 erhalt man 


do = 9, 
wahrend p,, q, unbestimmt bleiben, fiir» = 1 
aD_5 + bq 
31 = : pe ° , 


P, = «83, + (2 +B —y + lappy + Bbq, 
Q, = «f'3, + Paps + (a + B’ —y + 1) ba. 


Allgemein ergeben sich 3,, P,, q, als ganze lineare homogene Funktionen 
VON Pp, Go und als ganze homogene Funktionen n-ten Grades von a, b. So ist 


3n = Po fn(@, 6) + GoGn(a, 5), 


wo f,, (a, 6), g,(a, 6) ganze homogene Funktionen n-ten Grades sind. 

1.: . Oz @p dq 

In den Gleichungen fiir de’ 89’ de 

werden. Wenn man t = 0 setzt, gehen 3, p, q in 39 = 0, Po, qo tiber, und man 
hat ftir die Funktionen po, Gg von p die Differentialgleichungen 


kénnen 2, p,q durch 3, p, q ersetzt 


dDy ae b B’ Po — B% 
Je M7%ahT a(a—b) ’ 
dq __ «Ob B’ Po — B% 
ie ~~ TS te-e 
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deren Koeffizienten periodische Funktionen von g mit der Periode 2 sind. 
Hiernach verhalten sich die Funktionen pp, qg von ¢ fiir a = 0, b = 0 und 
a —b =0 oder fiir y = nz, = +n, +nzuz(n=0, +1, +2,...) 
singular. Setzt man 


w=t'p,, v = tq, 








so ist 
eu y 
eo ~s 
. Bu— pv 
be WVGUt a (a —b)’ 
also 
ra Y , b B’u —Bv 
os = —Fude+(yout ae) 4? 
und entsprechend 
? a , Pu—po 
dv = — Fodt —(y$0+ FF) do. 
Aus 
dz = adt — btdgq, 
dy = bdt+atd@ 
folgt 


dt =adz-+ bdy, 
b a 
Demnach geniigen die Funktionen u,v von x,y den Differentialgleichungen 


dy = (— Ze — 2 C2=P\ae + S2= Bray, 


x z—y 








ee ee u -i v 4 = hu—fe 
dv = dz — (Zo+= 2 )dy. 
Es ist 
t-” + 3,0" = pot" - f(a, b) & + got” - Ga(a, 6) 
= Pot” ‘fn (at, bt) + Got” - gn (at, bt) 
= © fn (z, y) + Gn (z, y). 
Da f, (z, ¥), Gn (2, y) ganze homogene Funktionen -ten Grades von 2, y 
sind, so sind die fiir |~| < 1, |y| <1 konwergenten Reihen 
f(zy)= 2 f(xy), 9(2¥) = 2 Gale, y) 
Diagonalreihen von Potenzreihen der beiden Verinderlichen x,y. Dre 
Differentialgleichungen der Funktion F, haben die Lisung 
z= uf (z,y) + vg (2, y). 
Fiir die Funktionen p,q von » erhalt man ahnliche Darstellungen. 
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Die singulire Linie z — y = 0 entspricht hier dem konstanten Wert 
tg gp = 1; sie macht sich dadurch geltend, daB sich die Funktionen pp, qo 
von @ fiir tg g = 1 oder die Funktionen «, v von 2, y fiir z — y = 0 singular 
verhalten. 

Das Differentialgleichungssystem fiir die Funktionen py, gq, von ¢@ hat 
bis auf Vielfache von 2 die singularen Stellen 

=O = 
P — ’ } i %, 
Die zugehérigen determinierenden Gleichungen haben die Wurzeln 
0, B-y fir gp = 0, 
0, B ad » = 
0 —B-- , o= 


Da zu » = 0 auch die Wurzel 0 gehért, so hat das Differentialgleichungs- 


|) a vole 


system als partikulire Lésung Potenzreihen po, qg von gy, also Funktionen, 
welche fiir g = 0 endlich sind. Demnach besitzt das Differentialgleichungs- 
system fiir 3, p, q eine partikulire Lésung, welche fiir g¢ = 0 endlich ist, und 
das Differentialgleichungssystem fiir z, p,q eine partikulare Lésung, welche 
fiir p = 0 (vielleicht mit Ausnahme von t = 0) oder, anders ausgedriickt, auf 
der singuliren Geraden y = 0 (vielleicht mit Ausnahme von z = 0, y = 0) 
endlich ist. Diese Lésung kann bei der lings der Geraden y = 0 erfolgenden 
Annaherung an z = 0, y = 0 verfolgt werden. 

Ebenso kénnen auch die singuliren Werte g = ae und ¢ < oder, 
was dasselbe ist, die singuliren Linien z = 0 und « = y behandelt werden. 

Das Differentialgleichungssystem der Funktionen pp,q, von g kann 
unter Beschrinkung auf reelle g folgendermaBen integriert werden. Man 
bildet ein Fundamentalsystem von Lésungen in der Umgebung der singularen 


Stelle » = 0; die darin auftretenden Potenzreihen von ¢ sind fiir | 


4 
konvergent. Weiter bildet man ein Fundamentalsystem in der Umgebung der 
. ~ a - : 4 
singularen Stelle ¢ = =; darin treten Potenzreihen von y — > auf, welche 


es ' 2 a ° ° ° . ° . 
fiir | @ — z1<q7 konvergieren. Die lineare Substitution, welche das eine 


Fundamentalsystem in das andere iiberfiihrt, berechnet man, indem man fiir 
. y . mu . , . 
@ einen reellen Wert zwischen 0 und 7 cinsetzt. Weiterhin stellt man das 


Fundamentalsystem in der Umgebung der singularen Stelle g = 5 auf, das 


. . t - ‘ 3: 
Fundamentalsystem in der Umgebung der reguliren Stelle o = = usw.; 


. ° . , ° a . : 
es treten jedesmal Potenzreihen mit dem Konvergenzradius z auf. Die lineare 








Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 453 


Substitution, welche ein Fundamentalsystem in das benachbarte iiberfiihrt, 
erhailt man durch Einsetzen eines reellen Wertes von g, welcher den beiden 
aufeinander folgenden Konvergenzkreisen gemeinsam ist. 

Die drei singuléren Linien x = 1, y= 1, x — y = 0 schneiden sich im 
Punkt x = 1, y= 1. Durch die Substitution 


r=1-6§ y l n 
gehen die Differentialgleichungen fiir die Funktion 


PF, (a, BB’, y, &, y) 


in die Differentialgleichungen fiir die Funktion ”) 
F, (a, 8. B’,a+B+ Pf —y+1, 7) 


iiber. Wir kénnen also in den bisherigen Entwicklungen z durch § = 1 — 2, 
y durch 7 = 1 — yundy durch « + f + f’ -- y + 1 ersetzen. Damit haben 
wir ohne weiteres die Reihenentwicklungen der Integrale des Differential- 
gleichungssystems der Funktion F’, («, 8, fp’, y, x, y) in der Nahe des Schnitt- 
punktes der drei angegebenen singularen Linien. 

Im Punkt x= @w, y= o@ schneiden sich die drei singuliren Linien 
r o,y¥y= oO, Z y= 0. Setzt man 


1 on a 
z=>s, yo , z= EP n"Z, 
Ss . f] 


so geniigt die Funktion Z von &,7 einem Differentialgleichungssystem, 
welches aus dem Differentialgleichungssystem der Funktion F , (x, f, 8’, y, x, y) 
hervorgeht, indem man 2, y durch &, 7, ferner « durch § + fp’ — y + 1 und 
y durch f + p’ — « + 1 ersetzt, wihrend # und f’ beibehalten werden. Man 
kennt die Lésungen des Differentialgleichungssystems der Funktion Z von é, 
in der Nahe des Schnittpunktes § = 0, 7 = 0 der drei singuliren Linien 
E 0, 7 0,&€—x»=0. Daraus gehen die Lésungen des urspriinglichen 
Differentialgleichungssystems in der Nihe der Stelle z = & , y = o hervor. 
Die von P. Humbert eingefiihrte bestindig konvergente hypergeometrische 
Rethe®) 
’ ‘*’, oA oil 
®, (B,B',y,2,y) = > ™ jeoe fas xy", 

die einen Grenzfall von F, («, B, B’, y, x, y) darstellt, geniigt den Differential- 
gleichungen 

zr-+ ys + (y — 2) p — pz = 0, 

zas+yt+(y—y)q—f'z=0, 


7) Vgl. z. B. Borngasser, Dissertation 8S. 41/42. 
8) Appell-Kampé de Fériet, S. 121f. 
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aus welchen die dritte Gleichung 
(x—y)s =f p — Bq 
hervorgeht. Daraus folgen die Differentialgleichungen 
dz = pdz+qdy, 








_ B(z—y)2z+[e—y) (z—y) —B yl p+Bbyg _Bp—bq 
dp = ye dz + = dy, 
_ Bp—Ba, , Bh (e—y)z—-Pxept+l(y—y) (e#—y) +h2)¢ 
a enti ada y (z— y) dy 


mit den singuliren Linien der Bestimmtheit z= 0, y= 0, r-y=0 
und den singuliren Linien der Unbestimmtheit z= o, y= @. 
Um den Schnittpunkt x = 0, y = 0 der drei singularen Linien x = 0, 
y = 0, zs — y = 0 zu untersuchen, setzen wir wieder 
z= et, y = dt, 
a=cosgy, '=sing 


und erhalten die Differentialgleichungen 








Oz 

a7 = op +hq, 

Op _ Bz—(y—ah)p 

ot t ’ 

0q _ p’z—(y—biq, 

ot t . 

Oz , 

* —btp+atgq, 

oF , 022-2 —982 . Fa—hs 
Ig a a(a—b)’ 
dq__ faz—a(y—bi)q fp'p—Bsq 
Ip b b (a —b)* 


Zunichst haben wir die Lésung z = ®, (8, f’, y, 2, y). 
Durch die Substitution 
2=t-'3, p=xt-'p, q=ut-"q 
erhalten wir die Differentialgleichungen 


1 = y3it+atp+bta, 


ap 
ta = B3+atp, 


aq ’ 


welche durch bestindig konvergente Reihen 


a= Za, p= Zr" a= 2 ae 
n=0 = 


n=0 
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befriedigt werden. Es ist 3, = 0; aus den Rekursionsformeln 
(” — y) in = @Pn—1 + bQn-1, 

Pn = B3n +4 Pn-1, 

On = Ban +O Qn—y 
ergeben sich 3,, p, als ganze lineare homogene Funktionen von po, gg und als 
ganze homogene Funktionen n-ten Grades von a,b. Insbesondere ist 

dn = Po fn (2, b) + Godn (a, 6), 
wo f,, (a, 5), g, (a, 6) ganze homogene Funktionen n-ten Grades von a, 6 sind. 
Fiig po, qo als Funktionen von » und fiir 
e=t'p, v=t'a@ 


als Funktionen von z, y erhalt man dieselben Differentialgleichungen wie oben 
im Falle der Funktion F;. 


Man hat als Lésung des Differentialgleichungssystems von D, 
z= uf(z,y) +9 (2, y) 


mit den besténdig konvergenten Reihen 


fiey= Ltaloy, aley— Lan(z,y).%) 


%) Zu Il. vgl. Math. Annalen 1i1, S. 674f. 





(Eingegangen am 28, 10. 1937.) 








Die Funksche Integralgleichung der Kugelflichen- 
funktionen und ihre Ubertragung auf die Uberkugel. 
Von 
Artur Erdélyi in Brinn (Tschechoslowakei). 

§ 1. 

Einleitung. 


Eine beliebige Kugelflichenfunktion vom Grade » 


n 


(1, 1) Y, (0,9) = J Px" (cos) (a, 


m= 0 


cos M@ + b,, sin m —) 


geniigt der von P. Funk ausfiihrlich behandelten und spiter von E. Hecke 
noch einmal kurz oe Integralgleichung') 


(1, 2) Y,(4, @) = a, j K (cosy) Y, (6, p’)sn # di dg’, 

deren Kern K (cos A) eine willkiirliche Funktion des sphirischen Abstandes 
(1, 3) cos y = COs 0 cos 0’ + sin 0 sin 0’ cos (4 q ’) 

der Punkte (6, gy) und (4, m’) auf der Einheitskugel ist. 

In den folgenden Zeilen mége ein physikalisch anschaulicher Beweis 
dieser Integralgleichung sowie ihrer Verallgemeinerung auf die Uberkugel- 
flachenfunktionen hergeleitet werden. Die Méglichkeit hierzu bietet ein 
interessanter Sonderfall von (1, 2)?) 

ad 22 
(1, 4) Y,(0,9) = 4, { cosy Y(0,q')sn#di'dg’, 

6 0 
in welchem auch die Eigenwerte explizit bekannt sind. Es ist namlich 
fiir diese ,,spezielle Integralgleichung*‘ 


4,5) 1 = anit P22 Jus 42) 
An % 7 


Dieser Sonderfall ist zunichst durch seine physikalische Anschaulichkeit 
bemerkenswert, denn die Integralgleichung (1, 4) ist gleichwertig mit der 
1) P. Funk, Beitrage zur Theorie der Kugelfunktionen. Math. Annalen 77 
(1916), S. 136—152. E. Hecke, Uber orthogonalinvariante Integralgleichungen. Math. 
Annalen 78 (1918), S. 398—404. 
*) A. Erdélyi, Zur Theorie der Kugelwellen. Physica 4 (1937), S. 107—120. 
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bekannten Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugelwellen. Weiterhin 
folgt aus diesem Sonderfalle (und ebenso aus seinem mehrdimensionalen 
Analogon) die allgemeine Funksche Integralgleichung (bzw. die ent- 
sprechende Integralgleichung der Uberkugelfunktionen), in dem man die 
in (1,2) als Kern auftretende Funktion K (cos y) mittels des Fourierschen 
Integraltheorems aus ,,ebenen Wellen‘‘, d. h. aus den Kernen der Integral- 
gleichungen (1, 4), durch Uberlagerung zusammensetzt. 

Es ist durchaus méglich, die Theorie der in vielen Wellenaus- 
breitungsproblemen der Physik und Technik auftretenden Kugelfunktionen 
von der Theorie der Kugelwellen her aufzubauen. Der in vorliegender 
Arbeit eingeschlagene Weg zur Herleitung der fundamentalen Integral- 
gleichung der Kugelfunktionen diirfte auch als Beitrag zu einem derartigen 
Aufbau der Theorie der Kugelfunktionen nicht ganz ohne Interesse sein. 


§ 2. 
Die spezielle Integralgleichung der Kugelflichenfunktionen. 


Wir geben zunichst eine neue Herleitung von (1, 2), die ohne weiteres 
eine Ubertragung auf die Uberkugel gestattet. Wir betrachten also zuniichst 
den dreidimensionalen Raum, in welchem wir sphirische Polarkoordinaten 
einfithren. O sei der Mittelpunkt dieses Koordinatensystems, OZ die Polar- 
achse, M(r, ¢,?) und M’ (r’, gy’, 0’) seien zwei Punkte, von denen M der Auf- 
punkt heiBen mége. Den Winkel zwischen den Ortsvektoren von M und M’ 
bezeichnen wir mit y. Fiir ihn gilt die Beziehung (1, 3). 

Kiner ebenen Welle mit der Fortpflanzungsrichtung OM’ entspricht die 
Wellenfunktion e'*’°*?, in der k die sogenannte Wellenzahl, also eine 
Konstante bedeutet. Die durch diese Wellenfunktion dargestellte ebene Welle 
kann aus Kugelwellen mit der Achse OM’ zusammengesetzt werden, eine 
Uberlagerung, die ihren mathematischen Ausdruck in der bekannten Ent- 
wicklung®) 


(2,1) efkrewy = or: Dan 1) i" J, + 4 (kr) P, (cos y) 
n=Q 


findet. Jede der bei der Superposition verwendeten axialsymmetrischen 
Kugelwellen von der Achse 0 M’ kann nun wieder superpositorisch aus Kugel- 
wellen mit der Achse OZ zusammengesetzt werden. Diese Zusammensetzung 
findet ihren mathematischen Ausdruck darin, daB in (2, 1) 

P,, (cos y) = P,, (cos 0 cos 0’ +- sin 0 sin cos ( — ¢’)) 


8) Riemann-Weber (Frank-Mises), Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik. Braunschweig 1925. Bd. II, 8S. 492, Gleichung (16). Dieses 
Werk wird im folgenden mit R.-W. zitiert. 
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durch die aus dem Additionstheorem der Legendreschen Polynome*) folgende 
Entwicklung ersetzt wird. Auf diese Weise ergibt sich die Entwicklung 


(2,2) ettremry = 2Y% DS’ (2n+1)irJns 3 (br) 
n=0 


\ (n—m)! _., = - 

> m (atm)! Pn (cos 4) Py (cos 6’) cos m(p — ¢’), 

m=0 
in der ¢, = } und ¢,, = 1(m =1,2,...) bedeutet. Diese Entwicklung 
bringt zum Ausdruck, daB eine beliebige ebene Welle durch Uberlagerung 
verallgemeinerter Kugelwellen erzeugt werden kann, deren Achse (hier die 
OZ-Achse) mit der Fortpflanzungsrichtung der ebenen Welle (hier die 
OM’-Richtung) nicht zusammenzufallen braucht. 

Wir beschranken nunmebr M und M’ auf die Oberfliche der Einheits- 
kugel r = r’ = 1. Dann kann die Entwicklung (2, 2) nach Ersetzung von kr 
durch « als die bilineare Reihe des nur von dem sphirischen Abstand cos y 
abhingigen Kernes e*°*’ aufgefaBt werden. Das iiber die gesamte Ober- 
fliche der Einheitskugel erstreckte Integral 


a 


22 
= - cos ne 
== ’ ij y 
I 7 P* (cos 6) PY (cos ) me? i ™ psinOdéd@ 


verschwindet namlich sicher fiir m +m’ wegen der Orthogonalitaét der 
trigonometrischen Funktionen, und fiir m =m’ aber n +n’ wegen der 
Orthogonalitat der Kugelfunktionen®). Ist m =m’ und n =n’, so ver- 
schwindet das Integral ebenfalls, wenn der Integrand das Produkt 
cosm psinm @ enthilt. Die einzigen Fille, in denen das Integral nicht 
verschwindet, sind jene, in denen m = m’ und n = n’ ist, und der Integrand 
entweder cos* m » oder sin? m m enthalt. In diesen Fillen ergibt sich nach 
bekannten Formeln aus der Theorie der Kugelfunktionen °) 

Sa (n+ m)! 2 x 


“Gal datl = * 22 =m S 9. 


Daher bilden die Kugelflaichenfunktionen 





/(n—m)! 2n-+ 1 


(n +m)! 22 





j Px (cos 8) © m g (m = 0, 1....,%;-» = 0,1,...) 


ein normiertes Orthogonalsystem, und offenbar stellt (2, 2), wenn kr durch « 
ersetzt wird, die bilineare Reihe des Kernes 


(2, 4) K (M, M’; 2) = &*™" 
*) R.-W., Bd. I, 8. 320, Gleichung (40’). 

5) Vgl. R.-W., Bd. I, 8. 319, Gleichung (22’). 

6) R.-W., a. a. O. 
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dar, dessen Eigenfunktionen also die Kugelflachenfunktionen sind. Zu allen 
Kugelflachenfunktionen vom Grade n gehért der gemeinsame (2 » + 1)-fache 
Eigenwert A, der durch (1, 5) bestimmt ist. 


§ 3. 
Uberkugelfunktionen. 


Wir gehen nunmehr zur Behandlung des entsprechenden Problems in 
mehrdimensionalen Riumen iiber, wobei wir uns in der Bezeichnungsweise 
weitgehend der Monographie von Appell und Kampé de Fériet anpassen. 
Wir betrachten einen (n + 2)-dimensionalen Raum, und in diesem Raum 
fiihren wir sogenannte zonale Koordinaten ein, die mit den kartesischen Ko- 


ordinaten 2,, ..., 2,4 in folgender Weise zusammenhingen ’”): 
4 = 1% (-lSa5 +) 
(3, 1) — (-1S5%5+)) 
nai = r VX, cos p 0S 9S 22) 
mm+2 = r VX, sin y (X, = 1—af—...—2? > 0). 


Der Winkel zweier Ortsvektoren OM und OM’ ist in diesem Falle bestimmt 
durch 


(3,2) cosy = cos X MOM’ = 2,4, +...2,2, + VX, X, cos(p—q’). 


Bei der Integration der Potentialgleichung und der Wellengleichung in 
zonalen Koordinaten treten die sogenannten Uberkugelfunktionen auf. Zu 


ihrer Bildung betrachtet man zweckmiaSig die beiden Polynomsysteme 
US, 4 ty (Fiy ++ +> Tq) und i m, (Ti, +++» 2n), Welche durch die 


erzeugenden Funktionen 
[(ay %y +... + G_ 2 — 1)? + (a2 +... + 03)(1— 2? —...— af) |? 
= = ay? ee << Ue... +My (gy 205 Ln) *) 
und 
n+e—1 
2 





[1 —2a,%,—...— 2_% +a;+...+42|~ 


(2) 
== Day?... a” Vin,,..., mp (Zar---> Be) *) 


7) P. Appell et J. Kampé de Fériet, Fonctions hypergéometriques et hyper- 
sphériques. Polynomes d’Hermite. Paris 1926. §S. 21], Gleichung (24). Dieses 
Werk wird mit A.-K. zitiert. 

8) A.-K., 8. 263. 

%) A.-K., 8. 249, Gleichung (48). 
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erklart werden kénnen. Die Summen erstrecken sich iiber alle nichtnegativen 
ganzen Zahlen m,, ..., m,. Mit Hilfe dieser beiden Polynomsysteme werden 
die beiden Systeme von Uberkugelfunktionen 
fu, *) (a, *) 
Pr, ..,h, und Qr,: yh 


n n 


gebildet, und zwar ist*®) 


4 
(u, *) 2 (2* +1) 
(3, 3) 
z 


> 


(a, *) _ 2 y(2x + 1) 
| om: rAy = X) fe 


Hierbei bedeutet, wie im folgenden stets, 4 den Grad, ~ die Ordnung der 
Uberkugelfunktionen und es besteht die Beziehung 


(3, 4) hy +... +h, p—Zzx. 


Die allgemeinste Kugelflachenfunktion Y, vom Grade uw kann nun entweder 
aus den Elementen des Systems 


€ | =4 5 ve a) 
(3, 5) a hy (24, ecg Ly) ein x, 
oder aus den Elementen des Systems 
cos 
. (a, ¥), 
(3, 6) Qn; » An Bis +2 05 Tn) i *? 


linear zusammengesetzt werden. Die Gesamtheit aller Funktionen (3, 5) 
und (3, 6) bildet ein Biorthogonalsystem™). Das iiber die gesamte Oberfliche 
der Einheitskugel des (n + 2)-dimensionalen Raumes erstreckte (n + 1)-fache 
Integral 


| a, *) in’, x’ cos cos , 
(3, 7) I = —? xp . x odo 


hy, -- sy hy Phy, -+ +s hn gin sin 


(dw = da,...d2,d¢) 


verschwindet auf Grund der bekannten Orthogonalitatseigenschaften der 
trigonometrischen Funktionen einerseits und der Uberkugelfunktionen 
andererseits’*) immer, wenn nicht gleichzeitig alle 4; mit h, (j = 1,..., 8), 
uw mit «’ und also auch x mit x’ iibereinstimmen, und auBerdem in J entweder 


10) A.-K., 8. 301, Gleichung (3) und 8. 303, Gleichung (13). 

1) Nur im Falle des dreidimensionalen Raumes n = 1 fallen die beiden 
Systeme zusammen, und bilden dann ein Orthogonalsystem. 
12) A.-K., S. 306f. 








) 
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cos* x m oder sin* x  auftritt. In diesen Ausnahmefillen ergibt sich fiir das 
alsdann von Null verschiedene Integral") 





Sas 
a® ! (u +x)! 1 
(3, 8) I = —— = 
- (2x)! Ail...B te, 
ets r(x+) 1 


(h, = hig = 1,...,.n3; op = w’, x = *’). 
e, hat dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen. 


§ 4. 
Die spezielle Integralgleichung der Uberkugelfunktionen. 
Zu einer in unserem (n + 2)-dimensionalen Raum in der Richtung 0M’ 
fortschreitenden ebenen Welle gehért genau wie im Falle des dreidimensionalen 
Raumes die Wellenfunktion e'*’°*”. Die Integration der Wellengleichung 


in zonalen Koordinaten fiihrt auf Uberkugelwellen, denen Wellenfunktionen 
von der Gestalt 


n 


(kr) 27 a (kr) Y,, (24, .- +> Sas Y) 
B+ > 


entsprechen. Y, ist eine beliebige Kugelflachenfunktion vom Grade yp, 
die also entweder mittels des Systems (3, 5), oder des Systems (3, 6) aus- 
gedriickt werden kann. Die Ableitung der Integralgleichung geht genau so 
wie im Falle n = 1 vor sich. Der Zusammensetzung der ebenen Welle aus 
achsensymmetrischen Kugelwellen, deren Achsenrichtung mit der Fort- 
pflanzungsrichtung der ebenen Welle zusammenfillt, entspricht die bekannte 
Entwicklung ") 


(4, 1) eftreoey — oz r(}) b i ie (u + >) V (cosy) (kr) = J, a(kr). 


Die Entwicklung von V\? (cos y) nach allgemeineren Kugelflichenfunktionen 
erfolgt hier mittels der Formel™) 


r(x + 5) (2x)! 





u“ 
(4,2) VS" (cosy) = 2S” e, —— 
x0 r(}) (w+ x)! x! 

. ZS yh eee ag! Pen (Sas os Sa) Qi” ng (tir ++ tal COB%(— — GD), 
Ay +..-+hg=a—x 
18) Vgl. A.-K., 8. 307, Gleichung (21). 

14) G. N. Watson, A treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge 
1922. § 11, 5, Gleichung (2). Es ist zu beachten, da® die von A.-K. verwendete 


Bezeichnungsweise der ultraspharischen Polynome mit der Gegenbauerschen Be- 
zeichnungsweise folgendermaBen zusammenhangt: 


ny (z) us oft) (z). 


15) A.-K., 8.312, Gleichung (37). 
Mathematische Annalen. 115. 
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einer Verallgemeinerung des Additionstheorems der Legendreschen Polynome, 
und liefert eingesetzt in (4,1) die fiir die Zusammensetzung ebener Wellen aus 
allgemeineren (nicht mehr achsensymmetrischen) Kugelwellen maBgebende 
Entwicklung 





J ae 
n head a ! 
4.3 ikrecosy - 92 7 a"*(u- ” ) nates - (34 fe =! 
( »* ) é - = 7 \f Bs 2 (a + x) 7 x)! _ 
u=0 (k 3 x= 


| Sys eee Deg! Pan (hay +s Sn) Dae?” ny, (is «++» Ly) C08 %(” — GD]. 


Sowohl in (4, 2) als auch in (4, 3) ist die n-fache Summe iiber alle der Be- 
dingung (3, 4) geniigenden nicht negativen, ganzzahligen Werte von h,, .. ., h 
zu erstrecken. 


n 


cos 


Multiplikation von (4,3) mit Pi” , (z#,,...,2,) nm zg’ und 

i n g 
darauffolgende Integration iiber die gesamte Oberflaiche der Einheitskugel des 
(n -+- 2)-dimensionalen Raumes liefert, da wegen der in den Verinderlichen 
S,-«ptes O (—-T SKS s+ l<2,<51, 0< yp’ <22) gleich- 


miBigen Konvergenz von (4, 3) gliedweise integriert werden darf, auf Grund 
von (3, 8) 


(a cos 
4,4 a. ee CR ae 
(4, 4) Day sco Mg, ™) sin Y 
(n +1) cos 
4 x COs (M, x : " , ’ 
= A, [ ee Y Py oe (%1,..-,%,) . xg’ dw 
: sin 
mit 
(4, 5) l 9 = cu (22\2 
\*9 — = 2a" | — . 
Au 4 ) Jn (2) 
2 


Da der sich hieraus ergebende Eigenwert nur von u abhangt, so folgt hieraus, 
da jede lineare Kombination der Eigenfunktionen von (4, 4) mit demselben j:, 
d. h. also jede beliebige Kugelflichenfunktion Y (x, ..., Zn; p) vom Grade u 
der Integralgleichung 


(4, 6) (Za, - 0-9 Bus HP) 


22 
Af... fete cory | g)daz,...d r, dy’ 
(-15%451,...-135%5961,X%,=>0) 
geniigt. A, ist mindestens ein N,, = (2 u + n) (ut ray -facher Eigenwert 


dieser a nE, da es bekanntlich™) N, voneinander linear unab- 


8) ALK. S. 201. 
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hangige Kugelfunktionen vom Grade y gibt. Da A, ein genau N_-facher 
Eigenwert ist, geht aus folgender Uberlegung hervor: Die er " kénnen, 


wie jede Kugelflichenfunktion, durch die P{* , linear und homogen 
a? * 


ausgedriickt werden. Die Eintragung dieser linearen Kombination der Pt” _, 
pr rn 


an Stelle der Q” », in die innere (nach x fortschreitende) Summe in (4, 3) 
re 


verwandelt diese in eine quadratische Form der NV, Funktionen Pi” , 
= n 


mit festem u. Die Transformation dieser quadratischen Form auf ihre Haupt- 
achsen, welche die bilineare Reihe des Kernes erzeugt, fiihrt die quadratische 
Form in die Summe von héchstens N,, Quadraten iiber. Da andererseits aber 
mindestens N , Kigenfunktionen vorhanden sein soliten, so miissen es genau N , 
sein. 

Die Integralgleichung (4, 6) ist — wie ich an anderer Stelle naher auszu- 
fiihren gedenke — gleichbedeutend mit einer Integraldarstellung der Wellen- 
funktionen verallgemeinerter Kugelwellen in mehrdimensionalen Raumen 
entsprechend der Uberlagerung solcher Kugelwellen aus ebenen Wellen, und 
zeigt auch, in welcher Weise allgemeinere Kugelwellen aus den einfachsten 
kugelsymmetrischen durch gewisse Differentiationsprozesse gewonnen werden 
kénnen. 


§ 5. 
Die allgemeine Integralgleichung. 


In den vorangehenden Paragraphen wurde gezeigt, daB simtliche Kugel- 
flachenfunktionen des Raumes von n + 2 Ausdehnungen (n = 1, 2, 3, ...) 


Eigenfunktionen der Integralgleichung 


(n +1) 


,1) Y,(M) = 4, { eee ¥,(M’)do’ 


a 


( 


sind, deren Grundgebiet die Oberfliche der Einheitskugel in diesem Raume ist. 
a bedeutet einen willkiirlichen Parameter, der die Eigenwerte nach (4, 5) 
bestimmt. Mit Hilfe dieses willkiirlichen Parameters kénnen wir zu weitaus 
allgemeineren Kernen etwa von der Gestalt 


(5, 2) K (M,M’) = [k(a)eeomrda 


iibergehen. Ein gemeinsames Kennzeichen aller auf diese Weise entstehenden 
Kerne ist, daB sie von den Verinderlichen 2,,..., 2), 9; %,,..-; a, @ 
nicht auf eine beliebige Weise, sondern nur in der Verbindung cosy ab- 
hangig, also Funktionen des sphirischen Abstandes auf der Uberkugel des 
(n -+ 2)-dimensionalen Raumes sind. Angesichts dieser Tatsache ist es sehr 
naheliegend, zu fragen, ob eine in gewissen Grenzen willkiirliche Funktion 
von cosy als Kern einer Integralgleichung angesehen werden kann, deren 


30* 
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Kigenfunktionen die Kugelflachenfunktionen sind, und welche Beschrankungen 
etwa einer solchen Funktion auferlegt werden miissen. Da es uns hier auf 
méglichst groBe Alligemeinheit nicht ankommt, so werden wir uns mit der 
Aufstellung einfach zu ermittelnder hinreichender Bedingungen begniigen, 
und folgenden Satz beweisen: 

Ist K (cos y) eine im Intervalle | < cosy < + 1 samt threm Quadrate 
im Lebesqueschen Sinne absolut integrable Funktion der reellen Verénderlichen 
cos y, so gentigen alle Kugelflichenfunktionen der Integralgleichung 

("4+ 1) 


(5, 3) f{(M) = A ( K (cosy) { (M’) do’, 


« 


und der allen Kugelflichenfunktionen won einem festen Grade 4 gemeinsame 
Eigenwert A,, ist bestimmt durch das sicher konvergente Integral 


(5, 4) . a (22)? > ( a 2J n (a) k (a) da, 
” =.= a+, 
in dem 
1 
— 1 [ ; 
(5, 5) k(a) = = e~ ‘#? K (B)dB 
—1 


bedeutet. 

Den Beweis fiihren wir auf Grund bekannter Satze aus der Plancherelschen 
Theorie der (komplexen) Fourier-Transformation'’). Aus diesen folgt namlich, 
daB k(x) in jedem endlichen Intervall im Lebesgueschen Sinne absolut 
integfabel, und im Intervall (— oo, + o) zumindest quadratisch integrabel 
ist, ferner, daB die Funktion 


A 


(5, 6) K, (cos y) = f e! « cos 7 k (a)d a 
A 


im Intervall 1<cosy <1 mit A — o im quadratischen Mittel gegen 
K (cos y) strebt. (AuBerhalb dieses Intervalls strebt K , (cos y) mit A > o 
gegen Null'$).) 

= K (cosy), wenn —1 S cosy = +1 

0, wenn cosy < — 1, oder cos y > 1. 


= 


A- 


I 


(5,7) l.m. Ky, (cos y) 


17) Vgl. z. B. 8. Bochner, Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale. Leipzig 1932. 
§ 41, 8. 173ff., insbesondere Satz 52 und Satz 53. 
1*) Man sagt, daB eine Funktionenschar f, (x) fiir A > co .,im quadratischen 
Mitte] gegen /(x) konvergiert*, in Zeichen 
l,m. f, (2) =f (2), 
A->x 
wenn 
fire, j,(z)Pdz>0 fir A» o. 


-_— @ 














Integralgleichung der Kugelfunktionen. 


Aus (5, 6) und (5, 7) folgt 


(n+ 1) (n +1) 
(5, 8) j K (cos y) Y, (M’)dw’ = lim j K , (cos y) Y, (M’) do’ 
(n +1) i 
= lim f{ do’ Y,(M’) { #erk(a)da, 
A> = asa 


denn nach der Schwarzschen Ungleichung ist 
(n+ 1) 
j [K (cos y) — K, (cos y)] Y, (M’) dw’? 
(n+) (n+ 1) 
= j |K (cos y) — Ky (cos y)|? do - [ \Y,, (M’)P do’, 
also, wegen (5,7) und der Beschrinktheit der Kugelflichenfunktionen, fiir 
hinreichend groBe Werte von A betiebig klein. Auf der rechten Seite von (5, 8) 
kann nun die Reihenfolge der Integrationen unter dem Limeszeichen offenbar 
vertauscht werden. Daher ist 
(n+) +A (n + 1) 


J K (cosy) ¥,(M')dw’ = lim { dak(a) [ e<o7Y¥,(M')do, 
A->= 4 


oder nach (5,1) und (4, 5) 
n+l) n A n 


j K (cosy) Y,,(M’)dw’ = Y,(M)(22)? ~ 


Bia 

i lim f « -2J — , (a)k(a)da. 
a-> A at? 

Auf der rechten Seite kann nun der Grenziibergang A — o ohne weiteres 

durchgefiihrt werden. k («) ist eine im Intervalle (— o, + oo) quadratisch 


n 
integrable Funktion, « *J ,, (a) hat dieselbe Eigenschaft, und das 


2 
Produkt zweier quadratisch integrabler Funktionen muB nach der Schwe rz 
schen Ungleichung integrabel sein. Daher existiert das von — o bis + o 
erstreckte Integral und ergibt die zu beweisende Integralgleichung. 


(Eingegangen am 22. 5. 1937.) 








On the Properties 
of Analytic Functions in Abstract Spaces. 


By 
Angus E. Taylor in Princeton (N. J., USA). 


In its broad outlines the Cauchy-Weierstrass theory of analytic functions 
has been extended to complete, complex, normed vector spaces, or, as we 
shall more briefly say, complex Banach spaces). It is our purpose here to 
investigate certain further matters in this generalization, and to consider 
the properties of analytic functions in some particular spaces of infinite 
dimensionality, especially Hilbert space. 

The paper is composed of four parts. In the first are contained the 
fundamental definitions and propositions of the theory which we shall need; 
most of these are recapitulated from the paper of the author referred to in 
footnote '), but a few are new. The second part is an exposition of the proper- 
ties of numerically valued analytic functions of an infinite number of complex 
variables z,, Z,, ..., the sequence {x,} being regarded as a point in the 
Banach space (l,) [when p = 2 this is a Hilbert space]. Some interesting 
examples are included. Then follows a section on analytic functions of two 
variables, one abstract and one numerical. The principal result here is a 
generalization of Hartogs’ theorem which states that a function which is 
analytic in each of two variables separately is analytic in the two together. 
Finally, by means of a certain isomorphism between two particular Hilbert 
spaces, we are able to determine important and interesting relationships 
between analytic functions whose values lie in the Hilbert space (/,) and 
numerically valued analytic functions of two variables. 

1) See the author’s paper, Analytic Functions in General Analysis, Annali della 
R. Scuola Normale Superiore di Pisa (in press), also Comptes Rendus 203 (1936), 
pp. 1228—1230. A theory of analytic functions defined by abstract power series was 
developed by R. S. Martin in his California Institute of Technology Thesis (1932). 
These results were first announced in 1931—1932 (see Bulletin of the Americar Mathe- 
matical Society 37 abstract 371, p. 824, and 38 abstract 138, p. 349) and were later 
used by Martin and Michal [see footnote )]. Professor Michal’s comments and cri- 
ticisms concerning Martin’s work led me to establish the theory of analytic functions 
from a somewhat different approach, based on the work of Gateaux [footnote 4)]. 
At about the same time (1935) some of the essential features of the theory were an- 
nounced by L. M. Graves (Bulletin of the American Mathematical Society 41 (1935), 
pp. 641—662). My own work was independent, however. 
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1. Fundamentals of the General Theory. 


Let E, E’ denote complex Banach spaces. By a domain in E we 
mean an open point set. A region is a domain plus some, all, or none of 
its boundary points. A neighborhood of a point is an open set containing 
the point. 

Definition 1. If a function {(z) with values in £’ is defined in a neigh- 
borhood of a point 2, in £ it is said to admit a variation, or Gateaux differen- 
tial, df (x; y) at x, if the limit 





lim f (xo + ep) [Mee) = 5 f(x»; y) 


t™-—0 
exists, for each point y in £. 

Definition 2. A function f(z) with values in E’ is said to be analytic 
in a domain D of £ if it is defined and continuous there, and admits a variation 
at each point of D. It is said to be analytic at a pointifit is analytic in some 
neighborhood of the point. 

Unless otherwise stated a function is always assumed to be uniform, or 
one-valued. 

If the space £ is the plane of the complex variable « the variation 5/ (a); 8) 
of an analytic function f (a) is the differential ? f’ (a). The usual developments 
arising from the complex line integral and Cauchy’s theorem are valid in this 
case*). In particular Cauchy’s integral formula and Morera’s theorem are 
valid for the generalization. 

If f (x) is continuous in D another way of saving that it is analytic there 
is the assertion that for each z in Dand y in FE f (x + ay) is an analytic func- 
tion of « at « = 0. From this remark flow the main results of the theory. 

Definition 3. A function p(z)on E to £’ iscalled a polynomial of degreen 
if (i) it is defined and continuous at each point of £, (ii) for each 2, y in E 


n 

p(x + ay) may be written p(z + ay) = 2 a’ p,(z, y), and (iii) for some z, y 
Pn (7, y) = 0. If in addition p(«z) = at the function 1s called a 
homogeneous polynomial of degree n *). 

A polynomial is analytic at all points of £. 

By the second variation 6? f(z; y,, ya) of f(x) is meant the variation, 
with increment y,, of 4 f (x; y,) as a function of x alone. Higher order varia- 
tions are defined similarly. If / (x) is analytic in D its variations of all orders 





*) This was first noted by N. Wiener, Fundamenta Mathematicae 4 (1923), 
pp. 136—143. 

%) This definition is due essentially to R. Gateaux, Bulletin de la Société Mathé- 
matique de France 50 (1922), p. 1—21, especially p. 8. Its consequences have been 
fully developed by R. S. Martin in his thesis, California Institute of Technology, 1932. 
See also Mazur and Orlicz, Studia Mathematica 5 (1935). 
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exist and are analytic in D; they are also linear in each of the increments y;. 
If in the mth variation 6" f(z; y,,..., Y,) we set y, = y (i =1,..., n) 
the resulting function, which we denote by 6"/ (zx; y), is a homogeneous 
polynomial of degree n in y. The variations of / (x) are Fréchet differentials‘). 

Because of their importance, and the use which we shall have for them 
in this paper we now state two key theorems. 

Theorem 1.1. If f(z) is analytic in the sphere ||z — z,|| << 0 it may 
be expanded in the form 


(1.1) f(z) = f(a) + D) <0" f (x; x — 2). 

n=1 
The series converges uniformly in each compact set G extracted from the 
closed sphere ||z — z||00(0<6< 1). Furthermore, there exist 


positive numbers K, 0, (@,< @) such that if yis in Z, || "f (9; y)||S = 


y||*. 
o” vil 
Therefore the series (1. 1) converges uniformly in the sphere || z— z9|| S 6 ,, 
and f(z) is bounded in that sphere. 

Theorem 1.2. Let the terms of the series 





f(z) = u,(z) + ug(z)+... 


be analytic in a domain D of £, and let the series converge uniformly in each 
compact set extracted from each closed sphere lying in D. Then f(z) is 
analytic in D and its variations may be calculated by taking the series of 
variations of the separate terms %, (2). 

In particular, if «, (xz) is a homogeneous polynomial of degree n, the 
series is called a power series. In that case 6"/ (0; z) = n! u, (x). The use 
of power series affords a means of introducing the idea of analytic continuation. 
The fruitfulness of this conception lies, of course, in the uniqueness of the 
continuation, which is a result of the fact that if f(z) is analytic in a 
connected®) domain D, and vanishes throughout a sub-domain A, it vanishes 
throughout D. 

The part played by compact sets in the present analysis is very important. 
The following modification of a classical theorem is very useful. 

Theorem 1.3. Let {(z) on £ to E’ be continuous in a closed region R 
of E. Then it is bounded and uniformly continuous in each compact sub-set 
of the region. 

For the proofs of Theorems 1. 1—1. 3 we refer the reader to the author’s 
paper already referred to. 


*) M. Fréchet, Annales de |’Ecole Normale Supérieure 42 (1925), pp. 293—323. 
5) A domain is connected if to each pair z,, z, of points in D corresponds a con- 
tinuous image z(t) of the interval 0<¢< 1, with x(t) in D, x(0) = x, x(1) = x,. 
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The following results, while they are strictly analogous to those of classical 
theory, are new in the abstract theory. 

Theorem 1.4. Let the members / (xz) of a family of functions on E 
to E’ be analytic in a domain D of E, and possess a common bound there. 
Then they are equicontinuous in each region interior to D®). 

Proof. Let R be a region interior to D, and | > 0 a number such that 
for each Zp in R the sphere || z — 2»|| S/ lies in D. For an arbitrary y + 0 
in E choose r so that r || y|| = 1. Then for each z in R f (x + ay) is an analytic 
function of « when |«| Sr. Accordingly, if C, is a circle of radius r about 
a=0 


a=0 
. 


n! f(w+ty) 
Fai | str ot 
Cy 


, where ||/ (x)||< M in D for all 





& f(z;y) = Sle + ay) 





n 
Then || &*/(z;y)\| < ni M = mae 


= n 
members of the family. Now suppose that z, z’ are two points in R such 
that ||2 — 2’ || <1; making use of (1. 1) and the above inequality we have 
7 ile—z\"_ Miiz’—=z]| 


li@)-t@ism S' lA. 


From this the result follows. 





1 


As an application we have: 

Theorem 1.5. Let {f, (z)} be a sequence of functions on £ to E’, each 
analytic in a domain D of E£, and convergent to a limit f(z) in D. If in each 
region interior to D the members of the sequence possess a common bound, 
the limit f(z) is analytic in D. 

Proof. Let z, be any point in D, and ||z — 2 || S og a sphere interior 
to D. Given e>0 choose 6< 9 so that ||x% — || < 6 implies 


fn (x) — fy (2) |! < = for all n, which is possible, by Theorem 1.4. Then 
also ||f (x) — f (»)||S — Also, we can choose N so that n= WN implies 


\| fn (Zo) — f (%)|| << 3" 


But then 
I fn (2) — f (x)|| S| fn (@) — fn (@o)|| + || fn (%0) — f (%o)|] + [1 f (to) — f (2)|| 
lfn (2) — f(x)||<e |e — a|| < 6 n=>N 


and so the convergence is uniform in the neighborhood of 2). Therefore 
f(z) is analytic at z), and so at every point in D, by Theorem 1. 2. 

6) We say, for brevity, that a region’ R is interior to D if it is contained in D and 
if there is a positive lower bound to the distances between points of R and the 
boundary of D. 
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2. Analytic Functions of an Infinite Number of Complex Variables. 


In this section we shall consider the wellknown space (I,) (p =} 1) of all se- 


quences xz = (x, Z,, ...) of complex numbers such that 2 |z,|? is finite, 
va] 


the norm being defined by ||z|| = ( 2 |z,|?)"”. (l,) is a complete, separable 
r=] 


space. A theorem of fundamental importance for us is the following pro- 
position about compact sets in (I,). 


Theorem 2.1. A set of points G in (l,) is compact if and only if there 


==) 


exists a convergent series of non-negative constants Y a? such that for each z 
r=] 
in G and each » there persists the inequality’) 


| 2_|? + |Z, 


n 


a, ae <G@+G4,+- 


n+1 


It is useful to regard the theory of complex-valued analytic functions 
on (I,) as an extension of the classical theory of functions of n complex vari- 
ables, the » variables being replaced by an infinite number. 

With each point z of (1,) we associate the point c” = (z,, ..., Z,, 0, 0,...) 
with all components after the nth equal to zero. This correspondence 
defines a (continuous) linear transformation of the space (/,) into an n-dimen- 
siona! linear manifold, or subspace (I®). We note that ||z” || S || z\|. 

It is natural to expect that a characteristic property of an analytic 


function /(z) on (l,) should be the existence of the partial derivatives vl 
Cc 


with respect to the components of z. This is indeed the case. 
In order that a complex function f(z) be analytic in 


Theorem 2.2 
(l,) it is necessary and sufficient that it be continuous in D 


a domain D of 
and possess first partial derivatives = 
Proof. The necessity of the conditions is evident from Definition 2, § 1, 


of at each point of D. 


for pa is the variation df (x; y) with the increment y = (0, 0,...,1,0,...), 


; 

the unit component appearing in the vth place. It is enough to prove 
the sufficiency for a domain D of the form ||z||< R. Corresponding 
to each integer » consider the function f, (x) = { (x). Each of these func- 
tions is continuous in D. At the same time we may regard / (x) as a func- 
tion p (z,, ..., Z,) of n variables in the domain || z|| < R of the space (i). 
Since it is continuous and admits first partial derivatives there it is analytic 





7) This theorem was given by M. Fréchet for p = 2, Rendiconti de! Circolo 
Matematico di Palermo 30 (1910), p. 18—19. The generalization entails no difficulty, 
and we shall omit the proof. 








Analytic Functions in Abstract Spaces. 471 


in the classical sense. But /,,(z) is also analytic in the domain D: ||z|| << R 


™ 


of the space (I,), for it is continuous and admits a variation at each point: 


Fah(e + ayiem=e= Ete, (2 y, 


as is manifest from the properties of p(z,, ..., Zn). 

Now if z is a fixed point in D the sequence {f, (z)} converges to / (x) 
for c” — x and f(z) is continuous. Moreover, the convergence is uniform 
in each compact set contained in one of the spheres ||z|| <= R’ (R’ < R). 
To prove this let G be such a set, and let G’ denote the set G together with 
all points z™ (mn = 1, 2,...) where zis inG. It is not difficult to show that G’ 
is also compact and contained in the same closed sphere with G. f(z) is then 
uniformly continuous in G’, and if ¢ > 0 is given there is a 6 > 0 such that 
if x,, Z, are in G’, ||x, — x_|| < 6 implies |f (z,) — f (z_)| < ¢. Now choose 





N so that n > N implies ( 2 a?)"? <6, where 2 a? is the series corre- 
1 ra 


sponding to the compact set by Theorem 2.1. Then when n > N 

( ES |a,pye =|2—aI<o 

vorn+l1 
for each z in G, and so |f (x) — f, (x)| < e. It follows by Theorem 1. 2 that 
/ (x) is analytic in D. 


The question naturally arises as to whether merely the existence of the 





partial derivatives ! in D implies that /(z) is continuous. The answer 
sf 


is in the negative, as will be shown presently. We may, nevertheless, replace 
the hypothesis of continuity in Theorem 2.2 by various assumptions which 
are, in themselves, weaker, and yet retain the same conclusions. The most 
interesting of the results which arise in this way is the following. 
Theorem 2.3. In order that / (x) be analytic in D it is necessary and 





sufficient that the partial derivatives exist and that to each point 2 


of D there correspond a sphere Az: || — z|| << r, and a constant Mz such 
that for all z in K; 


(i) (TE (2) < Mz, (ii) f(T? (@) +f) 


where 


(n) = 
T, (2) ee ee? ee 


Proof. The conditions are necessary, for if /(z) is analytic at z it is 
bounded in a sufficiently small neighborhood of the point (Theorem 1. 1). 
To prove their sufficiency it will he enough to assume that D contains the 
point z= 0 and prove that f(z) is analytic at this point. Note that 
T™ (xz) = «™. Then, as in the proof of Theorem 2. 2, we let 
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fn (x) = f(x) = — (ay, ..., Z), and observe that ¢ is analytic (and hence 
continuous) in the domain (zf +... + 2%)""” < rq of the space (I), for it 


admits first partial derivatives there. Since ||z || ||z!| it follows that 
/, (z) is also continuous, and therefore, by Theorem 2. 2, analytic in K,. By 
(i), (1) and Theorem 1.5 we conclude that /(z) is analytic in Ky. 

We shall give an example to show that condition (ii) of Theorem 2.3 
may not be omitted. Let (I) be the set of points in (I,) of the form 


x 


a” = (z,, Za, .--, %, 0,0,...) and 8 py (i) the totality of such 


n=0 
points. Let F, (z) and F, (x) be two distinct functions, each analytic in (1,) 
(i. e., integral functions) and bounded in each sphere || z|| < R. For example, 


7 ~y 1 n , l 
F, (z) =1+ - ni Zn; F, (2) = = Fi (2). 
n=1 
Then define 
f(z) =F,(z) zin 8, 
f(z) = F,(z) 2a in (l,) —S. 


The function / (xz) has partial derivatives at all points of (/,), namely 
Of oF, - OF, 


dz, 4 Oz, . Oz, 





according as x is in S or not. Also, {(z) is bounded in each sphere; yet it 
is not analytic, and indeed, may be discontinuous at every point where 
F, + F,, since S is everywhere dense in (I,). 

Theorem 2.2 brings into evidence the interesting fact that if f(x) is 
analytic it may be expressed as the limit of a sequence of functions each of 
which depends on only a finite number of variables. We shall see that in 
certain cases f(x) may be approximated by a sequence of polynomials in a 
finite number of variables. 

Theorem 2.4. If f(z) is analytic in the sphere ||2|| < R it may be 
expressed in the form f(z) = lim P,, (z,, ..., Z,) where each P, is a poly- 

n—> co 
nomial of degree Sn in 2,,..., %. The sequence converges uniformly in 
each compact set extracted from the sphere ||z|| SO6R (0 < 6 < 1). 

Proof. Let G be such a compact set, and let G’ be the set G together 

with all points 2” (n = 1, 2, ...) where z is in G. Then G’ is also compact, 








and so the power series expansion f(z) = 2 h, (2) (h,(z) = + 8'f(0;2)) is 
y=0 


v! 


a 
uniformly convergent in@’ (Theorem 1.1). Define P,,(z,,....%) = 2 A, (x). 


U 
r=0 


Then | f (2) — Pa (ts, ---» | S If ()—-F(@™)|+1 2h, (|. 


rome 


If ¢ > 0 is given we can, as in the proof of Theorem 2.2, hoose N, so that 
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n = N, implies |/ (xz) — f(x) | < 3 when z is in G. We can also choose 


x 


N, so that n=N, implies| ZY h,(y)| < 5 when y is in G’. Choosing 
1 


v= nt 
N = max (N,, N,), y = 2™ we have |f (x) — P, (x1, ..., %)| < ¢ when 
n = N and z is in G. The polynomial character of P,, is a consequence of 
the fact that h, (x) is a homogeneous polynomial of degree v in x (see Defi- 
nition 3, § 1). 

We shall indicate in more detail some of the properties of analytic func- 
tions on the Hilbert space (I,} 

Theorem 2.5. Let f(z) be analytic in a domain D of (l,). Then the 
partial derivatives of all orders of f(z) exist and are analytic in D. The 


; | af 
series > 


Ox 
vas i : 


center of a sphere in which the value of the series remains less than a positive 


2. : — 
is convergent at each point of D, and each such point is the 








Y gf 


constant. The bilinear form he) Sees 
, Ox, Ox, 


y, 2, 18 bounded in the sense 

aslr= 
of Hilbert at each point of D, and each such point is the center of a sphere 
in which the bound M, (x) of the form has a finite upper limit. In general, 
the nth variation of f(x) is a bounded n-linear form &) 


Oy a" f (x) 1 n 
n . 1 —_ —— 
whose bound M,, (c) is uniformly limited in some neighborhood of each point 
of D. 
Proof. The existence and analyticity of the partial derivatives is a special 
application of the fact that all the variations of an analytic function exist 


and are themselves analytic (§ 1). Moreover, the nth variation 6" f(z; y', ..., y") 





8) By a bounded n-linear form we mean an expression Y a, Me y “7 
(r)==1 1°°° 1 n 
where the Gy ..t,_ ore symmetric in the indices, and there exists a constant M 
<eTR 
such that 
m m , a ™m 2 m ao 2\4 
| = se. Ps Gy... Vr Hoy | = M ( Ps |, | oe. Xl Mn | )? 
‘= 


“4 =1 ™ = 1 "1 =1 


for each integer m and all sequences (y;, ..., y},) (v = 1,..., ). The least such M 
is called the bound of the form. It is not difficult to show that the most general n-linear, 
complex function L (y', ..., y") defined on the space (1,) is a bounded n-linear form, 


the multiple series converging as n-fold iterated series in any order to the same limit, 
namely 


lim 2a ere ae 
n ! n 


Waees 
m—> co (vy )=—1 
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is an #-linear function of y',..., y*. By a theorem of Kerner®) there exist, 
corresponding to each point 2° in D, positive numbers 6. K such that in the 
sphere of radius 6 and center at 2°, || d"/ (x; y*,..., y*) || SK{|y*||... || y*I]. 
In view of the remarks in footnote *), and the fact that the bound of the 


: y of , , \"| Of \2\'le hte P 

linear form 2 dz, Ww precisely ( ,, \5e ) the remaining assertions 
v=1 , r=] 

of the theorem are now clear. 

It is a fact worthy of notice that if f(z) is analytic at the point z = 0 
of the space (/,) it may be written as a regular power series, in the sense of 
Wintner™), in some neighborhood of this point. The actual expansion of 
f(z) is a formal power series of the sort described by Wintner. Moreover, 
by Theorem 1. 1 / (z) is bounded and analytic in some sphere || z|| < 6, and 
as was seen in the proof of Theorem 2.2 / (2) is an analytic function of 

n 


Zy,..++, Z, in the sphere 2 z,|* << & of (l}’). 


In concluding this paragraph we shall discuss three special functions 
on the space (/,). The first two of these are integral functions — that is — 
analytic at all points of (/,). They are 


@(z7)=1l+24+27+...4+x 


6 (zx) 1 + 2, + 2% %eq t+... + By Ze... 2% 4 


— a 
To see that ® (z) is an integral function let R be a positive number, and G 


a compact set contained in the sphere ||z|| = R. If 2 a? is the series asso- 
‘=I 
. . : ~ l 
ciated with the set G by Theorem 2.1, choose N>psothat 2 a? < oP 
v= N+1 
ou ‘ ; ~~ 1 7 A ‘ 
Then if zisinG,|z,|< 4 and ZY |2,\"< ——whenn>N. The series for 


van iii 


& x 
® (x) converges uniformly in G, for | ¥ 2?| <= ¥ |z, 


’ 


l 
~ and as” —> 
n—1 

‘=n =n 2 
the remainder of the series tends uniformly to zero. The individual terms 
x, are integral functions of x, by Theorem 2.2. Hence ®(z) is an integral 
function, for R was arbitrary. 

The general term z, ... 2, of the series for 6 (x) is a homogeneous poly- 

n 


nomial of degree » in z; its modulus is (—)’: 
n 
n 
r1\pP n 
|ay..- MIS (—) ( Z |=) : 


®) M. Kerner, Annals of Mathematics 34 (1933), p. 548, Hilfssatz 2. 

%®) A. Wintner, American Journal of Mathematics 53 (1921), p.241—257. Wintner’s 
regular power series are analytic at x = 0, for they are continuous and possess partial 
derivatives. 


sia 














Analytic Functions in Abstract Spaces. 475 


Thus a dominating series is 1 + By (<)’ \|a!|", and this converges for 
1 


arbitrarily large values of || ||. The series for 4 (x) is therefore uniformly 
convergent, and the function is bounded in each sphere || z|| S R. 


If we form the analogous dominating series for ® (z): ~' z||" by obser- 
r= 


ving that x} is a homogeneous polynomial of degree n with unit modulus: 
| 2%! S||a||", we find that this series converges only when ||z|| << 1. Accor- 
ding to a definition of analyticity employed by R. 8. Martin and others") 
® (xz) is then analytic when ||x|| < 1, but for other values of z his general 
theory gives no information. Thus, although our approach and that of Martin 
are locally equivalent (i. e., a function analytic at a point in one sense is analytic 
there in both senses), the former leads to results which are valid, as a rule, 
in a more extended domain, and so is more general. The functions ® (z), 
6 (x) furnish illustrations of Theorem 2. 4. 

We shall conclude this section with an interesting example of a many- 
valued function obtained by analytic continuation. The example is due to 
Hilbert, but was used by him in illustrating a theory essentially different 
from ours!*), Consider the function /(«) = V1 — « with the branch /, («) 


defined by /,(0) = 1. In the circle |a| < 1 we have 0 < |f, (a)| < 2. 


If z is in (l,) define F (x) = Dah (z,). By Theorems 2. 2 and 1. 2 this 


n=] 
function is analytic in the domain D consisting of all points of (/,) such that 
|2,| <1, n= 1, 2,.... By analytic continuation we may derive the function 
elements 
1 l l , 
te fi (a) C 5a f1 (22) ga f1 (2m) 3 
each of which is single-valued and analytic in D. Their values at x = 0 
7 aes ap ¥ ee 
comprise the numbers - gtgt-.-tgt--- thus including the 


continuum of numbers from — 1 to + 1. 


3. Analytic Functions of Two Variables. 


If Z,, E, are two complex Banach spaces the product space 2, XE, 
composed of element pairs (z,, 2) where z, is in EZ, is also a complex 
Banach space when addition and multiplication are defined as is usual in 

| 


a linear algebra, and for definiteness, ||(z,, )|| = (|| 2,||® + || a,|{|*)"?. 


") A. D. Michal and R. S. Martin, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées 
(9) 18 (1934), p. 69. See also Bulletin of the American Mathematical Society 38, 
abstract 235, p. 801. 
12) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 27 (1909), p. 70. 
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A neighborhood of a point (z{, 7?) then always contains a neighborhood 
of the cylinder-region type: ||z, — 2} || < R,,||z, — 2$|| << R,. If D,, D, 
are domains in £,, £, respectively the set of points (D,, D,) consisting 
of ail (z,, z,) with z, in D, is a domain in FZ, xE£,. 

Definition 4. A function f(z,, x.) defined in a domain D of FE, xB, 
with values in £’, is said to be an analytic function of the two variables z,, 2, 
in this domain if it is an analytic function of the composite variable (z,, 22) 
in D (see Definition 2, § 1). 

Theorem 3.1. A function f(z,, 2.) is analytic in D if and only if it 
is continuous in D and the partial variations 


d = d a 
Jal (* tT eYy;, z)|\°=°, Tal (ts Ly + a ¥2)/*=° 


exist at each point of D. 

Proof. The conditions are obviously necessary. They are also sufficient. 
For let (z,, Z,) be a point of D, and consider the function of the two complex 
variables a, 8: gp (a, 8) = f(z, + ay, Zy + By_) where (y,, y2) is an arbi- 
trary point of Z, XEZ,. It is defined and continuous when |«|, || are suffi- 
ciently small, and admits partial derivatives with respect to «, 8 in the neighbor- 
hood of (a, 8) = (0,0). It may then be shown, as in classical theory, that 
@ (x, 8) admits a total differential®*), and so also that g(a, «) has a deri- 
vative at « = 0. This derivative is precisely the variation whose existence 
is required to prove that f(z,, z,) is analytic. 

In the definition just laid down we have explicitly assumed the conti- 
nuity of f(z,, 24) in D, that is, as a function of the composite variable (z,, z,). 
In classical analysis it is known that this assumption is redundant, for it 
may be deduced from the analyticity of the function in each variable taken 
separately. We shall investigate the generalization of this proposition in 
our abstract theory. In order to be precise, and for the sake of brevity in 
what follows, we lay down the definition: 

Definition 5. A function f (z,, 2) is said to be analytic with respect 
to each variable z,, z, separately in a domain D of E, XZ, if the following 
conditions are satisfied: to each point (xj, z}) of D corresponds a cylinder- 
region (D,, D,):|\z, — z}|| << R,, ||z_ — z2|| << R, contained in D and 
such that 

(i) if z, is an arbitrary fixed point of D,, / (z,, 22) is an analytic function 
of x, in D,; 

(ii) if z, is an arbitrary fixed point of D,, / (x,, £2) is an analytic function 
of z, in Dy. 





**) It suffices to prove the continuity of the partial derivatives, and this may 
be accomplished by the usual iterated integral formula of Cauchy (see footnote *) in § 1). 
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The conditions of the definition imply the existence of the partial varia- 
tions 6, f (21, %; yi), 52, / (21, 23 yg) at each point of D, but it is not 
clear that f/(x,, %,) is continuous in D. We shall determine some of the 
conditions under which it may be established that this is so. Our methods 
closely parallel those of the classical theory as formulated by Osgood and 
Hartogs 4). 

Henceforth we shall consider the case in which one of the elements of 
the couple (z,, z,) is a complex number. We then discuss functions f(z, «) 
whose values are in E’, where (z,«) is a point of the product space E xC 
(C = the complex plane). 

Theorem 3.2. Let f(z,a) be analytic with respect to z, a separately 
in a domain D of E XC; and to each point of D let there correspond a cylinder 
region (D, T): ||% — 2|| <r, |a —a| <8 such that if G is a compact 
set extracted from the closed sphere ||z — z9|| Sr’ (r’ <r) there exists 
a constant M, for which ||f (x, «)|| <<: Mg when z is inG@ and aisin T. Then 
(fz, a) is analytic in D. 

Proof. It is enough to prove analyticity at an arbitrary point (Zp, a) 
of D; we may choose r, S so small that if only points of (D, 7’) are considered, 
} (x, «) is analytic in either variable alone where the other is fixed. We shall 
for convenience assume that z), = 0, a = 0. Then we may write 








(3. 1) f (x, a) = fo (z) + af, (2) + a fy (z) +... 
and conclude that /, (xz) = f (z, 0) is analytic in D, and that when z is in G 
ff (2, 0) M, 
Il fx (2) || = |] — = ' 0<8,<S. 














Then f, (z) is analytic in D, for otherwise let m be the first integer for which 
this is not true. Then consider 
f (2 2) —fo(z) —-..—a™~*f,, _ 5 (2) 


y (z,a) = =m 


For each fixed «’, 0< |a’| < S, py(z, a’) isanalyticin D. On the other hand 





py (z, a) = fn (2) + afmgy (%) +... a + 0. 
Let a, 0 < |a| < S, be fixed. Then when z is in G 
M;, M | | 


Ilse) — f(s X' let lta Ols DS srlet= gee ag 


v= 1 vai 








14) W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, Vol. If, 1 (1929), p. 227—244. 
F. Hartogs, Mathematische Annalen 62 (1905), p. 1—88. Unfortunately the method 
of Hartogs is not well suited for application to the abstract theory, and no essentially 
different proof has ever been devised, even in the classical case. 
Mathematische Analen. 115. 31 
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and therefore lim y(z,«) = f,,(#), the convergence being uniform in @. 
a->od 


Since y(z,«) is analytic in D it follows that f,, (x) is also analytic in D 
(Theorem 1. 2). 


The terms «"/, (x) are now seen to be analytic functions of (z,«) in 


(D, 7). But if « is in G, ||" f, (z)|| < Me (‘= !)" (0 < 8, <S), and so, 
as | 
if S, << S,, the series (3. 1) converges uniformly when z is in G and |«| S S,. 
This implies that /(z,«) is analytic in (D, T), as was to be proved. 
Let us now relinquish the assumption that f(z, «) is bounded in the 
compact sets as specified in the foregoing theorem. 


Theorem 3.3. If /(z,a) is analytic with respect to z,a separately 
in the domain D, and if (zp, %») is any point of D there exists an open set 4 
in an arbitrarily small neighborhood of z), and a neighborhood T of a» such 
that f(z, «) is analytic in the domain (4, 7). The set of points of D at which 
{(z,a) is not analytic is nowhere dense, and closed with respect to D. 


Proof. We may assume z = 0, % = 0, and r, S chosen (as small as we 
please) so that when ||z|| < r, |a| < S, /(z,«) is analytic in each variable 
when the other is fixed. If then 0< S, < S and 2’ is fixed ||f (z’, «)|| is 
continuous in the closed region |«| S S,, and so bounded there. Moreover, 
\|f (zw, a)|| is, a being fixed, continuous in z. Therefore there exists an open 
set A in the sphere ||z|| <r and a constant K such that ||f(z, «)|| < K 
when z is in A and |a| SS,"). By Theorem 3.2 f(z, a) is analytic in the 
domain (4, T) if T is defined by |«| SS,. The concluding assertion of the 
theorem is evident. 

In order to arrive at the further conclusion that / (z,«) is analytic at 
the point (29, %») itself, and so throughout D, it would suffice to establish 
the following**): 


Proposition A. Let R, R,, S be three positive numbers, with R, < R. 
For each point (2’,«’) such that ||2’|| < R, |a’| << S let f(z,a’), f(z’, a) 
be analytic in the domains ||z|| < R, |a| < S, respectively. Furthermore, 
let f(z, a) be analytic in (x, «) in the cylinder domain (D,, T): ||z|| < R,, 
|a| << S. Then it is also analytic in the larger cylinder domain (D, T): 
|x|] < R, jal <S. 


15) Banach, Opérations Linéaires (1932), p.19. We recall that a complete space 
is of the second category. 

16) For supposing the truth of Proposition A to have been established we can, 
in the situation of Theorem 3. 3, choose a point z, in 4, and numbers R,, R, 8 = 8, 
so that || z»— z,||< R and the sphere ||z— z,|| < R, is contained in 4. Then 
(for convenience taking z, = 0, a, = 0) the hypotheses of Proposition A are fulfilled, 
and so f{(z,a) is analytic at (z,, a»). 
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Theorem 3.4. lf f(z, a) satisfies the hypotheses of Proposition A, 
the sequence of functions h,, (x, «) = +¢ f (0, «; x) satisfies the conditions: 

(i) A, (x, «) is analytic in (EZ, T); 

(ii) the series f(z, a) = =. h, (x, «) converges uniformly in each compact 


subset of the cylinder-region Tall SR, |a| SS’, where 2, < RS’ <S. 

Proof. The polynomial character of h,, (z,«) and the series expression 
for f(z,«), which is valid at each point of (D, T), are consequences of the 
fact that f (x, «) is analytic as a function of z alone (see §1). h,, (x, «) is also 
an analytic function of « alone, for if z is fixed the function 


f(x, a) = E ih, (a, a) 


is analytic in the two variables A, « in the range |A| ||z|| << R,, |a| << 8, 
and so is bounded in sets of the form |A| j|z|| < Rj, |«| SS’ (R, < R,, 
S’ < 8). By the reasoning employed in proving Theorem 3. 2 we then infer 
the analyticity of A, (z,«) in 7. Therefore h,(z,«) is analytic in (EZ, 7), 
for it is continuous there’), and hence analytic, by Theorem 3. 1. 
Finally, the convergence of the series in (ii) is uniform, as stated. For 
let G be one of the compact subsets in question, and choose a number r 
L<r< R,/R,. If |\z|| SR, |«| SS’ we have 
oo | {(% a) gy. 


2% ti 
|ej=r 
But by Theorem 1.3 there exists a constant M such that ||/(r z, «)|| < M 
if (x, ) is in G and |t| = 1, for the aggregate of such points (rz, «)-forms 
a compact set in a region in which the function is continuous. Hence 





lh, (wz, «)|| S =. This inequality leads to a dominating series for the series 
Tr 


in question, from which the result easily follows. 

So much has been deduced from the hypotheses of Proposition A. In 
order to prove Proposition A it would suffice to be able, in Theorem 3. 4, 
to replace R, by R in the statement regarding the convergence of the series 
in (ii). We shall prove that this is possible when the function is numerically- 
valued — that is, when the space FE’ is the complex number plane C. 


17) Since h, (z, «) is a homogeneous polynomial of degree n in z it has a ,,polar“, 
cr unique symmetric n-linear function h, (z,,..., z,,%) which is equal to h, (z, «) 
when z, =... = 2, = x. This function is continuous with respect to «, and so, 
by a theorem of Kerner (Annals of Mathematics $4 (1933), p. 548), continuous 
in the set (x,,..., %,, a); h, (x, «) is also continuous in (2, «). For the details about 
the polar of a polynomial see the reference to Mazur and Orlicz, footnote *), § 1. 
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Theorem 3. 5. If E’ is C, Proposition A is true, and therefore, if f (x, «) 
is analytic in x, « separately in a domain D of £ XC, it is an analytic function 
of (x,a) in D. 

Proof. We retain the notation of Proposition A. Let 0< 8,<S8 
and denote by 7, the region |«| SS,. Let @ be an arbitrary compact set 
in D such that for some R’ < R, @ is contained in the sphere ||z|| S PR’. 
Let G’ be the set G with the point z = 0 excluded, in case it is in @. Finally, 
choose R”’: . <2’ < B. en the functions 


R's |)! | a 
he (TTP )| = = log | ha (2,2) | + M8 Tey 


where z + 0, and n takes on only those values for which h, (x, «) +0 in T. 
For each z + 0 these functions are harmonic in 7, except at points where 
h,, (x, «) = 0 which are finite in number, and at these points the functions 
become negatively infinite. Let 0< R, < R,. Then 


ss (Hse) = (EY “(Toy x). 


But as z ranges over @’, y = Aue ] 
Therefore we may determine N so that n= WN implies | A, (750 a)|<1 


+ log 





ranges over a compact set with | y|| = &,. 


when z is in G’ and « is in T,, as a consequence of Theorem 3.4. Thus 
1 R 
(3. 2) = log he (Tey?) | < log F- 


Also, for a fixed « on the boundary K: |a| = S, of T, the series 





oc 


> (Fp a) converges uniformly in G’ (Theorem 1.1), and so we may 
n=0 


choose N, so that n=WN_, = in ¢ implies 
(3.3) [ia (= 
Now let us write 
1 R" 
we 108 | Mn (2s @) | + log = gn (a, &.) + Pn (#5, 7), 


where g,, (x, &,m) (a = & + 4m) is harmonic within 7, and takes, on K, the 
boundary values of the left member when these are positive, and vanishes 
otherwise. Denote these boundary values by G, (z, y) (y = arc «). Then 
G,, (x, y) is continuous on K and non-negative there, so that g, (xz, &, 7) = 0 
in T,. Also, in T,,—o Sp, (z, &,)S0 and therefore 


R" 2 
“(isP*)| = 9n (2, &,n). 
On the boundary K of T, we have 


= log | he (Fe «) | S Gale, v) 


Te * )\ <1. 


\| =| 
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the equality holding at all points where the left member is => 0, and the right 
member vanishing everywhere else. It follows from (3. 3) that lim @,(z, y) = 
n-> co 


for each y, uniformly in G’. By means of Poisson’s integral!*) we get the 
approximation 


gn (2 €, 0) <-otlel y,, |a| <8, 


B,—\2] 
22 
1 
M,, = 9n(z, 0,0) = rx | Gal, vidy. 
0 


By (3. 2) the functions G, (x, y) are uniformly bounded when « is on K and 


2a 


z is in G’. It is therefore clear that lim (4, (z, y) dy =0, the convergence 
a-> 0 
being uniform in G’™). Thus finally, since if 0< S’ < 8, and |«|/S 8’, 


22 
l (— 1 §,+S' 
= 108 bn (Tip a)| Say Hoy | Ole wdy 


it is possible to choose, corresponding to an ¢ > 0, a number v such that 
n fan a) <ewhenn=v, |a| SS’ and z is in G. Then 


| ay (2,0) | << (SEP Yere 


for all z in G@ (including z = 0) ifn=v. But ||z|| SR’ < R” in G and 
so the series in (ii) of Theorem 3. 4 converges uniformly when z is in G and 
\«| S 8’, for we may take ¢ so that R’/R” e' < 1. This completes the proof. 





4. Analytic Functions With Values in Hilbert Space. 


A function f(z) on the complex Banach space EF to the complex Hilbert 
space (/,) has an infinite set of components /,, (x) which are numerically valued 


and such that ¥ |fn (x)|* is finite. If f(x) is analytic, so also are its com- 
n=l 


ponents /,, (x). The further study of the relationship between the properties 
of f (z) and its components will be carried out by a device which enables us 
to draw upon the theory of analytic functions of two variables. 

Among all complex functions F (¢) which are analytic in the unit circle 
|¢| <1 the class H, of functions of the form 


F(t) =a, +a,6+a,0+... 
18) See, for instance, Osgood, loc. cit. Vol. I (1928), p. 686. 


1%) This is easily deduced from the theorem of bounded convergence for Lebesgue 
integrals. 
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where the series ~ |a,|* is convergent, is of especial interest for us. If we 


define || F|| = | z ‘a, 2)" the class H, may be regarded as a complex Banach 


space, in fact, a Hilbert space™). The following important facts are verified 
without difficulty. 
The class H, is identical with the class of all functions analytic in the 


unit circle and such that 
22 
} 
1 

lim {s— | Fi(ret*) dé 

Jim (55 | Fire")? a0) 
exists. This limit is then precisely ||F||. The function F (re‘*) approaches 
a limit F (e**) as r ~> 1 almost everywhere on 0S 0X22. This function 


belongs to the class L*, and 


22 32 





l 1 5 
a, = 5 | Pleyemeds, gt [ [Fle hdd = F layP, 
i) - 
Re. 
PO) =35 | a = eed, it}<1. 


0 


H, is isomorphic with (1), and with a subspace of the space of functions of 
class ZL? on the unit circle, under fhe correspondences F (¢) ~ (ao, a, ...), 


Fit) ~ a (e’*). The subspace of L? represented by the functions F (e**) 
127 


is a projection of the space L? on the closed linear manifold determined by 
the orthogonal set {e'""}.*) 
Of fundamental importance for our purpose is the following proposition. 
Theorem4. 1. IfF, (¢) is a member of H, for each integer n = 1, 2,... 
and if F(¢) is a member of H, such that lim \|F,, — F|| = 0 then 


lim Pn (¢) — F (¢)| = 0 the convergence being uniform in every closed 
circular region |¢| Sk < 1. 
Proof. The theorem is an immediate consequence of either of the ine- 
qualities *) 


(4.1) IFO! s te FOl <7 A 


1-7?’ 1—|tP’ I¢j/<1. 


*) Fréchet, Comptes Rendus 19741933), p. 1182; Minetti, Mémorial des Sciences 
Mathématiques, fasc. 79 (1936), p. 22—29. 

*1) For the definition of a projection see M. H. Stone, Linear Transjormations 
in Hilbert space (1932), p. 70. The relevant details will be found in Walsh, Interpolation 
and Approximation (1935), p. 141—145. 

%2) Minetti, loc. cit. p. 26. 
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If we consider a function f (xz) = (/, (x), f, (x), ...) on E to (l,) there 
is defined a function on E to Hy: 


F (x, ¢) * ~ fa (xz) o™—* 

which may alternately be regarded as a complex function of the two variables, 
z,¢. The properties (such as analyticity, continuity) of F (x, ¢) as a function 
on E to H, are merely those of the function / (x) on E to (l,), in view of the 
isomorphism between H, and (l,). We shall center our interest on the cha- 
racter of F (x, ¢) as a function of (xz, £). The basic theorem is as follows. 

Theorem 4. 2. If f(x) is defined and continuous in a domain D of E, 
the necessary and sufficient condition that it be analytic in D is that for 
each ¢,|¢| <1, the corresponding function F (z,¢) be a complex analytic 
function of z in D. F (z, ¢) is then an analytic function of the two variables 
(x, ¢) in the domain (D, K) of the product space FE xC, where K is the interior 
of the unit circle: |¢| < 1. In terms of the components /, (x) the necessary 
and sufficient conditions (in addition to the condition that f (x) be continuous) 
are that 

1° },, (z) be analytic in D; 

2° if |2,| << 1 and 2, is in D the series 


P(x, bo) = E ta 2) o37? 


converge uniformly in each compact set within a suitably small neighborhood 
of Zp. 

Proof. Let us first prove the theorem for the special case in which E 
is itself the complex plane C. Suppose that J’ is a regular closed curve in D 
containing only points of D in its interior. Then, f(z) being continuous, 


the integral f f(z) dz exists (is an element of (/,)). It has a correspondent 
P 


in the class H, under the isomorphism described above; this correspondent 


is precisely the integral |F (z,¢)dz. For we can construct a sequence g, 
r 


of sums of elements in (/,) with f (xz) dz as limit. The correspondents G, (¢) 
r 


in H, of the g, will then, from their manner of formation, converge for each £ 
in K, to the integral fF (2, ¢)da (F(z, ¢) is a continuous function of z 
r 


by the inequality (4. 1)). But ||@, — G@|| - 0 where @ (¢) is the correspondent 
of | f(z)dz, and so, by Theorem 4. 1, @(¢) = [PF (x, t) da. 
} 


Now if f (z) is analytic in D, j f (xz) dz = 0, by Cauchy’s theorem (see § 1), 
P 
and so | F(z, ¢)dz = 0 for each € in K. Then F(z, ¢) is analytic in D 
r 
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for each ¢ in K, by Morera’s theorem. Conversely, if F (x, ) is analytic in D, 
[PF (xz, )dxz = 0, Jf (2) de = = 0 and f(z) is analytic, again by the theorems 


of Cauchy and Siam. 

Since F (x, ¢) is evidently analytic in K for each z in D it is analytic 
in both variables together in (D, K) by Theorem 3. 5. The part of the theorem 
pertaining to the components /,(z) is merely a theorem of Hartogs*), 
when £ is the space C. 

Now let # be a complex Banach space. The necessary and sufficient 
condition that f(z) be analytic in D, when it is continuous there, is that 
{ (2 + ay) be an analytic function of « in some neighborhood of « = 0, for 
each fixed 2, y in D, E respectively. By what has just been proved this will 
be so if and only if F (x + ay, ¢) is analytic at a = 0 for each ¢ in K, that 
is, if and only if F(2z,¢) is analytic in D when ¢ is fixed. This in turn implies 
that F(z, ¢) is analytic in (D, K), by Theorem 3. 5. 

In this general case conditions 1° and 2° are clearly sufficient, for they 
imply that F (x, ¢) is analytic in D when ¢ is fixed. They are also necessary, 
for if F (x, ¢) is analytic in (D, K) and (2 , C4) is a point of this domain, F (z, ¢) 
is bounded as ¢ ranges over a suitable neighborhood of ¢, and z ranges over 
a compact set lying in a suitably small neighborhood of z, (Theorem 1. 3). 
By reasoning very similar to that used in the proof of Theorem 3. 2 the neces- 
sity of the conditions may then be established. 


California Institute of Technology. 
%) F. Hartogs, loc. cit. p. 22. 


(Eingegangen am 7. 9. 1937.) 


Berichtigung 


zu der Arbeit von A. 8. Besicovitch: "On the fundamental geometrical 
properties of linearly measurable plane sets of points (IT)‘‘, Math. Ann. 115, 
8. 296—329. 
Auf S. 328, Zeile 8 lies O, statt O,; Zeile 9 lies O, statt O;; 
Zeile 19 lies = > for 2 sos? » Own 

and for almost all a c P*; 
Zeile 28 Formel (4) soll lauten: LQ = : b; 
Zeile 30 hinter ,,for any «<< 0” ergainzen ,,and for almost alla Cc P*; 
Zeile 32 hinter der Formel erg&nzen ,,for all ac P*. 
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§ 1. 
Einleitende Ubersicht. 

Der Hilbertsche (engere) Funktionen- oder Pridikatenkalkul ist — 
wie auch die iibrigen gebriuchlichen Priadikatenkalkiile der ersten Stufe — 
seiner Natur nach einsortig: er kennt nur eine Sorte’) von Termen, ein 
Term kann jede Argumentstelle ausfiillen, u.s.f. Die meisten deduktiven 
Theorien sind jedoch mehrsortig; es sei nur an das Beispiel der Hilbertschen 
Grundiegung der Geometrie erinnert, die von drei Sorten implizite definierter 
Grunddinge ausgeht. Bei der Dienstbarmachung des Pridikatenkalkuls 
zur Behandlung derartiger mehrsortiger Theorien |4Bt sich offenbar auf 
eine der beiden folgenden Weisen vorgehen: 1. Man verallgemeinert ihn 
ins Mebrsortige: man legt verschiedene Sorten von Termen zugrunde und 
schrinkt alle Schliisse, die einen Termwechsel bedingen, dementsprechend ein. 
Ein solcher mehrsortiger Pradikatenkalkul gestattet in gleicher Weise die 
adiquate logische Einkleidung einer mehrsortigen Theorie wie der einsortige 
die einer einsortigen Theorie. 2. Man bleibt beim einsortigen Pradikaten- 
kalkul und fiihrt fiir jede Sorte von Termen ein Sortenpriadikat (das 
die Zugehérigkeit eines Terms zu einer Sortenklasse angibt) ein. Jede in 








1) Die Bezeichnungen ,,Typ“ und ,,Gattung’‘ wurden hier umgangen, um die 
Assoziation einer Stufung zu vermeiden. 
Mathematische Annalen. 115. 32 
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der Theorie betrachtete Aussage wird dabei ,,sortenmaBig beschrinkt*, 
d. h. ihren Bestandteilen werden bestimmte Glieder beigefiigt, die 
sich auf die Erfiilltheit der zu den Termen gehérigen Sortenpridikate 
durch diese Terme beziehen. — Soweit bislang mehrsortige Theorien 
pridikatenlogisch behandelt wurden, wurde in der Regel das letztere 
Verfahren zugrundegelegt. Da ein mehrsortiger Pridikatenkalkul in der 
Struktur seiner SchluBweisen wesentlich beschrinkter als der einsortige 
ist, bedarf die Gleichwertigkeit der beiden genannten Verfahren eines 
Beweises. Ein solcher Beweis macht nicht nur die direkte Ubertragung 
vieler fiir den einsortigen Praidikatenkalkul vorliegender Untersuchungen 
auf den mehrsortigen Priadikatenkalkul méglich, sondern durch ihn wird 
iiberhaupt erst das letztgenannte Verfahren, die Behandlung mehrsortiger 
Theorien im einsortigen Pridikatenkalkul — deren Angemessenheit ge- 
wohnlich unbewiesen vorausgesetzt wird —, gerechtfertigt; in der Tat ist, 
da bei diesem Verfahren die erwaihnte sortenmaiBige Beschrinkung ein die 
Dingsorten iiberspringendes SchlieBen nicht verhindert, zu beweisen, daB 
jeder herleitbare Satz auch durch solche Schliisse erhalten werden kann, 
die der Sortenunterscheidung wirklich gerecht werden, d. h. aber gerade: 
daB er auch durch das erstgenannte der beiden Verfahren erhalten werden 
kann. SchlieBlich erhilt man erst durch den Gleichwertigkeitsbeweis 
Klarheit iiber die Sortenpridikate, deren Zufiigung zum einsortigen Pridi- 
katenkalkul bei der Behandlung einer mehrsortigen Theorie nétig wird. 

Die Frage der Gleichwertigkeit ein- und mehrsortiger Kalkiile liegt 
bereits einer Vermutung von Herbrand zugrunde. MHerbrand ordnet’) 
einem mehrsortigen Kalkul — er legt nicht den Hilbertschen Pridikaten- 
kalkul, sondern seinen eigenen, dem Hilbertschen bekanntlich aquivalenten 
Praidikatenkalkul zugrunde — einen einsortigen Kalkul mit gewissen 
Sortenaxiomen zu; vermutet wird dann, daf fiir die Beweisbarkeit einer 
vorgelegten Formel in der mehrsortigen Theorie die Beweisbarkeit der 
sortenmaBig beschriankten Formel (diese sortenmaBige Beschrankung ist 
in bestimmter Weise zu priazisieren) in dem entsprechenden einsortigen 
Kalkul ein notwendiges und hinreichendes Kriterium darstellt. Herbrand 
spricht nicht von einer Vermutung, er bringt vielmehr fiir seinen Satz 
einen Beweis, der jedoch, wie verschiedentlich bemerkt wurde, nicht aus- 
reicht. Abgesehen von einigen kleineren Liicken geht dieser Beweisansatz, 
der sein Augenmerk auf die hinzutretenden Sortenaxiome richtet, gerade 
an der oben herausgehobenen Schwierigkeit, daB die verschiedenen Sorten 
dem mehrsortigen Beweis die meisten Strukturen des SchlieBens verbieten, 


2) J. Herbrand, Recherches sur la théorie de la démonstration (Thése Paris), 
Warschau 1930, Kap. 3, Abschnitt 3.4—3.42erster Absatz. 
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die dem einsortigen gestattet sind, vorbei. Das mag damit zusammen- 
hangen, daB der fragliche Satz in Herbrands Thése, die sich sonst ganz 
innerhalb einsortiger Kalkiile bewegt, nur als Nebenresultat in Erscheinung 
tritt; in der Tat findet sich zur Lésung jener Schwierigkeit kein Ansatz. 

Die folgenden Paragraphen 6 bis 9 und der SchluB von § 10 sind 
der Uberwindung der angedeuteten Schwierigkeit, die sich dem Beweise 
des Hinreichens des Kriteriums entgegenstellt, gewidmet. Die hier zu- 
grundegelegte mehrsortige Verallgemeinerung eines dem Hilbertschen ,,im 
wesentlichen gleichen“ Pridikatenkalkuls*), die etwas straffer als bislang 
fiir Pridikatenkalkiile iiblich formuliert ist (§ 2), wird dabei zunichst einer 
vorbereitenden Abanderung unterworfen (§ 5); die weiteren metamathema- 
tischen SchluBweisen — es handelt sich um die Konstruktion einiger 
beweistheoretischer Zusammenhangsbegriffe (§ 6) und um einige an- 
schlieBende, fiir die Beweistheorie grundlegende Ersetzungsprozesse (§ 7 
bis 9) — waren zum Beweise des Hinreichens des Kriteriums im Herbrand- 
schen Kalkul analog anzuwenden. Der Beweis der Notwendigkeit des 
Kriteriums, in dem noch keine Schwierigkeiten der Sortierung auftreten, 
ist bei Herbrand skizziert; die Ausrechnung in dem hier zugrundegelegten 
Pradikatenkalkul ist in §4 so weit durchgefiihrt, daB gleichzeitig die 
Unentbehrlichkeit der herangezogenen Sortenaxiome deutlich wird. — Die 
inhaltliche Interpretation legt die Heranziehung weiterer, das Kriterium (§ 3) 
nicht beriihrender Sortenaxiome nahe, welche Gegenstand einer folgenden 
Untersuchung sein sollen. 


§ 2. 
Definition der n-sortigen Pridikatentheorie. 


Rahmen. 
Die Zeichen einer n-sortigen Pridikatentheorie T,, teilen sich wie folgt ein: 


eee. 
Termzeichen: /{Funktionszeichen, 
Indikatoren. 
F Izeich (Formelvariablen, 
ormelzeichen: a : 
| Pradikatszeichen. 


(’ (und), V (oder), -— (folgt), 7 (nicht), 
Verkniipfungszeichen: { Quantoren, d.s. die Zeichen A (alle), E (es gibt), 
fnew Klammern und Kommata. 


8) Hilbert-Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, Berlin 1928, Kap. 3; 
Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, Bd. 1, Berlin 1934, Kap. 4; Hilberts 
Vortrige zur Grundlegung der Mathematik. 


32* 
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Eine n-sortige Pridikatentheorie kennt n Termsorten. Jedes Term- 
zeichen ist einer Sorte zugeteilt. Einem Funktionszeichen und ebenso 
einem Formelzeichen ist eine bestimmte endliche (méglicherweise ver- 
schwindende) Folge von Argumentstellen beigegeben, deren jede einer Sorte 
zugeteilt ist. Ein Priidikatszeichen besitzt mindestens eine Argumentstelle. 

In einer Priidikatentheorie stehen zu jeder Sorte beliebig viele Term- 
variablen und Indikatoren zur Verfiigung, zu jedem geordneten m-tupel 
von Sorten beliebig viele Formelvariablen mit m Argumentstellen, die 
folgetreu den Sorten des m-tupels zugeteilt sind‘), 

Ein Term der Sorte i hei®Bt jede Termvariable der Sorte i, jeder 
Indikator der Sorte i und weiter jeder Zeichenkomplex, der bei Ausfiillung 
aller Argumentstellen eines Funktionszeichens der Sorte i durch je einen 
Term ihrer Sorte entsteht (bei einer solchen Ausfiillung wird die Argument- 
stellenfolge in Klammern dem Funktionszeichen angefiigt und ihre Glieder 
durch Kommata getrennt). Ein Zeichenkomplex, der bei sortenrechter Aus- 
fiillung der Argumentstellen eines Formelzeichens durch je einen Term 
entsteht, heiBt Primformel; eine Primformel ist eine Formel. Ist & eine 
Formel, so ist auch ~ (Mf) eine Formel; sie sei als Grundformel zu & 
bezeichnet. Sind &, 8 Formeln, so sind (M) A (B), (A) v (B), (A) > (B) 
Formeln; sie mégen Grundformeln zu & und zu $ heiBen. Ist AW eine 
Formel, in der kein Quantor einen Index der Gestalt x besitzt, und ist X 
der Ausdruck, der bei sortenrechter Ersetzung irgendwelcher Termvariablen 
durch Indikatoren der Gestalt®) x entsteht, so sind A, (¥) und E, (%) eben- 
falls Formeln; sie mégen Grundformeln zu & (oder auch zu %) heiBen. 
Ein Zeichenkomplex, der aus einer Formel bzw. aus einem Term bei 
sortenrechter Ersetzung von Termvariablen durch Indikatoren (ohne gleich- 
zeitige Voranstellung eines Quantors) hervorgeht, heiBe Formelrumpf bzw. 
Termrumpf. Formeln und Formelriimpfe seien als Formelausdriicke 
zusammengefalit, Terme und Termriimpfe als Termausdriicke. 

Verabredungen zur Mitteilung. Im folgenden werden auBer 
den bereits angegebenen Zeichen des Kalkuls keine weiteren benutzt, 
sondern als Einzelobjekte der Betrachtung durch allgemeine Mitteilungs- 
bezeichnungen (deutsche Buchstaben) vertreten (wie dies bereits bei der 


‘) Man hat sich die Zeichen des Vorrats der Pridikatentheorie irgendwie 
etwa als lateinische Buchstaben mit oder ohne Zahlindex) vorzustellen; so kénnen 
als Termvariablen der ersten Sorte etwa die Zeichen v,, v., v3,... gelten. Da im 
folgenden auBer den Verkniipfungszeichen kein Zeichen des Vorrats selbst angefihrt 
wird, kann hier auf die konkrete Auffiihrung verzichtet werden. 

Kin Zeichen des Vorrats kann in einem Term und ebenso in einer Formel 
offenbar mehrfach auftreten. Es empfiehlt sich, in solchem Falle, wie die nach- 
folyende Verabredung zur Mitteilung genauer festlegt, von mehreren Zeichen des 
Terms bzw. der Forme]. welche gestaltlich iibereinstimmen, zu reden. 
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Formeldefinition geschah). Wo nichts anderes bemerkt ist, vertreten die 
Buchstaben a, ..., irgendwelche Termzeichen, die Buchstaben §, ..., M 
Charakterzeichen (unter diesem Namen werden alle Zeichen, denen Argument- 
stellen beigegeben sind, und die iibrigen Funktionszeichen zusammengefaBt), 
die Buchstaben x, ..., 3 Indikatoren bzw. als Indizes die Quantorindizes, 
BB, DW bzw. p, a, u, v, w Formel- bzw. Termvariablen. 

Von nun an sollen die eingefiihrten Termini fiir Zeichen sich bei ge- 
gebenem Term- oder Formelausdruck stets auf ein an bestimmter Stelle 
befindliches Zeichen beziehen (vgl. FuBnote °)). Gestaltliche Gleichheit 
zweier Zeichen wird durch = mitgeteilt; und wenn ein mitteilender Buch- 
stabe einmal nur die Gestalt eines Zeichens vertreten soll, so wird er 
unterstrichen (vgl. 8. 488). Die Indizes der Quantorzeichen werden nicht 
zu den ,,Zeichen“ eines Formelausdrucks gezahlt. 

Term- und Formelzeichen werden stets durch gewohnliche, allgemeinere 
Term- und Formelausdriicke durch fette deutsche Buchstaben mitgeteilt, 
und zwar Termausdriicke durch kleine, Formelausdriicke und solche Aus 
driicke, die Formel- oder Termausdriicke sein diirfen, durch groBe Buch- 
staben. Das Zeichen, mit dem ein Termausdruck a beginnt — kurz: sein 
Anfangszeichen —, wird durch den gleichen Buchstaben, a, mitgeteilt, 
ebenso das Anfangszeichen des Ausdrucks & durch WY, falls es sich nicht 
um ein Verkniipfungszeichen handelt. 

Wa} bezeichne einen Formelausdruck, in dem mindestens ein Term- 
ausdruck der Gestalt a auftritt (wihrend &(a) ein Pridikatszeichen mit 
einziger, durch a ausgefiillter Argumentstelle mitteilen wiirde; die runden 
Klammern des Kalkuls werden nimlich — wie alle Verkniipfungszeichen 
falls tiberhaupt, so in ihrer wirklichen Form mitgeteilt). Entsprechend steht 
$ /{%] fiir einen Formelausdruck, der mindestens einen Formelausdruck der 
Gestalt & als Bestandteil enthalt, u.s.f. Dabei heiBt & Bestandteil 
von 8, wenn 8 sich als eine Kette 


Gn [| Kn—.[..-[8. (M)...]]] 


von Grundformelbildungen iiber & darstellt®). In einer derartigen Schreib- 
weise, etwa % [a], ist stets ausdriicklich anzugeben, welche Termausdriicke 
der Gestalt a der Buchstabe a in der Mitteilung M[a] vertreten soll. 
Diese Bestimmung ist im jeweiligen Zusammenhange festzuhalten; so ver- 
tritt z. B. &[b] den Ausdruck, der aus M[a] bei Ersetzung der ver- 
tretenen (nicht notwendig aller) a durch den Termausdruck b hervorgeht. 


®) Die induktive Definition der Formel mit weitestgehender Benutzung der 
Klammern gestattet offenbar, eine gegebene Formel in eindeutiger Weise als Grund- 
formelkette zu jedem ihrer Bestandteile darzustellen. 
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Die Mitteilung M[a],, zeigt an, daB das in der Klammer stehende Mit- 
teilungszeichen a alle Termausdriicke der betreffenden Gestalt vertreten 
soll, die Mitteilung M[a], da8 es nicht sicher sei, ob iiberhaupt in A ein 
Termausdruck dieser vertretenen Gestalt vorkomme, und endlich die Mit- 
teilung &,<'), daB & von Termausdriicken der Gestalt a frei sei. 
Ala, ..., bly rv, und ebenso A[a,], 7, vertritt einen Ausdruck, dessen simt- 
liche Termvariablen mitgeteilt sind. Falls fiir eine Mitteilungsbezeichnung 
eines Termausdrucks nicht aus dem Zusammenhang hervorgeht, daB sie 
einen Term vertritt, so soll ein angehingtes : darauf hinweisen, da3 es 
sich um einen Term handele. Entsprechend soll ein angehingtes 
hinter einem Ausdruck anzeigen, daB es sich um eine Formel handele. 
d. bh. daB nicht nur 1. die Argumentstellen sortenrecht ausgefiillt, seien 
und 2. nirgends im Klammerbereiche eines Quantors ein Quantor mit 
gestaltlich gleichem Index stehe, sondern da8 auch 3. jeder Indikator im 
Bereiche eines zugehérigen Quantors stehe. 

Die Klammern des Kalkuls werden in den Mitteilungen unterdriickt, 
soweit es ohne Mehrdeutigkeit méglich ist; dabei mége + schirfer trennen 
sav, 7, em & 

Geriist. 

«) Eine ,,Aussagenidentitit’“, d. i. eme Formel ohne Termzeichen, die 
identisch wahr im Sinne der zweiwertigen Aussagenlogik ist, heiBt be 
weisbar. 

f) Gewisse mit der Pridikatentheorie T,, vorgegebene, von Variablen 
freie Formeln heiBen als ,.Eigenaxiome von T,,“‘ beweisbar. 

Es kann hier der Einfachheit halber angenommen werden, da8B die Eigen- 


axiome f nicht aus z, ; « beweisbar seien. — In der Regel werden alle Pradikats- 
und Funktionszeichen in Eigenaxiomen auftreten. 


Die folgenden Ubergangsschematen sind so zu verstehen, daB mit der 
Oberformel (bei « mit der linken und rechten Oberformel) auch die Unter- 
formel beweisbar heiBen soll. 

y) (Formelausdruckeinsetzung) 

M(B (a,,), cers B(a:x)laz (2 = ey 
4(B[a,.),...,B[@x]], falls -. und falls B[v,) - fiir 
sortenrecht eingesetzte Termvariablen p,°). 


7) Der Index o kiirzt das Wort ,,ohne“ ab. 
*) Durch die letzte Bedingung werden Ubergange wie der folgende ausgeschlossen: 
Ax (BA (U(x) + U(x) V Ax (7 BA (A(z) > A(z), 
Ax (UM (x) / (U(x) > A (x))) V Ax (7 A(x) A (U(x) > A(z))). 
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6) (Termeinsetzung) 


Alva 

W[a.]}, falls - 
é) (A-Lésung) ¢) (E-Lésung) 

W - B[vj, falls -.- Bi[v] > A, falls -.- 
n) (A-Bindung) #) (E-Bindung) 

&.» -— Blvlav B [vio bai Ao 

YW — A,B[x], falls -. E, 8 [x] — &, falls -.- 
t) (SchluBschema) 

W a1—-8 

8. 


In den Oberformeln der Ubergangsschematen y, 6, n, ® heiBen die mit- 
geteilten B bzw. v die Hauptvariablen, in den Oberformeln der Ubergangs- 
schematen ¢, € heiBen die mitgeteilten x die Hauptindikatoren. Die in 6 
mitgeteilten a und ebenso die in ¢, ¢ mitgeteilten vp und die in », # mit- 
geteilten x heiBen Einsatztermausdriicke. 

».Beweis*. Die Beweisbarkeit irgendeiner Formel € in der Priadikaten- 
theorie T,, sei dargetan. Bei jedem Ubergang, d.h. bei jeder hierzu 
benétigten Anwendung eines der Schematen » — « werde(n) die Ober- 
formel(n) iiber die Unterformel geschrieben. Die entstehende Formeln- 
figur heiBe Beweis erster Art fiir € in T,,. Jede Axiomformel, d.h. jede 
auf Grund von a oder f aufgenommene Formel, ist mit der Endforrmel 
durch genau eine Kette untereinanderstehender Formeln verbunden; diese 
heiBt ein Faden. In einem Beweis sind die Formeln nicht nur in Hin- 
sicht auf ihre Gestalt, sondern auch auf ihre Stellung zu unterscheiden. 
In Erweiterung einer bereits getroffenen Verabredung sollen die Termini 
»Formel“, ,,Zeichen“, ... sich bei gegebenem Beweise stets auf in ihm 
an bestimmter Stelle gelegene Formeln, Zeichen, ... beziehen. Die Ge- 
samtheit derjenigen Formeln eines Beweises B, die mit einer betrachteten 
Formel & einen Faden gemeinsam haben und in diesem oberhalb von A 
liegen, einschlieBlich der Formel & selbst, heiBe der Ast von & in B. 
(Der Ast der Oberformel eines Ubergangs sei auch als Ast dieses Uber- 
gangs bezeichnet.) 

Von den ,,Beweisen“, die Objekt der folgenden Untersuchungen sind, 
mégen die finiten, nichtformalen Nachweise fiir Behauptungen iiber Pri- 
dikatentheorien terminologisch unterschieden werden. 

1. Anmerkung. Eine Pradikatentheorie darf offenbar auch unendlich viele 


Eigenaxiome besitzen, die etwa in Form von ,,Axiomenanweisungen“ gegeben sein 
kénnen. — An der Definition der mehrsortigen Pradikatentheorie andert sich nichts, 
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wenn n eine unendliche Kardinalzahl bezeichnet. Ein Beweis kennt auch dann 
nur endlich viele Termsorten und kann demgem4B wie ein Beweis in einer endlich- 
sortigen Pradikatentheorie behandelt werden; der folgende Hauptsatz gilt dann wie 
in einer endlichsortigen Pradikatentheorie. 

2. Anmerkung. Das x-Axiom und die Ubergangsschematen sind voneinander 
unab hingig ”). 


§ 3. 
Der Hauptsatz. 
Zu einer n(> 1)-sortigen Pridikatentheorie T, sei eine einsortige 
Pridikatentheorie T” betrachtet, die in folgender Weise aus T,, er- 
halten wird. 


Rahmen von T™. Die Zeichevn von T,, sind unter Fortfal! 
der Sortierung von Termzeichen und Argumentstellen auch Zeichen 


von TT”. Dazu tritt fiir jede Sorte i von T, ein neues Pridikatszeichen 
mit einer Argumentstelle als Sortenzeichen. 
Verabredungen zur Mitteilung. Das Sortenzeichen der Sorte + 
sei durch S‘ mitgeteilt. © (¢) dient zur abgekiirzten Mitteilung fiir GS‘ (e), 
wo « die Sorte ist, welcher ¢ in T,, zugeteilt ist. (Diese Zuteilung wird 
im folgenden fiir eine Termvariable v meist aus der Zuteilung einer 
Argumentstelle, die durch v ausgefiillt wird, abgelesen werden kénnen.) 
P-Operator. Durch den folgenden, rekursiv nach dem Rahmen 
(d.h. durch Zerlegung nach Grundformeln) definierten P-Operator wird 
einem Formelausdruck aus dem Ralmen von T,, ein Formelausdruck aus 
demjenigen von T” zugeordnet. 
P$ => ® fir einen Primausdruck ®, 
P(7%) > 7 PG, 
P (M(B) = PU!) PS, 
P(A, M(x], .) HF Ar(S(x) > P Mx), 
P(E, M(x], .) E,(S(z) A P M[x}). 


Weitere Verabredungen zur Mitteilung. //& bezeichne die- 
jenige Formel, die aus & bei sortenrechter Ersetzung aller Termvariablen 
(in der Reihenfolge ihres Auftretens) durch Indikatoren nebst Voran- 
stellung der zugehérigen A-Quantorea gemaB dem letzten Teil der Formel- 


Df 
Df 


Ty; 


*) Anmerkung bei der Korrektur. Inzwischen wurde in der 2. Auflage von 
Hilbert-Ackermann: ,,Grundziige der theoretischen Logik’: ein von P. Bernays her- 
rihrender Unabhangigkeitsnachweis fiir die Axiome und SchluBschematen des 
Hilbertschen engeren Pradikatenkalkuls gegeben. Da dieser, wie man unschwer 
erkennt, eine unmittelbare modifizierte Verallgemeinerung auf eine von f-Axiomen 
freie n-sortige Pradikatentheorie gestattet, kann an Stelle eines urspriinglich bier 
angefiigten Unabhangigkeitsnachweises auf jene kurze Uberlegung a. a. O. Kap. III, 
§ 9, verwiesen werden. 
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definition (8.488) hervorgeht (wobei die Wahl der einzufiihrenden In- 
dikatoren im folgenden meist durch den Zusammenhang angezeigt sein 
wird). 

® steht fiir A oder E, und zwar im jeweiligen Zusammenhang nur 
fiir eines dieser Zeichen. & /)® bedeutet, falls man des Nichtauftretens 


von & sicher ist, 8. Falls in &[z] kein Indikator der vertretenen Gestalt 
vorkommt, so bedeutet ®,% [z] nichts als W. 
\i=1,..,.m%, oder auch A&W; bzw. AW steht fir M,A...AM,, 


(entsprechendes gilt fiir \/). @,, steht in ahnlicher Weise fiir ®, ...%, 
mit nétig werdender Klammerung. 

Geriist von T%”. 

1. a und y —-«¢ gelten unter Fortfall der Sortierung von Termzeichen 
und Argumentstellen. 

2. Sind ZT; [j = 1, 2,...] die Eigenaxiome # von T,, so sind PT, 
Eigenaxiome, Bg, von Ti. 

3. Dazu treten als weitere Eigenaxiome die Sortenaxiome Bs , »: 

B.,. Fir jede Sorte i heiBt eine Formel der Gestalt E, S‘(x) be- 
weisbar. 

Bs,. Fir jedes Funktionszeichen § heiSt eine Formel der Gestalt 


A:(A S (x,) + S(b(%,)) beweisbar. (Die runden Klammern hinter dem 
k 


Zeichen § deuten an, da8 alle Argumentstellen mitgeteilt sind.) 

Es ist zu beachten, daB wegen 1. die Tragweite des Zeichens *.: in T{"’ 
geringer ist als in T,, so daB in T\ wesentlich andere Uberginge 
als in T, gestattet sind. 

Hauptsatz. Ziel der nachfolgenden Untersuchungen ist der (in die 
Satze 1, 12 zerfallende) Satz: 

Fiir die Beweisbarkeit einer Formel € des Rahmens einer geqebenen 
mehrsortigen Pridikatentheorie T,, ist notwendig und hinreichend, dap in 
der zu T,, gehérigen einsoriigen Priidikatenthcorie T\” die Formel P11 € 
beweisbar ist. 


Anmerkung. Statt des Operators P // l4Bt sich auch ein Operator, der sich 
keiner hinzutretenden Quantoren bedient, benutzen; doch ist P /7 handlicher. 


§ 4. 
Notwendigkeit des Kriteriums. 


Einige Ketten von Ubergiingen eines T(”, die dfter eine Rolle spielen, 
mogen durch einen griechischen Buchstaben gekennzeichnet werden. 
#) Mit PJ7A[u,], 7, ist \ S(u,) - PA[u,] beweisbar, und umgekehrt. 
k 
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v) Unter dieser Bezeichnung sei jede kombinierte Anwendung der 
Schematen «, y, « allein zusammengefaBt. 

o) Fiir irgendeinen Term a[ix],7, ist (mittels geniigend haufiger 
Anwendung von Bs», a, y, 6 und «) A S(u,) + S(a[i,]) beweisbar. 

k 

Satz 1. Ist im einer mehrsortigen Pridikatentheorie T,,(n > 1) die 
Formel € beweisbar, so ist PII € in der zugehérigen einsortigen Priidikaten- 
theorie T\” beweisbar. 

Nachweis. (Der Nachweis zeigt zugleich die Stellen auf, an denen 
Bs-Axiome benutzt werden.) Bei dem in T,, gefiihrten Beweis (erster Art) 
B fiir © werde jede Formel € durch P/J/€ ersetzt. Die entstehende 
Formelnfigur lé8t sich zu einem Beweis (erster Art) B’ in T\” ausgestalten: 

Ein « bleibt (bis auf den Fortfall der Sortierungen) unverindert. 

Ein # geht iiber in ein fz. 

Die Oberformel eines y-Ubergangs aus B la8t sich in der Form 

A(B(a,,),---, B(@cx); tas, are 
(wo die u, alle Termvariablen vertreten sollen und mithin eine Term- 
variable unter Umstiinden mehrfach — durch irgendwelche der a;, und 
durch ein u, — vertreten sein kann) oder kiirzer in der Form 
a(S (@;,); Vy)4B, ar: 
mitteilen. Der fiir B(a,,) zur Einsetzung kommende Formelausdruck sei 
durch $8 [4a,,; d,,] mitgeteilt, wo v,, die und nur die Termvariablen vertreten 
soll, die nicht in der Oberformel auftreten. Das in B’ einzulegende 
Erginzungsstiick wird durch die folgende lineare Formelreihe repriisentiert. 


PJTU[B (a;,)3 Ulawe are Benutzte SchluBweisen: 
AS (u) +> P&U[B (a,x); W)as, are lu 
l 





y 
ATv ‘ 


AS (Om) AA S (ty) > PW [B [Apa5 Beds itr) gry |” 


AS (wu) > PMB [G25 dn); Hi, | 
| 
PT % |B (Gyn; Bn); ty] | 


7 
Rin 6-Ubergang aus B la8t sich in der Form 

a [v; Wy) 4 Tes 

U [a [W,]:; ii], a 


mitteilen, wo kein u,; mit v gestaltlich iibereinstimmen und w, die ge- 
staltlich von allen u, verschiedenen Termvariablen aus a vertreten soll 
(es kann also a[W,] mit einem u, oder mit w, identisch sein). Das in B’ 








= 


ll 
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notig werdende Erginzungsstiick la8t sich kurz durch die folgende lineare 
Formelreihe reprisentieren: 


P ITA [v; ilar, | 

S (0) AAS (uy) > Pv; tia re | P 
S(a[wW,]) A ) S(u,) > PA [0 [t,): ; TF la a | é 

‘ S(w,) A AS (u) -PHlal®,):;i,),,, |» 
P1714 [a|i,):; i,],,, | a 


Die fiir die Ubergiinge « — @ in B’ nétig werdenden Erginzungsstiicke 
entsprechen einander im Bau védllig; es sei hier eine kurze Repriisentation 
fiir # angefiihrt: 


P Jl Biv; uy], Tr > AWlw,.Jov, ATrt 


(hier diirfen einige u,; mit einigen w, gestaltlich iibereinstimmen, nicht 
dagegen ein u,; mit pv). 


S(v) AA S(u,) A S(w,) > (PBlv; vyjary ~ PAlW,]o0, 47 “ 
\S(v) APBlv; ijar. > |AS)r \\ S(w,) > PA[D,]} 0.4 | 


E,(S(x) A PS[x; uy|)a re — | S(u,) / \ S(w,) -PMW[w,]} 47 


r 


S (u,) / A S(w,) > (E,(S (x) A PB[x, uj) — PW [w,)},, 


} 


P// \E,(B[x; a,j) + Al[w,]} - u 


Das Ergiinzungsstiick von B’ an der Stelle eines ¢-Ubergangs |abt 
sich durch die folgende lineare Formelreihe repriisentieren : 
PITAluU;, da vr, 

P/7 (Alu;, 0.) + Blu;, W.)}4 7, 


i 


(hier mége u, die den Formeln &, B gemeinsamen, v,, w, die iibrigen 
Termvariablen vertreten. k mége von 1 bia K laufen.) 


( 
= >? 


S (uj) / 


- . = / 
\ S (u,) N S(v,) A /\ 
. t 


ae (PA [u,, Vp) Tv PS [u,, w,), ret | # 


S (v,) > PW [u,, d,)4 Tr it 


(sr 


(w,) > 


( 


(A\ S (uy A \ S (0g) > PW [ity, Beda ro} 


> }/ 5 (D,) > { 
\k i 


(i 


(u,) / A S(w,) +> PBlu;, wi), i] | v 
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A > 
\ . (Px) > 
"e 
+ {A S(u) A A Sw) > PB [iis Dla reloo, \é 
' 
= 1A - 
S(v,) > {/\ S(0,.) > | 
: '‘k=2 a 
- — vee 
~ {/\ S (ui) A fA S (w,) ~ PBli,, DJs ro} . he 
0 1 | 
E, Sx). + A S(v,) — 
ner A | 
[A Su) a/ S (w,) + PB lity, DiJa re} v 
S (v,) 
k= 2 
(A S(u) a A S(w,) > PBlit;, DB), T vio, Bsi,¢ 
A — 1-fache Fort 
fibrung der 
letzten drei 
- ~ Schritte 
\ S(u,) A /\ S(w,) + PBlu,, w,), 7 v; 0; Bs,,¢ 
‘ / 
P/7B[u;,W,]4 re- 


Bs,-Axiome treten also nur an den :-Stellen, Bs2-Axiome nur an den 
6-Stellen hinzu. 


§ 5. 
Zusammensehlu8 der y-Uberginge. 

Eine Formel, die aus einer «-Formel lediglich durch (0, einen ode: 
mehrere) y-Ubergiinge hervorgeht, wobei jedesmal die Hauptvariable keine 
Argumentstellen besitzt, heiBe «,-Formel. 

Unter einem Beweis zweiter Art sei eine Formelnfigur verstanden, die 
sich von einem Beweise erster Art in folgender Weise unterscheidet: 

1. Statt der « sind alle «, als Axiome zugelassen. 

2. y-Ubergiinge sind nicht zugelassen. 

Satz 2. Ein Beweis B erster Art lapt sich in einen Beweis zweiter 
Art fiir die niimliche Endformel verwandeln. 

Nachweis. In B sei jeder 6-Ubergang der Gestalt 

A[vjrv, 

M | a[v}. acl ns 
durch die beiden 6-Ubergange 

A[vlav 

Ul | a [w). a o 


bs | [a [v]. a * 


tu 
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ersetzt. Sodann mégen die Termvariablen des Beweises derart durch 
neue ersetzt werden, da® fiir zwei Termvariablen u= v die Gleichheit 
dann und nur dann bestehen bleibt, wenn eine Kette von paarweise 
zum nimlichen Ubergang gehérenden Formeln, in deren jeder eine Term- 
variable der Gestalt u(= vv) auftritt, die Formeln, die u bzw. v ent- 
halten, verbindet. 

Diese Ersetzung der in Betracht kommenden 4-Ubergiinge mit nach- 
folgender gestaltlicher Anderung der Termvariablen sei kurz als Variablen- 
scheidung bezeichnet, sie laBt sich offenbar stets ohne Stérung des Beweis- 
charakters erster Art und ohne Anderung von € durchfiihren. Aus dem 
somit erhaltenen Beweis erster Art B’ fiir € sei nun ein y-Ubergang y, 

AB (a)]as 

M(B (4,.]| -, 
in dessen Ast J", kein y-Ubergang liegt, herausgegriffen. Mit 8’ [i,,] sei 
ein Ausdruck bezeichnet, der aus 8[i,,] bervorgeht, wenn alle Indi- 
katoren und Quantorindizes — unter Beriicksichtigung der gestaltlichen 
Gleichheit und Ungleichheit — durch solche ersetzt werden, die nicht 
in B’ auftreten. 

Es mége nun iiberall im Ast J, ein 8(b,,) — welches auch die 
Termausdriicke b,, seien — durch %'[6,,] ersetzt werden. Vorab sei 
bemerkt, da8 durch diese Anderung nirgends gegen die Formelbedin- 
gungen -." (S. 490) verstoBen wird; die zweite dieser Bedingungen ist durch 
die Umwandlung von 8 in 8’ garantiert. 

Fiir die in J’, liegenden Axiome und Ubergiinge gilt: 

Ein «, geht in ein a, tiber, da gestaltlich gleiche Formelvariablen die 
gleiche Anderung erfahren. 

Kin § geht in ein # iiber, da nach Voraussetzung in einem f keine 
Formelvariable vorkommt. 

Ein 6 geht in ein 4 iiber: Es sei ein in J’, liegender 6-Ubergang mit 
der Hauptvariablen v betrachtet. Gema8 der Variablenscheidung kommt v 
bel w,, =v nicht in $[i,,] vor; daher werden der Oberformel des 
6-Ubergangs keine » (weggenommen oder) zugefiigt. 

Durch entsprechende Uberlegungen erkennt man, da8 ein ¢ bzw. ... 1 
in ein ¢ bzw. ... « iibergeht. 


Der Ubergang y, selbst geht in eine Wiederholung oder in einen oder 
mehrere Ubergiinge der Art 


x) & | %,G [x], ;| "ys 
|, G [].] *- 
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(wo ®, (G[zx],;) jeweils nur einen Ausdruck dieser Gestalt mitteilen mége) 
iiber. Das Schema x laBt sich aber auf die einem Beweise zweiter Art 
zur Verfiigung stehenden Axiome und Ubergangsschematen zuriickfiihren ") : 

Durch einen Beweis zweiter Art beweist man leicht die Formeln 

11 (D, G [¥} 4, <> Dy G [9] 4 ») 
(wo & <-> 8 abkiirzend fiir (A —%) \ (8 +A) steht), weiter fiir irgend- 
welche Formeln ®,& und eine zu 7, A, V oder > gehdrige Grundformel- 
bildung & (S. 488) 

(B <—- Q) + (KR[P] <— K[Q)) 
und fiir irgendwelche $[v], Q[v] und die restlichen beiden Grundformel- 
bildungen 

(B® [v] «+ Q [v]) + (P,P [3] <> M,B[3]) -- . 

Die Grundformeldarstellung (vgl. S. 489) von § beziiglich seines (einfach 
auftretenden) Bestandteils ®,@ [x] gestattet nun, mit Hilfe von Formeln 
der angegebenen Gestalt durch eine Kette von «,-Formeln und ¢-Uber- 
gangen, d.h. also durch einen Beweis zweiter Art 

8 ([P, G (=) 45] <> F[P, Gly] 49) 
zu beweisen. 

Die durch die beschriebene Ersetzung 4, aus B’ hervorgegangene 
Formelnfigur unterscheidet sich von einem Beweis erster Art nur durch 
die Zulassung von a, statt a. Sie hat einen y-Ubergang weniger als B’. 
Unter Herausgriff eines y-Ubergangs,. in dessen Ast kein y-Ubergang liegt, 
la8t sich auf sie ein gleichartiger ProzeB A, ausiiben, wobei auch die «, 
wieder in «, (man sieht leicht ein, daB eine beliebige Anwendung von y 
auf ein a, ein «, ergibt), der betrachtete y-Ubergang in ein Beweisstiick, 
das zwar a,, aber keine y benutzt, und die iibrigen #, y, ... bzw. «¢ in 
B, y, ... baw. « tibergehen. Nach Erfassung aller y durch eine Ersetzung 
hat man einen Beweis zweiter Art; da jeder ErsetzungsprozeB A, sich 
auf den Ast eines Ubergangs beschrankt, ist die Endformel unbehelligt 
geblieben. 

§ 6. 
Die Beziehungen {@,}, {@,}. 

, Strukturgleich* und ,,gleichgelegen’. Zwei argument- 
stellenlose Formelzeichen und ebenso zwei argumentstellenlose Term- 





) Im Hilbertschen Pridikatenkalkul, in welchem bei denjenigen ,,Axiomen™ 
und ,,Schlu8schematen“, denen hier die Ubergangsschematen « — # entsprechén, die 
Stelle der Hauptindikators durch einen ausgezeichneten, festen Indikator xz des 
Rahmens (,,gebundene Variable“) ausgefiillt ist, ist ein SchluB der Art x (,,Regel 
der Umbenennung der gebundenen Variablen“) unentbehrlich. Betreffs Zusammen- 
legung der y-Uberginge im Hilbertschen Pradikatenkalkul vgl. ,,Riickverlegung der 
Einsetzungen“; Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik. Bd. 1, S. 231—233. 
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zeichen heiBen strukturgleich. Zwei gestaltlich gleiche Charakterzeichen, 
bei denen jeweils entsprechende Argumentstellen durch strukturgleiche 
Terme ausgefiillt sind, bilden strukturgleiche Ausdriicke. Sind zwei 
Ausdriicke &,® strukturgleich, so auch die Ausdriicke 7AM, ~®. Sind 
die Ausdriicke &, ® strukturgleich und die Ausdriicke €, 9 struktur- 
gleich, so sind die Ausdriicke AAC, BAD, ebenso die Ausdriicke Avy, 
BvD, weiter die Ausdriicke A —- €, B +4 strukturgleich. Die Aus- 
driicke ®, (M) und @ sind strukturgleich (d. h. bei der Priifung der Struktur- 
gleichheit von Formelausdriicken bleiben alle Quantoren unbeacitet). Sind 
4,% strukturgleich und 8, € strukturgleich, so sind A, € strukturgleich. 

An Hand dieser Definition lassen sich die Formelzeichen und die Term- 
zeichen zweier strukturgleicher Ausdriicke U,B paarweise als gleichgelegen 
zuordnen. Gehen die Ausdriicke &*,B* nach Streichung irgendwelcher 
Argumentbereiche in die einander strukturgleichen Ausdriicke M,® iiber, 
so sollen Zeichen, die in AM, ® gleichgelegen sind, auch in A*, B* gleich- 
gelegen heiBen. DaB die Zeichen §,G in A,B gleichgelegen sind, sei 
durch § = © in A,B mitgeteilt. 

Die beiden Formeln eines 4-, ¢-, ¢-, - oder #-Ubergangs aus B heiBen 
benachbart, ebenso die linke Oberformel und das Vorderglied der rechten 
Oberformel eines «-Ubergangs und endlich die Unterformel und das Hinter- 
glied der rechten Oberformel eines -Ubergangs. 

Verabredungen zur Mitteilung. DaB das Termzeichen a (bzw. 
der Termausdruck a) eine Argumentstelle des Charakterzeichens § aus- 
fiillt, sei durch a/H (bzw. a/H) mitgeteilt. Die Bezeichnung A € € be- 
deutet, daB der Ausdruck & in der Formel € vorkommt. 

Die Beziehungen {w,},{m,}; Rang. Fiir einen Beweis B zweiter 
Art mit der Endformel € gelten die folgenden induktiven Festsetzungen: 

I.1. §{@,} §¥ fiir jedes Term- oder Formelzeichen § aus B. 

1.2. §{w,} G, wenn §¥ =G in zwei Teilausdriicken A, B einer 
a,-Formel ist, die durch y-Ubergang aus gestaltlich gleichen Formelvariablen 
der zugehérigen «-Formel hervorgingen. 


I. 3. § {w,} G, wenn ¥ = G in einem benachbarten Formelpaar ist 
und keines der Zeichen §,G Hauptvariable bzw. Hauptindikator des zu- 
gehérigen Ubergangs ist. 

1.4. ¥ {w,} G, wenn § = G in zwei Einsatztermen eines 6-Ubergangs 
ist, deren Anfangszeichen zu den Hauptvariablen p, q der Oberformel 
gleichgelegen sind, wobei p {w,}q ohne Benutzung der Beziechung § = G 
erkannt werden kann. 

Man ersieht aus den Definitionen I, II, daB die letzte Bedingung 
mit der Bedingung ,,wobei p {w,}q gilt‘ gleichbedeutend ist. 
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1.5. § {w,} G6, wenn ¥, GEE und F = G. 

1.6. § {w,} G und G |m,} F, wenn es im Beweise ein Zeichen § mit 
& (~,} , H {w,} G gibt. 

1.7. §\w,| G nur gemaB I. 1—6. 

II.1. § |w,} G, wenn F |w,} G. 

11.2. %{(@,}G, wenn &% = G in einem benachbarten Formelpaar 
(und oder © Hauptvariable bzw. Hauptindikator des zugehérigen Uber- 
gangs) ist. 

Il. 3. ¥ {w,} G, wenn F, GEE, F/H, H = K, F¥ = G in H, K. 

II.4. §{w,} G und G{w,) %, wenn es im Beweise ein Zeichen § 
mit § {w,) §, H {w,} G gibt. 

I1.5. § {@,} G nur gemaB II. 1—4. 

Die Beziehungen der unter I.1—3,5, I1.2,3 genannten Art seien als 
Elementarbezichungen zusammengefaBt; Beziehungen der unter I.4 ge- 
nannten Art mégen Querbeziehungen heiBen. Nach I.7 bzw. II.5 laBt 
sich jede Beziehung §|w,} bzw. {w,}G gemaB 1.4,6 bzw. gemaB 1.4, II. 1,4 
aus endlich vielen Elementarbeziehungen zusammensetzen. Die Mindestzahl 
der Querbeziehungen, die dabei heranzuziehen sind, sei als Rang der 
Beziehung § {w,} bzw. {w,} © bezeichnet. 

Satz 3. (1) Fiir zwei Zeichen U, B eines Beweises zweiter Art gilt 
mit Ulw,} B auch U = B. (2) Fiir zwei Charakterzeichen §, K und zwei 
Termzeichen a,b eines Beweises zweiter Art gilt mit § \w,} K, a/H, a = bd 
in H, KR auch a\o,} b. 

Nachweis mittels Durchpriifung der Elementarbeziehungen und der 
Querbeziehungen, aus denen sich die {w,}-Beziehung aufbaut. 

Satz 4. Guilt fiir zwei Termzeichen a,b und zwei Charakterzeichen 
, KR eines Beweises zweiter Art a{w,}b, a/H, b/KR, so ist H{w,} RK und 
a = b in §,&. 

Nachweis durch Induktion nach dem Rang. 

1. Auf eine Elementarbeziehung aj{w,}b trifft die Behauptung zu. 
Fiir eine beliebige Beziehung vom Range 0 folgt sie hieraus an Hand 
der Transitivitat der Beziehungen {w,} (s. 1.6) und =. 

2. a {@w,} b habe den Rang m + 1, und es sei eine Folge von Elementar- 
beziehungen vorgelegt, die sich gem&B 1.4, II.1,4 zu a {w,) b zusammen- 
setzt, wobei genau m-+ 1 Querbeziehungen, darunter die Querbeziehung 
¢ {w,} d (c,d € F), benutzt seien. Zur Feststellung von c{w,}d wird bei 
Benutzung von I.4 eine Beziehung p {w,} q vorausgesetzt, wo p, q Haupt- 
variablen bzw. Hauptindikatoren der iiber § stehenden Formel sind. Die 
betrachtete Zusammensetzung von a |@,}b zerfallt (bei sinngemaBer Ver- 
teilung der Bezeichnungen c,d) in die Feststellung c= > — in den sie 
enthaltenden Einsatztermen — und in die drei Teilzusammensetzungen 
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a{@,} ¢, p {w,}q, D{@,} b (a identisch ¢ und b identisch > sind nicht aus- 
geschlossen). Keine der drei genannten Beziehungen hat daher einen 
Rang >m. Ist also c/€, d/D, p/P, q/Q, so ist nach Induktionsvoraus- 
setzung § {w,)C, P{w,} Q, Diw,} K und a=c mn H, C, p=q in F, Q, 
d=b ind,8&. 

2.1. Sind c,d Anfangszeichen der sie enthaltenden Einsatzterme, so 
sind $%,€ und ebenso auch OQ, D gleichgelegene Charakterzeichen eines 
benachbarten Formelpaares, d. h. nach 1.3 ${w,}€, Q{w,}D. Weiter 
ist dann p=c in $,€ und q=bd in Q,9. 

2.2. Sind c,d nicht Anfangszeichen der sie enthaltenden Einsatz- 
terme, so gehéren €, D noch zu diesen Termen, und es ist c=d in €,D 
und nach 1.4 € {w,} D. 

In beiden Fallen folgt aus den Ergebnissen und der Induktions- 
voraussetzung die Behauptung an Hand der Transitivitét der Beziehungen 
{@,} und =. 


§ 7. 
Zerspaltung. 

Als Zerspaltung eines ohne f-Axiome gefiihrten — kurz: f-freien — 
Beweises B zweiter Art sei die folgende Ersetzung bezeichnet: 

In B seien alle Termvariablen bzw. Indikatoren in der Weise durch 
Termvariablen bzw. Indikatoren ersetzt, daB zwei solche Zeichen s,t aus 
B dann und nur dann durch gestaltlich iibereinstimmende Zeichen ersetzt 
werden, wenn s =t und s{q,}t gilt. Dabei la8t sich die Endformel 
unverindert erhalten, wahrend alle zu andernden Termzeichen durch 
solche Zeichen ersetzt werden mégen, die nicht in B auftreten. Kin 
Quantor ®,, in dessen Bereich die Indikatoren der Gestalt x durch Indi- 
katoren der Gestalten x, ersetzt worden sind, wird durch ®,, (s. 8. 493) 
ersetzt. 

Satz 5. Ein B-jreier Beweis B zweiter Art geht durch Zerspaltung 
— nebst geeigneter Erginzung — in einen B-freien Beweis zweiter Art fiir 
die niimliche Endformel € tiber. 

Nachweis. 1. Nach Ausfiihrung des letzten Zerspaltungsschritts ist 
jede Formel wieder in eine Formel (vgl. S. 488) iibergegangen. — Zwei 
in Elementarbeziehung stehende, gestaltlich gleiche Zeichen werden ge- 
staltlich iibereinstimmend ersetzt. — Gestaltlich verschiedene Zeichen 
werden nicht durch gestaltlich gleiche ersetzt. 

2. Sind die beiden Hauptvariablen bzw. -indikatoren s,t der Ober- 
forme] eines 6-Ubergangs durch gestaltlich iibereinstimmende Zeichen 


ersetzt, so gilt s(w,}t; ist also a=b in den Einsatztermen fiir s, t, so 
Mathematische Annalen. 1165. 33 
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gilt nach I.4 und II.1 a{w,}b. Die Einsatzterme werden daher auch gestaltlich 
iibereinstimmend ersetzt. Im Falle eines e-, ¢-, y- oder #-Uberganges 
gehéren offenbar zu gestaltlich iibereinstimmend ersetzten Hauptvariablen 
bzw. -indikatoren auch gestaltlich iibereinstimmende Einsatztermausdriicke 
und umgekehrt. 


3. Die Uberlegungen 1,2 lehren, daB8 durch die Zerspaltung eine 
a,-Formel wieder in eine «,-Formel, ein «-Ubergang wieder in einen 
t-Ubergang, ein d-, e-, ¢-, 7- oder #-Ubergang in einen Ubergang gleicher 
Art oder aber in einen solchen Ubergang iibergefiihrt wird, der sich in 
eine Folge mehrerer Ubergiinge gleicher Art auflésen laBt. 


§ 8. 
Verjiingung. 


In einem f-freien Beweise B zweiter Art mégen die Formelzeichen als 
Zeichen nullter Stufe und diejenigen Termzeichen, die eine Argumentstelle 
eines Zeichens m-ter Stufe ausfiillen, als Zeichen m +- 1-ter Stufe bezeichnet 
werden. Die héchste in B auftretende Stufe sei M. Als Verjiingung des 
Beweises B sei die folgende aus héchstens M + 1 Schritten bestehende 
Ersetzung bezeichnet. 


Zuniachst seien in B alle Charakterzeichen nullter Stufe, die zu keinem 
Zeichen der Endformel € in der Beziehung {w,} stehen, unter Fortfall 
ihrer Argumentbereiche durch eine nicht im Beweise aufgetretene Formel- 
variable YB ersetzt. — Nach Ersetzung der Charakterzeichen nullter bis 
m-ter Stufe seien alle Charakterzeichen m-+ 1-ter Stufe, die zu keinem 
Zeichen von € in der Beziehung {w,} stehen, unter Fortfall ihrer Argument- 
bereiche durch die nicht in B aufgetretene Termvariable w ersetzt. — 
Quantoren, in deren Bereich kein zugehériger Indikator mehr auftritt, 
mégen jeweils samt ihrem Index gestrichen werden. 


Satz 6. Ein B-freier, zerspaltener Beweis B zweiter Art geht durch Ver- 
jiingung in einen B-freien, zerspalienen Beweis zweiter Art fiir die namliche 
Endformel iiber. 

Nachweis. 1. Durch den letzten Verjiingungsschritt ist gesichert, 
da8B jede Formel wieder in eine Formel iibergeht. 

2. Gilt fiir zwei Termzeichen a,b a{w,}b und geréit a durch Ver- 
jiingung in Fortfall, so auch b. Dies sei bereits fiir Termzeichen a erster 
bis m-ter Stufe bewiesen. Fiir das Termzeichen a* m + 1-ter Stufe und 
das Termzeichen b* gelte a* {w,} b*, a*/H, b*/R (b* kann nicht von 
nullter Stufe sein). Nach Satz 4 ist ${w,} RK. a* fallt nur fort, wenn 





'y 


 — ee 
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entweder § fortfallt — dann fallt nach Induktionsvoraussetzung R samt 
seinem Argumentbereich, also auch b*, fort — oder § in BW bzw. w 
verwandelt wird ~ das gleiche geschieht dann unter Fortfall des 


Argumentbereichs mit 8. 


3. Gilt fiir zwei Charakterzeichen §, § (w,} K und mithin § = K, 
so geben sie bei Verjiingung, sofern sie nicht in Fortfall geraten, wiederum 
in gestaltlich iibereinstimmende Zeichen iiber. 

4. Da w nicht in B auftrat, so kommt in der Oberformel eines 
é-, &, ¢-, n- oder #-Ubergangs nirgends ein Zeichen hinzu, das mit den 
Hanuptvariablen bzw. -indikatoren gestaltlich iibereinstimmte. — Term- 
variablen und Indikatoren bleiben, falls sie nicht in Fortfall geraten, un- 
bebelligt. 

5. Die Uberlegungen 1 bis 4 lehren, da8 durch die Verjiingung eine 
a,-Formel wieder in eine «a,-Formel, ein i-Ubergang wieder in einen 
i-Ubergang, ein e-, ¢-. y- oder #-Ubergang und wegen der Zerspaltenheit 
gemiB 1.4 auch ein 6-Ubergang in eine Wiederholung oder einen Uber- 
gang gleicher Art tibergeht. Die Endformel bleibt offenbar unverindert, 
und die Zerspaltenheit bleibt erhalten. 


Satz 7. (1) Zu jedem Charakterzeichen $ eines verjtingten Beweises 
zweiter Art gibt es ein Charakterzeichen in der Endformel € mit 
§ |w,)} R, H = K; gestaltlich gleiche Charakterzeichen stehen also in |w,}\- 
Beziehung. (2) Zu jedem Termzeichen a eines verjiingten Beweises zweiter 
Art gibt es ein Termzeichen b€ E mit a {we} b. 


Unter einem verjiingten Beweis ist hier eine Formelnfigur verstanden, 
die noch nach der Verjiingung ein Beweis ist. 


Nachweis. (1). Ein Charakterzeichen, das nicht zu einem Zeichen 
der Endformel in der Beziehung {w,} steht, wird durch die Verjiingung, 
sofern es nicht entfallt, in eine (Term- oder Formel-)Variable verwandelt. 
Es gibt also zu § ein Zeichen REE mit H{w,}K. Nach Satz 3(1) ist 
§ = SK. Die restliche Behauptung ergibt sich unmittelbar an Hand von I. 5. 

(2). Ist a Charakterzeichen, so folgt die Behauptung aus (1) und 
II. 1. — Allgemein gibt es zum Termzeichen a das Charakterzeichen 2 
mit a/2 und nach (1) das Charakterzeichen Me€E mit L{(w,}M, L = M. 
Daher gibt es weiter ein Termzeichen b €€ mit a=b in 2,M. Nach 
Satz 8 (2) ist a {m,} b. 


Eine unmittelbare Folgerung der Satze 2, 5, 6, 7 (1) ist der 


Satz 8. In einer Prédikatentheorie lft sich eine ohne LHigenaxiome be- 
weisbare Formel & stets durch einen solchen Beweis (zweiter Art) herleiten, in dem keine 
anderen Charakterzeichen als diejenigen von GF benutzt sind. 


33* 











504 A. Schmidt. 


Insbesondere ist also eine ,,m-are*‘ Formel (d. i. eine Formel, deren Charakter- 
zeichen je héchstens m Argumentstellen besitzen), welche in einer Pradikatentheorie 
ohne Eigenaxiome beweisbar ist, in einer ,,m-adren‘‘ Pridikatentheorie ohne Eigen- 
axiome beweisbar. 


§ 9. 
Sortierung. 

In einer einsortigen Pradikatentheorie sei die Formel € durch einen 
B-freien, zerspaltenen und verjiingten (Satz 5 und 6) Beweis I’ zweiter 
Art hergeleitet. Die Termzeichen von € mégen sich in n Sorten einteilen 
lassen, wobei die Bedingungen erfiillt sind (das Zeichen ~ teilt Zuteilung 
zur namlichen Sorte mit): 

= 1. Jedes Termzeichen von € ist in eindeutiger Weise sortiert. 

= 2. Aus a = b (€ €) folgt a~b. 

#3. Aus a/H, a=b in §, & (CE), = K folgt a ~b. 

Dann sollen zwei Termzeichen c, d von J’, fiir die ¢{m,}d gilt, der 
namlichen Sorte zugeteilt werden: ¢ = d. 

Satz 9. Die Sortierung der Termzeichen von I" ist vollstindig und 
eindeutig. 

Nachweis. Die Vollstandigkeit folgt aus Satz 7 (2) und 31. — Das 
Termzeichen a € J" stehe zu den heiden Termzeichen c, D € € in der Be- 
ziehung a(@,}¢, a{w,}d. Es gilt ¢{w,}d. Fiir die Zeichen 5, REE, 
fiir die ¢/H, D/K ist, gilt nach Satz 4 H{w,}K und c=d in §H, K. 
Nach Satz 3(1) ist § = 8, und mithin ist bereits nach £3 (ohne 
Berufung auf ¢ {w,} dD) ¢ = dD festgesetzt. Das Zeichen a wird also wegen 
=1 nur auf eine Weise sortiert. 

Satz 10. Aus a=b (ET) folgt a~b. 

Nachweis. Auf Termvariablen und Indikatoren trifft die Behauptung 
gema8 der Zerspaltenheit zu, fiir die iibrigen Termzeichen ist sie eine 
Folge des Satzes 7 (1). 

Satzll. Mit a/H, a=bin §, K(ET), H = K gilt a=b. 

Nachweis. Da §, 8 Charakterzeichen sind, gilt nach Satz 7 (1) 
§ |w,} K, also nach Satz 3(2) a{m,} b. 


§ 10. 
Hinreichen des Kriteriums, 


Satz 12. Ist im der zu einer gegebenen mehrsortigen Pridikaten- 
theorie T,, (n > 1) gehdrigen einsortigen Pridikatentheorie T™ die Formel P 17 € 
beweisbar, wo € dem Rahmer. von T,, angehért, so ist € in T,, beweisbar. 
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Nachweis. 1. In T™ sei P JJ € beweisbar; nach Satz 2 gibt es 
einen Beweis B zweiter Art fiir P/7€. Die in B benutzten (endlich 
vielen) ,-Axiomformeln lassen sich mit P%; bezeichnen; jede Formel € 
aus B mége nun durch /\ P%; > © ersetzt werden. 

i 


Dabei geht jedes a, und jedes By, d. b. jedes P®,, in ein a, iiber. 
Da das zugefiigte Vorderglied von Termvariablen frei ist, wird weiter ein 
6-Ubergang in einen 6-Ubergang iibergefiihrt. Unter Zuhilfenahme von 
a,-Aquivalenzen der Gestalt (% - (Q > ®)) <— (PA Q > M) erkennt 
man, da8 ein e- bzw. 7-Ubergang in einen Ubergang iibergefiihrt wird, 
der sich durch eine Ubergangsfolge a,, t, € baw. », a,, ¢ auffiillen laBt. 
Entsprechend erkennt man unter Zuhilfenahme von ephqerinae der 
Gestalt (8 + (Q + ®)) <— (Q > Ry 7 P), daB ein ¢- bzw. d-Uber- 
gang in einen Ubergang iibergefiihrt wird, der sich durch eine Ubergangs- 
folge a,, «, ¢ baw. @, a,, ¢ auffiillen l4Bt. Der Ubergang, in den ein 
t- snes iibergefiihrt wird, laBt sich durch eine Ubergangsfolge «,, «, ¢ 
auffiillen. Man hat also einen von S,-Axiomen freien Beweis B’ zweiter 
Art fiir / PS; > PJ7€ (,,Deduktionstheorem“), d.h. fiir P/7(/\ 8; > /7€). 


Falls noun Satz 12 auf #;-frei bewiesene Formeln zutrifft, ist in T, 
/\ $, — J7€ und, da die 8; Axiomformeln von T,, sind, auch /7 € und 


mithin € beweisbar. Es geniigt also, die Giiltigkeit des Satzes 12 im 
Falle einer B,-frei bewiesenen Formel nachzuweisen. 

2. In T™ sei also die Formel P//§ f,-frei beweisbar, wobei F 
dem Rahmen von T,, angehért. Nach Satz 2 gibt es einen Beweis B’ 
zweiter Art fiir PJ7 %. 


Alle Ausdriicke der Gestalt G‘(e) aus B’ mégen — welches auch der 
Term ¢ sei — durch Bi(¢)y 7 Bi(e) ersetzt werden, wo die QB‘ ver- 
schiedene, nicht in B’ aufgetretene Formelvariablen mit je einer Argument- 
stelle sind. Diese Anderung stért den Beweischarakter zweiter Art nicht; 
bei den Axiomformeln a, und den Ubergiingen 6 — 1 ist evident, dab 
sie ihren Charakter behalten, eine fs,,,-Axiomformel aber verwandelt sich 
in ein a,. Dagegen wird die Endformel geindert werden. Man erhiilt 
also einen f-freien Beweis fiir Q/7%, wobei mit QG diejenige Formel be- 
zeichnet ist, die aus P© bei Ersetzung der S‘(¢) durch B‘(¢) v7 B (e) 
hervorgeht. 

Aus einer Formel 26 folgt in jeder Pridikatentheorie ohne Be- 
nutzung von f-Axiomen © und umgekehrt. Man erkennt dies durch 
Induktion gem&B der rekursiven Definition des P-Operators: Auf Priin- 
formeln trifft die Behauptung zu; die Schritte von A 2u 7 A, von A,B 
zu 48 sowie von &[v],, zu A, A(x] sind trivial; beim Schritt zu 
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E, M(x] wird man die Beweisbarkeit von E, ((®(z) v7 B(x)) A QU [x}) 
aus E,Q& [x] und A, (¥‘(z) v7 B‘(z)) heranziehen. 

Daher ist mit Q/7§ auch F in T\” #-frei beweisbar. 

3. Ein in T” gefiihrter B-freier Beweis zweiter Art von § werde ver- 
jiingt und zerspalten; der dadurch gewonnene f-freie Beweis fiir § sei 
mit B’ bezeichnet. Jedem Termzeichen der Formel § ist eindeutig eine 
Sorte von T,, zugeordnet; diese Zuordnung entspricht offenbar den Bedin- 
gungen = 1-—3. Die von dieser Sortierung der Endformel ausgehende 
Sorticrung von B’, bei welcher zwei Termzeichen, die in der Beziehung {w,! 
zueinander stehen, der gleichen Sorte zugeteilt werden, geniigt daher den 
Satzen 9—11. Das reicht, da es nach Satz 7(1) zu jedem Charakter- 
zeichen von B’ ein gestaltlich gleiches in § gibt, aus, um zu erkennen, 
daB der sortierle Beweis B’ ein Beweis zweiter Art in T,, fiir die sortierte 
Formel § ist. Indem die x, in «-Axiomformeln und y-Uberginge aufgelist 
werden, erhalt man einen Beweis erster Art in T,,. 


(Eingegangen am 5. 6. 1937.) 








Zur Theorie der Modulformen 7-ten Grades. 
Von 


Hel Braun in Frankfurt a. M. 


1. Die klassischen Satze iiber die Anzahl der Zerlegungen einer natiir- 
lichen Zahl in eine Summe von m(SS 8) Quadraten ganzer Zahlen kann 
man aus der Theorie der Modulfunktionen mit oder ohne Heranziehung der 
Hardy-Littlewoodschen Methode beweisen'). Dabei spielt folgende Iden- 
titét eine wesentliche Rolle: 

Es sei t eine komplexe Variable mit positivem Imaginirteil. Man setze 
e*** — wm {zx} und 


(1) f(t) = (Law {re%})™, 


wenn ¢ alle ganzen Zahlen durchlauft. AuBerdem sei fiir natiirliches a und 
ganzes b, wenn q alle Reste modulo a durchlauft, 


H(0,b) =o [to ?( SY olde)’. 


¢ (mod @) 


LaBt man a und 6 die Werte aller teilerfremden Paare ganzer Zahlen mit 
geradem ab und a> 0 annehmen und setzt voraus, daB 4< m < 8 inst, 
dann beweist man 


(2) f(t) = 1+ 2H (a,b) (ot +d) 


Im folgenden wird es sich um eine Verallgemeinerung der Formel (2) 
handeln. Deshalb soll zunichst eine von Siegel aufgewiesene, umfassende 
Identitét zwischen gewissen Thetareihen und Eisensteinschen Reihen mit 
mehreren Variablen formuliert werden?). Die Formel (2) und die im weiteren 
Verlauf behandelten Reihen sind dann Spezialfalle dieser Siegelschen Identitit. 

Die Transponierte einer Matrix M werde mit M’, die Spur mit o (M) 
bezeichnet. Eine symmetrische Matrix mit reellen Elementen heiSe positiv, 
wenn sie Matrix einer positiv definiten quadratischen Form ist. © sei immer 


1) Hardy, Trans. Am. Math. Soc. 21 (1920), S. 255—284. Man vergleiche auch: 
Mordell, Quarterly Journal of Math. 48 (1917), S. 93—104 und Mordell, Trans. Cam- 
bridge Phil. Soc. 22 (1919), S. 361—372. 

2) Siegel, Annals of Math. (2) 36, Nr. 3 (1935), S. 527—-606. In der Folge mit 8. 
in den Anmerkungen bezeichnet. 
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eine symmetrische m-reihige, positive und ganzzahlige Matrix, X eine symme- 
trische n-reihige komplexe Matrix mit positivem Imaginarteil. LaBt man die 
Matrix € alle ganzen m-zeiligen und n-spaltigen Matrizen durchlaufen, dann 
ist die analytische Klasseninvariante so definiert: 


(3) 1(S,%) = Saf{o(C’' SC)}. 

€ 
Tragt man in (3) fiir S die Einheitsmatrix € ein, so wird insbesondere 
(4) f(€, X%) = (Sw {e’X})”, 

c 


wenn ¢ alle ganzen Spalten von » Elementen durchlauft. Setzt man hierin 
X = (rt) ein, ist also nm = 1, dann ergibt sich das durch (1) definierte / (rz). 

Weiterhin sei E (GS) die Anzahl der ganzzahligen, linearen Transforma- 
tionen von G in sich selbst. Das MaB des Geschlechtes von S wird definiert 
durch 

=~ Y 1 

M(S) , Wey’ 
wobei das Zeichen S, \/ S bedeutet, daB G, ein volistandiges Reprasentanten- 
system der im Geschlecht von S enthaitenen Klassen durchlauft. Die ana- 
lytische Geschlechtsinvariante ist dann erklart durch den Ausdruck 
5 FCG = gis 5 Le. 
(5) (S, ¥) TOL), E(G,) 
Setzt man hiern S = € und X = (r) ein, und nimmt man weiter an, da8 
im Geschlecht von € nur eine Klasse enthalten ist, da8 also m < 8 ist, so 
sind die rechten Seiten von (4), (5) und (1) eimander gleich. 

Um die Verallgemeinerung der Formel (2) aussprechen zu kénnen, ist 
es noétig, einige weitere Begriffe einzufiihren*). Gilt fiir zwei ganze n-reihige 
Matrizen U und $ die Beziehung UB’ = BA’, so nennt man A, B ein symme- 
trisches Matrizenpaar. Man sagt, es sei teilerfremd, wenn fiir eine beliebige 
Matrix © die Matrizen 6A und G© S nur dann beide ganz sind, wenn © selbst 
ganz ist. Zwei solche Paare U, B und A*, B* heiBen assoziiert, wenn A*B’ 
= $*Y’ ist. Man definiere nun 


H (S, U, B) = 0 
fiir solche teilerfremden symmetrischen Matrizenpaare U, B, fiir die es eine 
ganze Matrix $ gibt, so daB o (P’S PAB’) ungerade ist. Fiir alle anderen 
Paare MU, B definiere man H (S, A, B) in folgender Weise: 
€, und €, seien m-zeilige und n-spaltige Matrizen, so daB die Matrizen 
€,H und €,H ganz sind. Man nenne €,W kongruent €,M% modulo UY, wenn 


*) Alle diese Begriffe und im folgenden angewendeten, aber nicht bewiesenen 
Satze tiber Matrizenpaare siehe S., Seite 590—594. 
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(€, — €,) UX = GA ist, mit ganzem G. Andernfalls sage man, €,H und 
€,% sind inkongruent modulo Y. Man kann jetzt € alle m-zeiligen und n-spal- 
tigen Matrizen durchlaufen lassen, fiir welche die Matrizen €U ganz und in- 
kongruent modulo & sind, und den Ausdruck bilden 
H(S,%,B)=ofFl|S%x * FS wloC SCus)}. 
‘ € & (mod % 
Dabei ist x die Anzahl dieser € und r der Rang von Y. 


Unter den assoziierten symmetrischen teilerfremden Matrizenpaaren gibt 
es stets Paare U, B, so dab |AM + B] > 0 ist, fiir alle geniigend groBen 
positiven Zahlen 4. Solche Paare heiBen positiv. Siegel beweist dann: LaBt 
man das Paar &U, 8 ein vollstindiges System nicht assoziierter, positiver, 
teilerfremder, symmetrischer Matrizenpaare durchlaufen, so wird 


m 
2 


(6) F(G,%) = 2 A(G,%, B) |UX+ B| ; 


vorausgesetzt, daB diese Reihe absolut konvergiert, was fiir m > 2n?+n4+ 1 
sicher der Fall ist. Nimmt man an, es sei G6 = €, ¥ = (1), m < 8, und 
beachtet man die Definitionsgleichungen fiir H(a,b) und H (S,U,B), so 
ergibt sich aus (6) die Formel (2). Die Voraussetzung, da8 die in der Summe 
auftretenden Paare MU, positiv sind, kann man im Falle m =0 (mod 4) 
weglassen. 


2. Im niachsten Abschnitt wird angegeben werden, wie man die analy- 
tische Klasseninvariante (3) in einfacher Weise ausdriicken kann durch Teil- 
werte der Riemannschen Thetafunktion von  Variablen. Danach wird fiir 
den Fall S = € und m = 0 (mod 4) gezeigt, wie man die Koeffizienten 
H (S, U, B) der Eisensteinschen Reihe (6) bestimmt. Damit sind in diesem 
Falle zwei bisher noch nicht bekannte Formulierungen fiir die Geschlechts- 
invariante F (S, X) gefunden. AuBerdem sollen zum Schlu8 diejenigen Unter- 
gruppen der Modulgruppe n-ten Grades bestimmt werden, fiir die F (€, X) 
im Fall m = 0 (mod 4) eine zugehérige Modulform ist. Fiirm = 1 sind diese 
Untergruppen bekannt. Die Voraussetzungen GS = € und m = 0 (mod 4) 
werden wegen der Einfachheit der Rechnung und der sich ergebenden Sitze 
gemacht. Der Fall m = 0 (mod 4) ist ohnehin von besonderem Interesse, 
weil dann die Eisensteinschen Reib«n (6) im Zusammenhang stehen mit den 
von Siegel eingefiihrten Modulformen n-ten Grades 


Pu (%) = ZMK + Bl-*", 


wobei » eine natiirliche Zahl > net!) bedeutet. 
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3. Man betrachtet also zunichst die Definitionsgleichung (3) der analy- 
tischen Klasseninvarianten / (S, ¥). Da S ganzzahlig und positiv ist, kann 
man eine rationale Matrix R und eine Diagonalmatrix D mit ganzen, positiven 
Diagonalelementen d,, ..., d,, finden, so daB R’DR = GS ist. Unter den 
natiirlichen Zahlen q, fiir welche die Matrix g R-* ganzzahlig ist, wihle man 
eine bestimmte aus und sage, zwei m-zeilige und n-spaltige ganze Matrizen €, 
und €, sind kongruent nach dem Modul g R-", wenn RC, = RC, (mod g) 
ist. Ersetzt man bei ganzzahligem, m-zeiligem und n-spaltigem © das auf 
der rechten Seite von (3) vorkommende € durch €, + g R-! G, so erhilt 
man alle ganzen Matrizen €, wenn man einerseits €, alle modulo g R- in- 
kongruenten Matrizen, andererseits © alle ganzen Matrizen durchlaufen laBt. 
Setzt man noch zur Abkiirzung g-? RC, = R,, so kann man an Stelle der 
Definitionsgleichung (3) auch schreiben: 


1(S,%)= L wf" ((R, + G) D(R, + G) ¥)}, 
6, (Ry) 


wobei also © die Werte aller ganzen m-zeiligen und n-spaltigen Matrizen 
annimmt und €, alle modulo g R- inkongruenten Matrizen durchlauft, was 
durch das Zeichen (R,) angedeutet ist. 

La&t man g alle ganzen Spalten von n Elementen durchlaufen, und 
nimmt man an, die symmetrische n-reihige Matrix 9) habe einen positiven 
Imaginarteil, dann ist die Riemannsche Thetafunktion von n Variablen 
24, «++» 2,» die als Elemente der Spalte 3 aufgefaBt werden, definiert durch 


#(Y, 3) = Joie Da + 29° 3}. 


Nun bezeichne man mit r,, die l-te Spalte der Matrix ®, und bilde den Aus- 
druck 
A (D, Ry, X) = w {go (RK, D RK, X)} [TO (G?d, , 7d, ¥ ry). 
i= 1 
Dann ergibt eine einfache Rechnung 


{(S,X) = J A(D,R, 2). 
(ky) 


Jetzt sei S = €, und man setze F (E,¥) = F(X). Ein von Smith*) 
fiir terniére Formen bewiesener, und von Minkowski') fiir quadratische Formen 
mit beliebig vielen Variablen angewandter Satz besagt, daB irgend zwei 
Formen eines Geschlechts immer durch rationale Transformation von der 
Determinante 1 mit einem zu einer beliebig vorgeschriebenen Zahl relativ 
primen Hauptnenner ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Infolgedessen 


*) Philosophical Transactions 157 (1867). Collected Papers I, 8S. 480. 

5) ,,Uber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratische Formen mit rationalen 
Koeffizienten ineinander rational transformiert werden kénnen.“ Crelle 100, S. 449 
bis 458. 
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kann man q zu einer beliebig vorgegebenen Zahl relativ prim wihien, und 
auBerdem fiir alle Klassenrepriisentanten des Geschlechtes von € die Matrix 
D = € eintragen. Deshalb ist hiermit bewiesen 


Satz I. Die Geschlechtsinvariante des Geschlechtes der Einheitsmatriz 
kann in folgender Weise geschrieben werden: 


— © = )| 
(7) PR) =e DFE; |g, AEM), 
S Pu 


wobert die A (E, R,, ¥) aus den Teilwerten der Riemannschen Thetafunktion 
von n Variablen, # (q? X, q? Xr;.;), gebildet sind. 


4. Eine symmetrische Matrix heiBe gerade, wenn die mit dieser Matrix 
gebildete quadratische Form ganze Koeffizienten hat und nur gerade Zahlen 
darstellt, andernfalls heiBe sie ungerade. Man sagt, die Matrix U hat den 
dyadischen Rang 0 (YU) = o, wenn alle 9 + 1-reihigen Unterdeterminanten 
von & gerade Zahlen sind, aber nicht alle o-reihigen. Durch Bestimmung der 
Koeffizienten H (€,U,B) der Eisensteinschen Reihe (6) ergibt sich dann 
fiir den Fall m = 0 (mod 4) der 


Satz 1I. Laft man das Paar U, B alle diejenigen nicht assoziierten teiler- 
lremden symmetrischen Matrizenpaare durchlaufen, fiir die UB’ gerade ist, 
so wird 


m 


(8) F(xX)= SF (—-1)°° |mx4+B/ 2, 
(4, 8) 


vorausgesetzt, dap diese Reihe absolut konvergiert®). 


Beweis. Man gehe aus von der Definitionsgleichung fiir H (S, U, B). 
Wenn nichts anderes iiber die Zahl m gesagt wird, ist von jetzt ab immer 
m = 0 (mod 4). Ist der Rang von U, also die Zahl r, = 0, so folgt unmittelbar 
aus der Definition, daB H (€, UM, B) = 1 ist; deshalb sei in der Folge r > 0. 
In diesem Falle ist es nétig, zunichst die in der Definitionsgleichung auf- 
tretende Summe in folgender Weise umzuformen. U sei eine »-reihige, uni- 
modulare Matrix und € die » — r-reihige Einheitsmatrix. ®, bedeute die 
Nullmatrix mit r Spalten und n — r Zeilen, N, diejenige mit » — r Zeilen 
und Spalten. 

Man kann dann annehmen, das teilerfremde symmetrische Matrizenpaar 
habe die Form 


1G Be 9-8 He 








*) In einem anderen Aufsatz werde ich beweisen, daB die Reihe (8) fiir m > 2(n + 1) 
absolut konvergiert. 
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wobei |U,| > 0 und das Paar Y,, B, teilerfremd und symmetrisch ist. Man 
setze UM'S, = Q und nehme an, d sei die kleinste natiirliche Zahl, so daB 


die mit der Matrix £2 gebildete quadratische Form ganze Koeffizienten 
hat. La®t man die Elemente der m-zeiligen und r-spaltigen Matrix € alle Reste 
modulo d durchlaufen, so ergibt eine einfache Rechnung 


m 
2 


(9) H(S,U,B) = ws 11S| \a,j?d-™" FY wia(C’ SCQ)}. 


€ (mod d) 
Also geniigt es zur Kenntnis aller H (€, A, 8), fiir jede rationale symmetrische 
Matrix Q vom Rang r(0< r Sn) die Summe 
G(Q)=_ 2 wf{o(C'CQ)} 
€ (mod d) 
zu bestimmen. Die dazu notwendigen Uberlegungen sollen jetzt durchgefiihrt 
werden. 


Man setze 
d 
e _ 2* 
5 QD = 0%, 


so daB Q* Matrix einer quadratischen Form mit ganzen Koeffizienten ist. 
Angenommen die Primzahl p sei Teiler von d, und d = d* p* mit zu p teiler- 
fremdem d*. Man definiere dann 


2 d* 

¢.= w |= o(C'CQ*)\. 

= + of Powe) 
€ (mod p" ) 

Wie man sich leicht ausrechnet, folgt daraus, wenn p alle Primteiler von d 

durchlauft, da8 


G(Q)= IT G, 


pid 
wird. Also hat man zunichst die Summe G, zu berechnen, deren Wert sich 
nicht andert, wenn man Q* durch eine p-adisch aquivalente Matrix ersetzt. 
Erst nehme man an, p sei ungerade. Die Matrix Q* ist dann p-adisch 
einer Diagonalmatrix mit den ganzen Diagonalelementen q,, . . ., g, aquivalent. 
Dabei ist mindestens eines der q, (1 = 1, ..., r), etwa q,, zu p teilerfremd. 
Bedeutet allgemein das Zeichen p’||d, daB p genau in der A-ten Potenz 
in d aufgeht, dann kann man auSerdem die q, so ordnen, daB p” || q, und 
hShS...S/h, ist. Entweder ist dabei h, = h, oder es sind fiir ein 
bestimmtes j der Reihe 1, ..., r—1 die Zahlen h; SA und h,,,>h. 


Bekanntlich ist die m-te Potenz des Wertes der einfachen GauBschen 
Summe 


A (p ungerade, 
m gerade). 
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Deshalb rechnet man sich fiir m = 0 (mod 4) leicht aus 


(10) Gy = pes) ry ps, 


k=2 


Setzt man dagegen nur voraus m = 0 (mod 2), so hat man in gewissen, von Q 


abhangigen Fallen die rechte Seite von (10) noch mit (— 1)? zu multipli- 
zieren. 

Folgende Definition gelte auch fiir die Primzahl 2: Wenn im p-adischen 
Q = R-'T und das Paar R, T symmetrisch und teilerfremd ist, dann heiBe 
diejenige Potenz von p, die genau in |®| aufgeht, p-adischer Nenner von Q. 
Bezeichnet man diesen p-adischen Nenner von Q = %*%, mit N,, dann 
wird, wenn p alle Primteiler von d durchlauft, 


(11) (Mt, | _ IT N,. 


N, andert sich nicht, wenn Q mit einer p-adisch unimodularen Matrix trans- 
formiert wird. 

Fiir eine ungerade, in d aufgehende Primzahl p bedeute YU” die r-reihige 
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen p*, p*-",..., p*-"/, 1, ..., 1 
und $Y’ die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen q,, q, p~™, ..., 
q; Pi, Gar PO + Ge Po*® Das Paar U”, B” ist dann symmetrisch 
und teilerfremd, und es wird (&‘”)-! B‘” p-adisch aquivalent Q. Fiir un- 
gerades p ist deshalb N, = |W?|. 

Nun wird G, bestimmt. Wie Minkowski’) bewies, ist die Matrix Q* 
dyadisch aquivalent mit der Matrix folgender quadratischer Form in den 
Variablen 2,, ..., Z,, Yy, -- +) Yo: 215 +++) Z und mit ganzen Koeffizienten: 


vo g w 
Pm mri+ 2 2 * o. 
= 1 =1 


T— 
2 
einen Wert der Reihe 0 bis r annimmt. Die Zahlen a,, 6,, y, kénnen 


gerade oder ungerade sein. Bedeuten nun ¢ und Dd einspaltige Matrizen mit 
m Elementen, dann erhaélt man den Wert von G,, unter Anwendung dieses 
Minkowskischen Satzes, durch Multiplikation der Werte von 


, : : Or. as ‘ 
wobei gy = By y2 + Yee + em und g = einzutragen ist und » 





— W d* 4 
Die)= 2 olgarees 
d* 2” ‘ i , , 
Dibyy= » w {Bee ted+yd'D)}, 
¢, b (mod s*) 





*) ,,Grundlagen fiir eine Theorie der quadratischen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten.“’ Erster Teil. Kap. II und III. 
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indem mana = a, fiir! = 1,...,vundf,y,w = ~,, y,,,fiirk = 1,...,.9 
eintrigt. Weil D(a) eine einfache GauBsche Summe ist, rechnet man sich 
fiir 2° || « aus 


~¢ (s > h— 1; m gerade oder ungerade) 
D(a) = }0, : (s = h— 1; m gerade oder ungerade) 
lo {2 ” aid laa (s << h—1; m gerade). 


Ob in der letzten Zeile das positive oder negative Vorzeichen stehen muB, ist 
von Q abhingig. Bei geradem m ergibt sich 


(26 + w) w< h, 


D(8,y) _ |e ma w>h. 


Weiterhin sei 2° || a, und s,; << s,<...<s,. Dann sind entweder alle 
8, <<. h — 1 oder alle s, > h — 1, oder es ist fiir ein bestimmtes ¢ der Reihe 
1, ..., ¥—1 die Zahl 5 <h—1 und s,,>h—1. Auch die w, kann 
man so ordnen, da8 w, <— w, =... <=, ist. Dann kénnen entweder alle 
w, <h oder alle w, > h sein, oder fiir ein bestimmtes m der Reihe 1, 
g — list vw, <hundw,,, Ah. Folglich ergibt sich durch Multiplikation 
der Werte von D(a) und D (f, y) 
0 mindestens ein s, = h — 1, 
; i m m - 
23) va |w it = " jinalineiiat aii. Ti qe" TT 2"”* = sonst. 
i=1 k=1 
Gegebenenfalls ist das Produkt iiber / oder k wegzulassen, und die Werte 
pw = 0 oder w = g, und t = 0 oder ¢ = » sind einzutragen. 
Man muB noch den dyadischen Seonse von Q bestimmen. Mit UY” be- 
zeichne man die Matrix der quadratischen Form 


t ’ “ 
Q=2%-1y 2° af + TF oft BLD Me(y?+ 2?) + z (yé + 22), 


l=1 i=t+1 k=1 k=u+1 


mit SY die Matrix der quadratischen Form 


t 
R= S2-‘ta,27+21-* Y a2? +2 5 9+ 5 g* tn, 


i=1 t=t+1 k="4+1 

Die Formen Q und R haben ganze Koeffizienten und die gleichen Variablen 
wie die Form P; der Ausdruck  (y,, z,) hat seine alte Bedeutung. Man sieht 
sofort, daB &, $8” ein symmetrisches, teilerfremdes Matrizenpaar und 
(u”)-* B® dyadisch aquivalent Q ist. Folglich ist N, = | M\”|. 

Nach Definition ist im vorliegenden Fall G = € der Ausdruck 
H (S, U, B) = 0, falls MB’ ungerade ist. Andererseits ist bei ungeradem d 
die Matrix 4,8; und damit auch die Matrix MB’ gerade. Bei geradem d 
und einer geraden Matrix 4%’ ist jedes der s, von h — 1 verschieden, so daB 
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dann G, immer den in der letzten Zeile von (12) stehenden Wert annimmt. 
Also ist H (€,U, B) + 0 fiir gerades AB’. Der dyadische Rang von YU” 
und von & ist derselbe. Bei geradem d wird deshalb 9 = r —t — 2 und 


folglich, weil mdurch 4 teilbar ist, (— 1)*° = (—1)*“*” Bei ungeradem 
dist 9 = r. Jetzt trage man N, = || fiir alle Primteiler p von d in die 


Formel (11) ein und bestimme so |%,|?. Diesen Wert und den Wert der 
Summe G(Q) = J7G,, der aus (10) und (12) hervorgeht, hann man in 


pid 
die Gleichung (9) einsetzen. Auf diese Weise ergibt sich dann die Richtig- 
keit der in Satz II ausgesprochenen Behauptung. 


5. Aus diesem Beweis ergibt sich weiterhin eine Aussage fiir den Fall 
eines geraden, nicht notwendig durch 4 teilbaren m. Man erkennt nimlich, 
da8 dann fiir alle symmetrischen teilerfremden Matrizenpaare U, B 


{H (€, U, B)}* = + 1 oder 0 


ist, je nachdem, ob MB’ gerade oder ungerade ist. 
An dieser Stelle werde noch ein Beispiel zu dem Satz II angegeben. 


Es sein = 2, m = 8 und ¥ = - *). Wie man zeigen kann, konvergiert 


dann die Eisensteinsche Reihe (8) absolut. Weil das Geschlecht der Einheits- 
matrix jetzt nur eine Klasse enthalt, entnimmt man aus der Formel (4) und 
dem Satz II folgende Identitat: 

Man lasse das Paar YU, B ein vollstiindiges System zweireihiger, nicht 
assoziierter, teilerfremder, symmetrischer Matrizenpaare durchlaufen, so 
daB UB’ eine gerade Matrix ist, und c und d die Werte aller ganzen Zahlen 
annehmen; dann wird 


xy |AX + B\+* = (JF w {xc*® + 2 yed + zd}, 
(a, 8) c,d 


Die rechte Seite ist gerade die 8. Potenz des Nullwertes der Riemannschen 
Thetafunktion # (X, 3). 


6. Man will jetzt das Verhalten von F (X) bei Ausfiihrung einer Modul- 
substitution n-ten Grades charakterisieren. Die n-reihigen Matrizen 6, §, K 
und 2 sollen ganz-rationale Elemente haben und so beschaffen sein, daB 
©, § und K, 2 symmetrische Matrizenpaare sind und die Gleichung 


GL’ —HK =E 
besteht. Man nennt dann die Substitution 
(13) X, = (GE + H) (R¥ + 2) 


Modulsubstitution n-ten Grades. Eine symmetrische Matrix mit positivem 
Imaginarteil geht bei dieser Substitution wieder in eine solche iiber. Die 
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Substitutionen (13) bilden die Modulgruppe n-ten Grades. Zu dieser Modul- 
gruppe gehérige Modulformen n-ten Grades sind die im Fundamentalbereich 
der Modulgruppe reguliren Funktionen von X, die sich bei Ausiibung einer 
Modulsubstitution nur mit dem Faktor |RX + 2|* multiplizieren, wobei s 
eine Konstante ist. Entsprechend definiert man zu einer Untergruppe der 
Modulgruppe gehérige Modulformen. 

Diejenige Untergruppe der Modulgruppe, fiir die GH’ und KL’ gerade 
Matrizen sind, nenne man U,. Ist dabei noch R =® (mod 2), wo N wieder 
die Nullmatrix bedeutet, so bezeichne man diese Untergruppe mit U,. Es 
besagt dann 


Satz III: Fir m=0 (mod 8) ist F(X) eine zu U, gehirige Modul- 
form n-ten Grades, fiir m = 4 (mod 8) eine zu U, gehdrige Modulform n-ten 
Grades. 

Beim Beweis kann man entweder von der Definitionsgleichung (3) aus- 
gehen und die Transformationstheorie der Thetafunktion anwenden oder 
von der Eisensteinschen Reihe (8) in Satz II. Wahrend man im ersten Falle 
keine Voraussetzung iiber die GréBe von m machen muB, ist im letzten 
Falle wegen der absoluten Konvergenz der Reihe (8), die Voraussetzung 
m > 2(n+ 1) notwendig. Jedoch wird der Beweis iibersichtlicher, wenn man 
von der Reihe (8) ausgeht, was in der Folge geschehen soll. 


Beweis. Man betrachte zuerst die rechte Seite der Formel (6) und er- 
setze darin alle H (S,U, B) durch die Zah] + 1. Die so entstehende Reihe 
ist, wie Siegel*) gezeigt hat, fiir m = 0 (mod 4) eine zur vollen Modulgruppe 
gehérige Modulform n-ten Grades. Nimmt man jetzt an, es sei m =0 (mod 8), 
so hat man nur noch zu zeigen, daB genau dann fiir alle zulassigen Matrizen- 
paare U,B und A* = AG + BK, B* = AH + BL die Matrizen AB’ und 
U*B*’ gleichzeitig gerade sind, wenn ©’ und KL’ gerade Matrizen sind. 
Ks ist 


U*B* = AGHA’ + SBRL’S’ + AUGL'S’ + SBRGH'W. 


Man setze ein: 62’ = E + HK’. Weil fiir jede beliebige, ganze, quadratische 
Matrix T die Matrix T + T’ immer gerade ist, findet man, dab A* B*’ — YB’ 
dann und nur dann gerade ist, wenn UGH’ A’ + BRKL’H’ gerade ist. 
Daraus folgt sofort die Behauptung. 

Nun sei m = 4 (mod 8). Aus Satz II und dem Vorhergehenden folgt, 
da8 auch hierfiir G6 H’ und KL’ gerade Matrizen sein miissen. Da8 nur dann 


m m 
(— 1ee™ = (— 1)0e™ bestehen kann, fiir alle zulissigen Matrizen 4, 


wenn K = N (mod 2) ist, ersieht man leicht aus der Definition von U*. Aus 


*) S., Seite 601. 
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RK = N (mod 2) folgt dann, daB die Determinante von 6 ungerade ist, und 
daB M und U* in diesem Falle wirklich den gleichen dyadischen Rang haben. 

DaB F (X) im Fundamentalbereich von U, und U, mit Einschlu8 des 
unendlich fernen Teiles regular ist, folgt aus (3). Damit ist Satz III bewiesen. 
Man kann natiirlich auch den Gedankengang umkehren und von der Modul- 
gruppe ”-ten Grades ausgehen. Es ist von dieser Seite aus betrachtet interes- 
sant, daB es gerade zu den Gruppen U, und U, gehérige Modulformen gibt, 
die zufolge der Satze I und II mit Hilfe arithmetischer Begriffe in Zusammen- 
hang gebracht werden kénnen mit Teilwerten der Riemannschen Theta- 
funktion von » Variablen. 


(Eingegangen am 19. 11. 1937.) 


Mathematische Annalen. 
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Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen. 


Teil III: 


Divisorentheorie und automorphe Primformen; Summanden- 
systeme; arithmetisch ausgezeichnete Multiplikatorsysteme. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 





Ewnleitung und Inhaltstibersicht. 
Teil III enthalt die §§5 bis 8 der zusammenhingenden Darstellung’). 
In § 5 wird der fiir die Divisorentheorie zentrale Satz von der Gesamtordnung 
des Divisors der allgemeinsten automorphen Form zu einer beliebigen Grenz- 
kreisgruppe von erster Art bewiesen. Der Satz war bisher nur fiir solche 
Gruppen mit parabolischen Substitutionen bekannt. Der Beweis beruht auf 
einem wohlbekannten Ansatz, nach dem, wenn f{ eine vorgelegte automorphe 


Form vom Divisor d bezeichnet, f iiber den Rand eines kanonischen Funda- 
mentalbereiches R unter Vermeidung der Punkte von dD zu integrieren ist. 
Fiir das Integral ergeben sich dabei zwei Darstellungen, einmal (im wesentlichen) 
ord >, das andere Mal im wesentlichen das iterierte w-Symbol (GI, (21), 
(22)) 
Uy, = wy (8, Ss, Ss, eeey Sa-1; S,), 

dessen Argumente in dieser Reihenfolge mit den zu & gehérigen kanonischen 
Erzeugenden 
Pa, Pigs - 005 Peg May Bey » +22 Mae Hy, OG", By", G, By G*, B*, 

2 9 v6 ies Oe en 





1) Siehe die beiden ersten Teile: Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen, 
Teil I (Grenzkreisgruppen und Riemannsche Flichen; Theorie der Faktoren- und Mul- 
tiplikatorsysteme komplexer Dimension), Math. Annalen 115, 8. 23—67, im folgenden 
zitiert mit GI; Teil II (Divisorentheorie der automorphen Formen komplexer Dimen- 
sion), Math. Annalen 115, 8. 175—204, im folgenden zitiert mit GII. Vgl. auBerdem: 
H. Petersson, Neuere Untersuchungen iiber automorphe Formen komplexer Dimen- 
sion, |Bericht, Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 47 (1937), 
8. 161—176; Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension und ihre 
Darstellung durch eine neue Art Poincaréscher Reihen, Math. Annalen 103 (1930), 
8. 369—436, im folgenden zitiert mit B. Die vorliegende Arbeit wird mit G III 
zitiert. 
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iibereinstimmen. (Hier bewirken die P;, 1S j So, und E,, l Ske, 
die Kantenzuordnungen in den Umgebungen der parabolischen bzw. elliptischen 
Fixpunkte von &, wihrend die weiteren Matrizen auf der Riemannschen 
Flache den Uberschreitungen der Riickkehrschnitte entsprechen.) Man erhil 
also eine Gleichung 

(*) ordd = C-r, 


wo —r die Dimension von /, C eine gewisse mit w, eng zusammenhiangende 
Gruppenkonstante angibt. Hieraus folgt der Wert von C, nimlich 
C=p—l1+4q 

(p das Geschlecht, g das VerzweigungsmaB von J") unmittelbar, wenn man eine 
Form der Dimension — 2 in diese Formel einsetzt. Dabei wird aber der Satz 
benutzt, nach welchem der Divisor eines Abelschen Differentials auf einer 
geschlossenen Riemannschen Fliche vom Geschlecht p die Ordnung 2 p — 2 
besitzt. In einer Begriindung der Theorie der automorphen Formen hat dieser 
Satz lediglich den Vorzug, daB er allgemein bekannt ist. Zu seinem Beweise 
benétigt man indessen nahezu den ganzen Apparat der Funktionentheorie auf 
algebraischen Gebilden, also insbesondere sowohl die Existenzsitze fiir die 
Differentiale, als auch den Riemann-Rochschen Satz*). Eine andere Méglich- 
keit, C zu bestimmen, besteht in einer von diesen umfassenden transzendenten 
Hilfsmitteln unabhangigen Berechnung von w,. Diese Berechnung ist im 
Hinblick auf die elementare Definition von w,, eines der ersten Erfordernisse 
einer independenten Theorie der automorphen Formen; ich stelle im § 7 zwei 
Methoden zu dieser Berechnung dar. 

In §6 wird zunichst der Hauptsatz2 iiber die Existenz der automorphen 
Formen bewiesen. Die beiden Hauptsitze geben zusammen die vollstandige 
Lésung des Existenzproblems fiir die automorphen Formen, beantworten also 
die folgende Frage: 

Vorgelegt sei eine beliebige Grenzkreisgruppe J" von erster Art (d. h. mit 
einem endlichen Erzeugendensystem), ferner eine komplexe Zahl r. 

1. Gibt es zu J’ und —r ein Multiplikatorsystem ? 

2. Es gebe (und es sei v) ein Multiplikatorsystem zu und — r. Gibt 
es eine nicht identisch verschwindende automorphe Form f zur Gruppe I, 
von der Dimension — r und zum Multiplikatorsystem v ? 

(Vgl. hinsichtlich der Definitionen etwa GI, § 2, Abschnitt 2, Anfang.) 

Es zeigt sich insgesamt, da8 zu J’ und — r fiir beliebiges komplexes r 
ein Multiplikatorsystem und dann auch stets eine nicht identisch verschwin- 
dende Form existiert, wenn J” parabolische Matrizen enthalt. Enthalt da- 





*) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, erste und zweite Auflage, Teubner 
1913 und 1923, im folgenden zitiert mit W. 


34* 
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gegen I" keine parabolischen Matrizen, so besteht der gleiche Sachverhalt fiir 
diejenigen und nur diejenigen r, welche ganzzahlige Vielfache einer gewissen, 
durch I" bestimmten rationalen Zahl sind. Die Gesamtheit der Multiplikator- 
systeme v zu gegebenem r zerfallt in endlich viele getrennte multiplikative 
Scharen, die sich in den Werten von v fiir die elliptischen Erzeugenden EF, 
(1 = k Se,) unterscheiden. Das allgemeine v innerhalb der einzelnen Schar 
hingt von 2p+o—1 (bzw. 2p, falls o = 0) willkiirlichen komplexen 
Parametern wesentlich, d.h. so ab, daB v auf den zugeordneten Punkt des 
Parameterraumes eineindeutig bezogen ist. 

AuBerdem wird in diesem § 6 das vollstindige System der automorphen 
Primformen zu einer beliebigen Grenzkreisgruppe J" von erster Art aufgestellt. 
Dieses System erméglicht eine reale Darstellung der Divisoren durch Prim- 
form-Potenzprodukte, und seine Aufstellung ist in gewissem Sinne das eine 
abschlieBende Ergebnis der Divisorentheorie. Allerdings darf nicht iibersehen 
werden, daB die Multiplikatorsysteme der Primform-Potenzprodukte durch 
i. a. héchst komplizierte Formeln gegeben sind, so daB es sehr schwierig ist, 
genauere Aussagen iiber die Multiplikatorsysteme von Formen mit vor- 
gegebenem Divisor zu machen. Hier besteht eine gewisse Polaritaét zu den 
Verhiltnissen bei den Poincaréschen Reihen. Es lassen sich unmittelbar 
(s. etwa B, §2) Poincarésche Reihen (reeller Dimension < — 2) mit vor- 
gegebenen Multiplikatoren (des Betrages 1) konstruieren. Es ist aber bekannter- 
maBen sehr schwierig und nur in ganz speziellen Fallen gelungen, iiber die 
Divisoren dieser Reihen, sofern sie ganze Formen darstellen, die in den Spitzen 
verschwinden, auch nur die bescheidensten Aussagen zu machen, z. B. die, 
daB eine vorgegebene Reihe dieser Art iiberhaupt einen Divisor besitzt, 
d.h. also, daB sie nicht identisch verschwindet. Immerhin vermitteln die 
Primformen einige prinzipiell wichtige Erkenntnisse iiber die Struktur der 
Mannigfaltigkeit der simtlichen automorphen Formen zu einer beliebigen 
Grenzkreisgruppe J” von erster Art. 

§7 enthalt die angekiindigte elementare Berechnung von w,. Zunichst 
zeigt sich, daB w, ungeandert bleibt, wenn man alle Matrizen von I’, ins- 
besondere die S, (1 iS”), mit einer festen reellen unimodularen Matrix 
transformiert. Im iibrigen folgt dies auch aus der Invarianz des C in der 
Formel (*), deren Beweis zwar den Cauchyschen Integralsatz erfordert, die 
aber eine von den Existenzsitzen auf Riemannschen Flaichen unabhangige 
Begriindung der Invarianz von w, liefert, wenn man fiir / eine nicht identisch 
verschwindende Poincarésche Reihe einsetat. Von den zwei elementaren 
Methoden zur Berechnung von w, benutzt die erste die Tatsache, daB der 
hyperbolische Flacheninhalt eines kanonischen Fundamentalbereichs R von I’ 
gleich 4 2(p — 1 + $4) ist. Damit ist eine Beziehung zwischen p — 1 + $4 
und der Summe der Innenwinkel des Polygons & hergestellt; diese Winkel- 
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summe hingt wiederum, wie eine elementare Betrachtung zeigt, mit der 
Summe der Winkeléffnungen zusammen, weiche die euklidischen Kreisbogen 
des Randes von & aufweisen. Andererseits enthalt die Formel fiir die Differenz 
der Winkeléffnungen zweier Kreisbogen, die durch die lineare Transformation 


mit der unimodularen reellen Matrix S = e 5% c + 0, aufeinander bezogen 


sind, die Ausdriicke arg (ec tr + d), wo an Stelle von t die Endpunkte des 
einen Kreisbogens einzutragen sind. Die Zusammenstellung dieser elemen- 
taren Tatsachen fiihrt auf dem Wege iiber die Gleichung (25,) in GI ohne 
weiteres zu dem gewiinschten Ergebnis. 


Es sei noch hervorgehoben, das dieser Beweis in Wahrheit von den 
Inhaltsformeln der hyperbolischen Geometrie, d.h. also von der Integral- 
rechnung unabhingig ist. An Stelle des Inhalts von & benétigt man nur 
den Wert der Summe der Innenwinkel von SR, und dieser Wert ist aus der 
kanonischen Zerschneidung der nach G I, § 1 durch J‘definierten Riemannschen 
Flache 8 unmittelbar zu erhalten. 


Die zweite Methode ist ihrer Natur nach auf Grenzkreisgruppen mit 
parabolischen Substitutionen eingeschrankt. Sie operiert auf dem Parkett 
der kanonischen Fundamentalbereiche von J’ im Grenzkreis (d. h. hier: im 
Innern der oberen t-Halbebene). Nach einigen einfachen Betrachtungen 
dariiber, welche Bereiche des Parketts lings einer Kante aneinanderstoBen, 
wird die Bestimmung von w, auf den folgenden topologischen Sachverhalt 
zuriickgefiihrt: Es kann angenommen werden, daB & die Spitze oo aufweist; 
die Vereinigung B von K mit einem Bildbereich SR, der aus K durch die 
a by 
e d)’ 
und mit & eine Kante gemein hat, riegelt die obere Halbebene derart ab, dab 
es unméglich ist, von weit rechts nach weit links stetig iiberzugehen, ohne ¥ , 
zu treffen. 


lineare Transformation S von I’ mit der Matrix S = ( c + 0, hervorgeht, 


Mit dem Werte von w, kennt man den Wert von C und damit die Ordnung 
des Divisors der allgemeinsten automorphen Form zu einer beliebigen Grenz- 
kreisgruppe J” von erster Art. Der zweite Beweis liefert dieses Ergebnis un- 
mittelbar nur dann, wenn J" parabolische Substitutionen enthalt. Um auch 
aus diesem zweiten Beweis den allgemeinen Satz zu erschlieBen, mu8 man 
sich der (im iibrigen nach Carathéodory sehr einfach beweisbaren) reinen 
Abbildungssiatze der Uniformisierungstheorie bedienen. Da das C aus der 
Formel (*) im wesentlichen mit w, iibereinstimmt, so erhalt man aus diesen 
Siitzen, dem zweiten Beweis und dem Beweis der Forme] (*) die Aussage, 
daB die Gesamtordnung des Divisors eines Abelschen oder Prymschen 
Differentials auf einer beliebigen geschlossenen Riemannschen Flache vom 
Geschlecht p den Wert 2 p — 2 aufweist, und daraus folgt, wie eingangs ge- 
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schildert, der allgemeine Satz fiir beliebige Grenzkreisgruppen von erster Art. 
Es gelingt also, die Ordnungen der genannten Divisoren zu bestimmen, ohne 
die Existenzsitze iiber Differentiale und den Riemann-Rochschen Satz zu be- 
nutzen, und zwar auf Grund des ersten wie auf Grund des zweiten elementaren 
Verfahrens zur Berechnung von w,. 

Nachdem die notwendigen und hinreichenden Existenzbedingungen fiir 
die Multiplikatorsysteme aller Grenzkreisgruppen von erster Art nunmehr 
explizit bekannt sind, werden im § 8 Existenzsitze iiber arithmetisch speziali- 
sierte Multiplikatorsysteme aufgestellt. Es handelt sich im wesentlichen um 
diejenigen Multiplikatorsysteme v zu J” von reeller Dimension — r, welche 
fiir alle LZ aus J” Werte von der Form 


ol) =o" *(—1 = e j)ioP) bzw. v(L) am "5 (—_ I eiehtial) 


annehmen, wo n eine fest vorgegebene natiirliche, 6 eine beliebige ganze Zahl 
bezeichnet. Man kann diese v als naturgemaBe Verallgemeinerungen derjenigen 
Abelschen Charaktere der Substitutionsgruppe (d. h. der Multiplikatorsysteme 
von der Dimension Null) auffassen, deren Werte fiir alle Z aus J" n-te Einheits- 
wurzeln sind. Insbesondere entsprechen die » mit dem genannten Werte- 
vorrat fiir » = 1 dem Hauptcharakter. Die Bestimmung des Wertevorrates 
fiir allgemeines » erklart sich daraus, daB die Kompositionsrelation, der die 
zur Dimension — r gehérigen Multiplikatorsysteme v geniigen, aus diesem 
Wertevorrat nicht herausfiihrt, weil die Faktoren o (M, S) Zahlen der Form 
e’***? mit ganzen » sind. Die Rolle der Matrix —J beruht auf der 
Forderung v (— J) = e~ **’, die jedes v erfiillen mu8. Im Zusammenhang 
mit dieser Fragestellung gelingt es auch, die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir aufzustellen, da8 eine Grenzkreisgruppe I’, die urspriing- 
lich wie immer als Matrizengruppe, die Matrix — I enthaltend, gegeben ist, 
von dieser Matrix befreit werden kann, d. h. daB J’eine Untergruppe besitzt, 
welche zu jedem L aus I" stets genau eine der beiden Matrizen + L oder — L 
enthilt. 

Hinsichtlich der Bezeichnungen verweise ich auf eine ausfiihrliche Zu- 
sammenstellung in GI. In Abanderung der in GI und GII benutzten Be- 
nennung der letzten Gleichung (48) als ,, Umlaufsrelation im GroBen‘‘ (s. auch 
das Inhaltsverzeichnis in GI) spreche ich von dieser Gleichung als von der 
, SchlieBungsrelation“. 


§ 5. 
Die Ordnung des Divisors einer automorphen Form komplezer Dimension zu 
einer beliebigen Grenzkreisgruppe von erster Art. 
Es sei I" eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art (d. h. mit einem 
endlichen Erzeugendensystem, vgl. GI, §2, Abschnitt 3). Ein kanonischer 
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Fundamentalbereich R von I’ habe o (= 0) parabolische Spitzen, e (= 0) 
elliptische Ecken und das Geschlecht p (20). Es sei r eine komplexe Zahl, 
v ein Multiplikatorsystem zu J” und — r, und die Klasse {I°, — 1, v} + {0}. 
Ist { (t) eine Form {I’, — 1, v}, f nicht identisch Null, so werde unter & ein 
zu f schnittfremder kanonischer Fundamentalbereich verstanden. In sche- 
matischer Darstellung gibt Fig. 3 das Aussehen eines solchen 8 mit o = 5, 
é = 4, p = 3 wieder. (Hinsichtlich der Definitionen vgl. GI, §2, Ab- 
schnitt 2 und 3.) Man erhalt den Rand R® von & durch die in Abschnitt 3 
geschilderte Ubertragung aus dem Schnittsystem S auf %, indem man dort, 
ausgehend von r, und beginnend mit dem, von r, aus gesehen, linken Ufer des 
Schnittes p,r,, auf B’ das gesamte Schnittsystem einmal so durchlauft, daB 
das Innere von %’ zur Linken bleibt. Jede Kante von & wird durch die 
(wie in GI (34,) normierte) Matrix LZ aus I" bezeichnet, fiir welche L& lings 
dieser Kante an & anstéBt. 














Fig.3. (0 =5, eg = 4, p= 3) vgl. Fig. 1, GI, 8.59. Fig. 3 ist nur 
schematisch zu verstehen; z. B. ist die Tatsache, daB die Winkelsumme an 
den Aufpunktbildern &,, m, z,, ISjSo0, 1SkSgq, lSvsp, 
0 Si S4) den Wert 22 haben miiBte, in der Zeichnung nicht beriicksichtigt. 


Die Funktion g(t) = re hat folgende Eigenschaften: 


(1) (Lt) (yt + 8)* = 9) +45, 





fiir jedes L = - 6) aus I. Bezeichnet s eine parabolische Spitze von J’, 
so gilt, wenn s= A™'o mit reellem unimodularem A, A = {aj, a,}, 
P=A'U%A mit gewissem N>O normierte Erzeugende von 3,, 
v(P) = e*** mit OS Rex < 1, g eine geeignete ganze Zahl, rt in einer 
gewissen Umgebung von s gelegen ist (vgl. G I (32)): 


—f ant 4+ +n) 


(2) f(t) = (@,t+a,) @€ * BO 
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At 
(, =e "'¥, P(t) ist bei t = 0 regular und ungleich Null), mithin 


tP’ () 
(3) ¢(t)= ew 


—Ta, 
@,t+ a, 


+ FO + atta)? +H (at +0,)* F 





Diese Formel besteht auch, wenn s = o , d. h. a, = 0 ist. 

Bezeichnet w eine elliptische Ecke von J’, / ihre inhomogene Ordnung, 
E die normierte Erzeugende von 3,,, so gilt fiir tr in der Nahe von 
(vgl. GI (38)): 








ay —wm\artth 
f(t) = (r§—@y "(2)" BE; 
a und fh sind ganze Zahlen, es ist OS aS! —1, 
st — tT — @) 
v(£) = T* . ‘ ‘3 (: =), 
Y (t) bei t = 0 regulaér und ungleich Null. Daraus folgt mit 9 = + 
- oa—m (t— ow o—@ ;r—w\  tP ( 
(4) P(t) jot 5 tlh+ oe) — ays =) + tn (ss) Bt) - 


Es sei € eine orientierte, stetige, rektifizierbare Kurve in §. Man 
erhalt aus (1): 


(5) [ e(ae - \ edt = = | oartry |= 
€ € 


(yt 
Le 








t+) 

€ 

fiir alle Z aus I. Die spater auf Grund dieser Formel einzufiihrenden Loga- 
rithmen werden gemiB den Festsetzungen von G 1 (8), (9) bestimmt. 

Zu jeder parabolischen Spitze s; = s (27 0) von & zeichnen wir 
einen die reelle t-Achse in s von oben beriihrenden Kreis f (bzw. zu s; = s, = @ 
eine Horizontalgerade bh in §), welcher (welche) die beiden von s auslaufenden 
nichteuklidisch geradlinigen Stiicke von & trifft. Das von den hier genannten 
euklidischen Kreisbogen begrenzte abgeschlossene Dreieck mit den Winkeln 


xz x eg: 
=> » ? 0 (bzw. der von den genannten achsenparallelen euklidischen Geraden 


begrenzte Vertikalhalbstreifen) kann durch Wahl des Radius von f (bzw. der 
Hohe von b) so eingerichtet werden, daB, abgesehen von s selbst, weder eine 
Nullstelle noch ein Pol von fim Innern oder auf dem Rande des abgeschlossenen 
Dreiecks (bzw. des berandeten Vertikalhalbstreifens) liegt, so daB dort die 


a statthat. 


Einer jeden elliptischen Ecke w, = w (1S k S @ ) von & laBt sich analog 
ein nichteuklidischer Kreisbogen mit dem nichteuklidischen Mittelpunkt w 
zuordnen, welcher die nichteuklidisch geradlinigen, von w auslaufenden 
Stiicke von & trifft. Durch geeignete Wahl des nichteuklidischen Radius dieses 
Kreises erreicht man, daB das von den genannten euklidischen Kreisbogen 





Entwicklung (3) mit gleichmaBig konvergenter Potenzreihe fiir 
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begrenzte abgeschlossene Dreieck mit den Winkeln > > =. 
vom Punkte w selbst, weder eine Nullstelle noch einen Pol von f enthilt, 
so da8 dort die Entwicklung (5) mit gleichmaBig konvergenter Potenzreihe 


t P’ (t) 
iw statthat. 


Die bei den parabolischen Spitzen s; (1 Sj Sc) konstruierten Ver- 
bindungsbogen zwischen je zwei zueinander nach J" aquivalenten Punkten auf 
den beiden von s, auslaufenden nichteuklidisch geradlinigen Stiicken werden 
mit b; bezeichnet; b, ist also die ganz in § gelegene Seite des oben genannten 
Dreiecks bzw. Vertikalhalbstreifens. Entsprechend mégen die bei den ellip- 
tischen Ecken konstruierten Verbindungswege, also diejenigen Seiten der 
genannten Dreiecke, die die betreffende Ecke nicht enthalten, mit ¢, 
(1 S k S @) bezeichnet werden. 

Unter ®’ werde die einfache geschlossene, aus endlich vielen nicht- 
euklidisch geradlinigen Stiicken bestehende, ganz im Innern von § verlaufende 
Kurve verstanden, die aus ® dadurch hervorgeht, daB die von den Spitzen 
und Ecken ausgehenden Randstiicke von da bis zu den Schnittpunkten mit 
den Verbindungsbogen getilgt und durch diese Verbindungsbogen 6b, 
(lSj So)unde, (1 S k S @) ersetzt werden. Wir betrachten an Stelle 
von & den ganz im Innern von § gelegenen abgeschlossenen Bereich &’, 
der von ®’ begrenzt wird, und der keine der Spitzen s, und Ecken w, enthilt. 

Der Divisor ) = (f) (vgl. GTI, §3, Abschnitt 1) werde in reduzierter 
Gestalt als Produkt 


d=)HNU, N= /] (s;)°3°% Ii (co,)°** **, “u= [] em 
k=1 


jt u=1 


abgesehen 


fiir 





geschrieben, wo 
vV(Py=e™"s, OL Rex, <1, g; ganz (1 Sj so), 


2i— + 271, 


v(E,) =e ‘s ,0So0,<1, a,=0,1, ganz, h,ganz(lok<e,), 


die t,, voneinander verschiedene Nichtfixpunkte im Innern von §’ und die /,, 
von Null verschiedene ganze Zahlen bezeichnen. 


Fiir das iiber den Rand ®’ von &’ im negativen Sinne (d. h. so, daB das 
Innere von &’ zur Rechten bleibt) erstreckte Integral (9 (t) dt findet man 


a gy(t)dt = —ordu. 


224 
R’ 





(6) 


Die linke Seite dieser Gleichung laBt sich noch auf eine andere Weise 
ausdriicken. Zur Umformung dieses Integrals verabreden wir die nachstehen- 
den Bezeichnungen: 
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Eckpunkte von ®’ heiSen ausschlieBlich die Endpunkte z,, z; (1 j So) 
der Verbindungsbogen b,, wobei z, auf der Kante P, liegen soll, die Endpunkte 
Ye, ¥e (1 Sk S e) der Verbindungsbogen ¢,, wobei y, auf der Kante EF, 
liegen soll, sowie diejenigen Punkte von &’, die bei der Abbildung der Uber- 
lagerungsflache ® auf § durch die uniformisierende Variable t, vermége 
welcher 8’ in & iibergeht, aus dem Aufpunkt p, von GS entstehen. Diese 
Bildpunkte von p, werden an Hand der Fig. 3 benannt. Es seien ¢, und é, 
die Endpunkte von P, bzw. P;’, allgemein £; und £; die Endpunkte von P, 
bzw. P>* (lS j S 2a); es seien analog 7, und », die Endpunkte von E, 
bzw. Ee" (1 S k S e) (Anfangspunkte sind hier die z; baw. z;, yx bzw. y,). 
Ferner sollen fiir festes ganzes vy (1 S » S p) die in dem Kantenzyklus 
G,, H>', G-", H, bei positiver Durchlaufung von &’ (bei der also das Innere 
von &’ zur Linken bleibt) anzutreffenden fiinf verschiedenen Bildpunkte 
von pp, einschlieBlich des Anfangs- und Endpunktes des Kantenzyklus, der 
Reihe nach mit 


Z,,09 2y,1» 8,99 27,39 %,4 

bezeichnet werden. Zwischen diesen Punkten 

Zj, Zip §, &; Yer Yes Me Ths %,0> Zr.a» 2.2 29 Fra 
QISjSo, 1SkSe% 1S*S?P) 

bestehen folgende Relationen: 

(7) a = Pix, & = PGs we = Fy m = Em: 

(8) é, = &,, és = §s, coe gj > S41 sey €-1 = §, é, Ties 

(9) ™ = Ne» "a = Ney ++ Me = Meas ++ Ne,-1 = Ne» Neo = 21,0) 
(10) 24,4 = 22,0) 22,4 = 23,09 + + +> 2,4 = Zr 41,09 + + +9 29-14 = 2,0 2, 4 = E13 
(11) G2, 5 = 2,.9, G,2,,9 = %,1, H,2,,1 = 2, 4,2, = 2.3 


Die weiter unten auftretenden Integrale werden samtlich lings solcher 
Wege erstreckt, die einen Teil von ®’ einfach und im festgesetzten negativen 
Sinne durchlaufen. Der Gesamtweg &’ lat sich in die Teile U, (1 Sj So), 
S.(1 Sk Se) und €, (1 S » S p) zerlegen, wo lings ®’ 


, von €; tiber z;, x; nach &, (lsjS 09), 
B, von 7; iiber y,, y, nach 7 (lskSe), 
€, von z, , tiber z, 5, z, 9, 2,,; nach z, 9 (isvsSp) 


fiihrt. Wenn etwa o > 0, ¢& = 0 ist, so fallt die Punktreihe (9), es fallen 
mit ihr die Wege %, fort, und man hat &, mit z, . zu identifizieren. Wenn 
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a > 0, p = 0 ist, so fallt die Punktreihe (10), es fallen mit ihr die Wege €, 
fort, und man hat Neg (falls eg > 0) oder &' (falls eg > 0) mit &, zu identifizieren. 
Wenn o = O ist, so fallt die Punktreihe (8), es fallen die Wege U, fort, und man 
hat zy , (falls p > 0) oder 7, (falls p = 0) mit y, zu identifizieren; ist neben 
o« = Oauch noch e, = 0, so fallen die Punktreihen (8) und (9), die Wege U,, B, 
fort, und man hat z, , mit 2, » zu identifizieren. Hier gilt bekanntlich p > 2. 

Es wird unter Fortlassung des Index j (2 S j S o) in den Bezeichnungen 
zu (3) und mit P = {p,, p,}: 


z é a 
Jotdr =| ote)de + f o(e)de —[ o(epar. 
j . 2 2’ 


At 
Man schreibe das erste Integral auf die Variable t =e "' ¥ um; der 
Integrationsweg des transformierten Integrals ist ein Kreis |t] = 0 (@ > 0), 
und man erhilt nach (3): 


z 


| v(nar = — r[log (x + +2) b+ h(t 


Pu 


4) at, 








=—fF {log (2 + 22) — log (2’ +2)| + 2mi(g+ x). 
Weiter findet man nach (5) und (7) 


t’ 


[omer = | g(t)dt+r {log ("+ *) ~ log (z’ + Ps) 


z 2’ 


Im Falle j = 1, s = 8; = @ (d. h. a, = p, = 0) gelten die gleichen Formeln 
mit dem einzigen Unterschied, da8 die logarithmischen Summanden wegfallen. 
Daher — sich fiir alle 7 (1 Sj Soo): 


{12) 2 Jowres = ani >’ (9, + x) + 
j=lg 


j=l 
+ r a {log (p, , F + P, ;) = log (p, ; 2; + Po, j } ++ 
j=1 


=? > {log (a,, 5 2; + a, 5) — log (a), ; 2 + as, ;)} 


f= 


mit P, = A; a A,(N,> 0) als normierter Erzeugender von 3:, und 


A; = {a1 ;, 4,5}, P= {P14 Pas (lSjS 9). 
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Die Umformungen des Integrals je (t)dt gestalten sich analog. Man 


findet unter Fortlassung des Index k(1 = k S e) in den Bezeichnungen 
zu (4) mit E = {e,, e,}: 


y 4 "' 


| oar = | (ar + { pear — | ora, 

Sy y’ y y’ 

¥ } ; 

| (t)dt = — 4 {log (y — @) — log(y’ — @); + pe > a)" 


: = —r |log(y — @) — log (y’ — @)} + 2xi(h + 0), 


’ 


y U 


. 


\ P(t)dt = | g(t)dt+ r {log (n’ +2)- log (y’ + *)}, 


u y 


so daB 


% - $e, 
(13) DY’ | p(z)dr = 22 Dh, + 0) + 
ke 1g. k=1 
+f > log (e, . 7, + &,,) — log(e, , ¥, + &,,)} + 
k=1 
—r D’ |log(y, — @,) — log (y, — 8) 


k=1 


mit £, als normierter Erzeugender von 3,,,, Ex = {€;, x, €2, x}, (1 Sk SS &). 


Aus (6), (12), (13) folgt als Zwischenresultat die Beziehung 


P ® 
(14) 22iordd + PS |o(rdr J 
ret¢ 
7 U ‘4 
a i > (log (p, , 5; + P, ;? - log (Pp, ;2; Tt P, j)) + 
j=1- 


a 


Y ‘ 
aa | a (log (ay, ; x; + dy, ;) _ log (a,, ; 2 + a, ;); + 


j=1 
=. f 
sie > ilog (e, "+ e, 4) — log (CM <4 e, ,)I v 
k=1 
oa, 7 ms 
aad az {log (y, — @,) — log (y, — @,)} = @, 


k=1 
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Die Analogie der beiden auf die Spitzen beziiglichen Summen zu den beiden 
auf die Ecken beziiglichen Summen wird aus der ersten Gestalt der zweiten 


Summe iiber j und aus der Tatsache, daB s, = —%4 | ersichtlich. 
1,3 
Zur Untersuchung des iiber einen Kantenzyklus €, erstreckten Integrals 


fo (r)dt setze man G, = {9, ,, 2,,}, H, = fhy,,, he,,}. Dann erhalt man aus 
der Zerlegung 


*3 tro 2y,3 


j-7-F+P-3 


=y,2 


nach (5) und (11) 
(15) pr = = 1 (log (Ay,» 21,2 + ha,») — log (hy, » 2,1 + he,y)} + 
+ 7 {log (g, , z5 9, J log (9, , Zt 9, mE 


Aus (14) und (15) gewinnt man eine Beziehung von der Gestalt 


2xt 





ordd +Z = 0, 


in der Z durch eine Summe von Logarithmen ausgedriickt werden kann. 
Zur Verwandlung dieser Summe bedienen wir uns zunichst der gemaB (11) 
giiltigen Relationen 


a4 = 24> 
1 

21> H, Za 
—1 y-1 

(16) 22> G, H, 24s 
=i om 9 

23 = H, G, H, 2y,4> 


2,0 — G, H, _ i 
Aus ihnen folgt nach GI Gleichung (10), wenn 


gy — (9 m4" gf, hy ig a feng hy, ay 


av ? 

gesetzt wird: 

log (9,,, %,,, + 9,,,) = log] — log (9°, Ye 4 +9, ) + 22iwG,, G-"), 

log(h, , 2, +, ,) = log] — log(A,” 2, , + Al,”) + 2niw(H,, H,’). 
Hier verschwinden 

log, w(G,, G7"), w(H,, Hy") ssp) 

nach GI (19), wenn, was von jetzt ab vorausgesetzt werde, die G,, H, 
(1S »Sp) der in GI, §2 (zwischen (48) und Satz 5) formulierten Nor- 


mierung unterliegen; diese Normierung andert die Gestalt der definierenden 
Relationen nicht. 
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Damit gelangt man zu der Darstellung 


1 
(17) + ve (t) dt — log (9, ¥ zs + 9s, » + log (A, , 2.9 + h, e) 7 
a + log (giz, , + 9f,,”) + log (At, 2, , + AY,”), 
die fiir alle »y mit 1 S » S p statthat. 
Ferner besteht zwischen den Logarithmen in den beiden Summen iiber 7 
auf der linken Seite von (14), ebenfalls nach G I (10), eine einfache Beziehung, 


die man fiir 2S 7 S o — der Index j wird unterdriickt — unmittelbar aus 
den Relationen 


z= Pz’, P= AU“ A(N>0), AP =A, 
log (a, 2 + a) = log (a, Px’ + a,) = 
= log (a, 2’ + a,) — log (p,2'+ p,) + 22iw(A, A ‘U* A), 
w(A, A~'U” A) = 0 (GI, (20,)) 

abliest. Die gesuchte Beziehung hat die Form 
(18) log (P3,; gj + Pa,;) — log (P,, ; z; + Pej) + 

— (log (a, ;2; +4, ;) — log (a,,;2;+ Gy ;)) = log (P3, 5§ + Pa, ;) 
und gilt ersichtlich auch fiir 7 = 1(p, , = a,,,; = 0). 

Die analoge Beziehung zwischen den Gliedern der Summe iiber k auf 


der rechten Seite von (14) beruht auf der Tatsache, da8 fiir rc § und 
1Sk Se (der Index k wird unterdriickt) eine Gleichung | 


log (Er — w) = log (Ext — Eo) = 
= log (tx — @) — log (e, t + €,) — log (e, m + e,) + 22tu (ZB) 


mit ganzem  (Z) erfiillt ist (vgl. das y;(#) aus GI (36)). Zur Berechnung 
von u(E) schreiben wir 


arg (Er — m) = arg (t — wm) — arg (e,t + €,) — arg (e,@ + €)+22u(B), 


s 
setzen hierin tr = w und beachten, da8 nach den Formeln G I (35), in denen I 
man k = 1 zu setzen hat, 
— 7 of 
arg(¢,@+¢)= 7, arg(e,o+e) = — 7 
zutrifft. Dies gibt u(#) = 0 und wegen y = Ey’, \e,m + e,| = 1: 
— - P at e 
log(y — @) = log(y’ — @) — log(e, y' + e,) - T° 
Daraus erhalt man die gewiinschte Beziehung in der Gestalt : 


(19) log (e, 7, + ¢, .)— log(e, .¥, + 4%.) — (log (y, — @,) — log(y, — @,)) = 
nt 


_ log (€, + € 4) t iL, ‘ 
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Nach (14), (17), (18), (19) ist 


(20) z= ni S't + Sose.,£+2)+ D 8(e,.% +4 t+ 


k=1 se 
+ Y og =” «, + hy”) + log gf,” z zy +9;,")} + 
vy=1 
Pp 
+ )} (log (h,., #1 +4,,.) +108 (4, #5 + 9,.))- 
v¥=1 


Aus dieser Darstellung von Z la8t sich unmittelbar entnehmen, daS 


sot Ft 


k=1 

mit einem der Symbole w, (S,, S,, S3, ..., S,_,, 8,) (GI (21), (22)) iiberein- 
stimmt. Man setze m) = o + &,n = o + e + 4 p und bezeichne die Matrizen 

Py, Pg... Py... Pa By, By, ..., By, ..- By, 
G,, H,, G a » Ge, A,, Gr ’ , ve » G,, H,, Gr Lae Gs 
Gy, Hy, a Hy 
in dieser Reihenfolge mit 
Bog Bay v0.05 Be ee » 8, So+1,8, O+2>s cep Betas +++» Betegs 


Sn, +15 Sno +25 Sn, +3, sen ere erey Sa, +avtas Say +avtas Sa, arta 


S,, +a(v+h)s eee eee , Sr-s, S, 2> S,-1, S,. 
(vgl. GII, SchluB des § 3); auBerdem werde 
b, . 
8; = a) (lsisn) 


und, wenn 1 Si scm S ni ist, 


8,5 = I] S, = 88:4, ... Sa_. 8, = hea a 


gant i,m im 


geschrieben. Die in der Anordnung der Gleichung (20) (im wesentlichen) von 
rechts nach links zu lesende Punktreihe 


ep. 4 Zp, 1? 2p, 2 2> 2p, 3» 2p—1,4> Zp—1,15 2p —1, 2> 2p—1,3» eee 


» 249 2,19 2,99 2,89 Z—a4s ++ 29 Zayas soe ie 21,39 
n..» a ooee Bas coon Me Hs S35 Eos voce Soy » € € 
entsteht nach (7), (8), (9), (10), (11), (16) aus z, , — &, in der folgenden Weise: 
4 = F1y%p,1 = Sn by, 2,2 = Spin $1, 2,3 2, n $1 %-1,4= Span Ee 
Ist man bei z,, Sn,+4r+1,061 angelangt, so kommt mit 


m=o+e¢+4y7-+(1 = NM, + 4y+1: 


~1™ S 1 a S30 Be, 8 — Ba —o, 2 €» Bv, 3 = 8, . s,n $4) 2y—1, 4 = 8,4 nfs 
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wom—4=—a0+¢e+4(r»—1)+ 1. Diese mitdeny = p, p—1, ..., 2,1 
gebildete Punktreihe endet bei 
a = she = Ne, = 8... not _ Tangné eS 
Weiter hat man 
n, = E,*n, = E,'n, , (2=k Se,). 

Daher wird 

ae me 8... n €Ne—s - a Ey le " _ Giseas n Eis 

Neos — ee " oN, — a oy 2 — ", _ ee | 


und wegen 


& = Py '& = Py &_, (25j 50) 
ebenso 
g, "hae 8. botos = &, naeper” FF 7 a 
Gs = Sb e S _ Mas &€, = 8, Fy 


Wie in GI, Gleichung (25,) tritt auch in (20) stets die zweite Zeile der Matrix 
S,, in Verbindung mit der Zahl S, ,,é, fiir 2 S h S n auf. Daher gibt die 
genannte Formel GI (25,) unmittelbar 


(21) Z = xi DF + 2iw, (S,,S,8p,.--4Sx—1» Sq) + log (61, 81+ dh, a) 
k= & 

Die SchlieBungsrelation zwischen den kanonischen Erzeugenden 
{vgl. GI (45), (46)) 

— I, 8, 8, 8s, . . -, 8,1, 8 
von J" hat nach GI (46) die Gestalt 
S,. = (— I), & = 0 oder 1. 
Aus (21) und diesen Tatsachen erhilt man zusammenfassend eine Aussage, 
die hier wegen ihrer methodischen Bedeutung gesondert als Satz formuliert 
werden soll, obwohl sie in der Theorie nur die Rolle eines Zwischenresultats 
spielt. 

Satz 12: Es sei I” eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art (d. h. mit 
einem endlichen Erzeugendensystem). Insbesondere wird zugelassen, dap I 
keine parabolischen Elemente enthilt (c = 0). Es sei r komplex, v ein Multi- 
plikatorsystem zu I und —r, die Formenklasse {I', — r, v} + {0}, f(t) eine 
nicht identisch verschwindende Form {I', —r, v},d thr Divisor. Es set & ein 
zu d schnittfremder (G II, § 3, Abschnitt 1) kanonischer Fundamentalbereich und 
GI (45) das zu & gehérige Erzeugendensystem von I. Man bezeichne die auf 
der linken Seite der Relation in der zweiten Zeile von GI (46) auftretenden 
Matrizen in der dort angegebenen Reihenfolge mit 


S,, S,, Ss, ..., Sa_1, Sa (n= o+e,+ 4p) 





a>. Ba tet Ge 


oa ma el a oO Ole Oe © 6 FF 7 
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und verstehe unter w,,(M,, Mz, Mz, ...,My,—1, My») fiir beliebige reelle uni 
modulare M,, M,, Mg, ...,M,y,_1, My, das in GI (21), (22) definierte Symbol. 
Dann gilt 


y 


\Ais 


l 7 ’ ’ , 
ord } = — = % - 3 c rw, (S,, Sg, 83, .. .,;8,—1,8,). 


| 


{| 


é 

Der oben ausgefiihrte Beweis benutzt wesentlich nur die Definitions- 
eigenschaften einer vorgelegten nicht identisch verschwindenden automorphen 
Form, also ihre Invarianzeigenschaften und die in ihrem Divisor D zum Aus- 
druck gebrachten Regularitiatseigenschaften. Daneben werden lediglich noch 
die Umsetzungsformeln der elementaren Funktion log (m,1t +- mg) bei An- 
wendung einer Substitution mit der unimodularen reellen Matrix S, d. h. die 
fiir die Symbole w(M, 8S) und ihre Verallgemeinerungen giiltigen Rechen- 
regeln herangezogen. 

Die Bedeutung des Satzes 12 fiir die Divisorentheorie der automorphen 
Formen liegt darin, da8 er bei beliebigen Grenzkreisgruppen von erster Art, 
also insbesondere auch fiir ¢ = 0, sofort die Gleichung 


(22) ord } = r(p— l + +) (vgl. GIL, Satz 7) 


herzuleiten gestattet. Setzt man fiir f(t) eine (etwa aus einem Abelschen 
Differential dritter Gattung entspringende) Form {J°, — 2, 1} in die Gleichung 
des Satzes 12 ein, so folgt aus dem bekannten klassischen, in der Einleitung 
genannten Satz und GI, Satz 3 


0 
1 
29—2+¢q= —&— = —2w, (S,, S,, 85, ..-,8,—1, Sa), 
P q 0 2 i, (Sp Se 1, Sn) 
also zunichst (22) und iiberdies 
(23) 2 w,, (S;, Ss, Ss, con ents S,) + &b = — (2p — 2 + np), 


d.h. G II (62). 

Mit dieser Formel la8t sich, wie sogleich gezeigt werden soll, die all- 
gemeine Divisorentheorie der automorphen Formen zu beliebigen Grenzkreis- 
gruppen erster Art aufbauen. Beziiglich der Beweisfiihrung mu8 hervor- 
gehoben werden, da8 der beim Beweise von (22) benutzte Satz von der Gesamt- 
ordnung des Divisors eines Abelschen Differentials, wie erwihnt, einen er- 
heblichen Teil der Funktionentheorie auf geschlossenen Riemannschen 
Flachen zur Voraussetzung hat. Im iibernichsten § 7 wird, wie angekiindigt, 
gezeigt werden, daB (22) aus Satz 12 mit elementaren Hilfsmitteln abgeleitet 
werden kann, welche dem Problem durchaus angemessen sind und ganz der 
Theorie der Grenzkreisgruppen angehéren. Im folgenden § 6 sollen zunichst 
die funktionentheoretischen Konsequenzen aus den hier erkannten Tatsachen 


gezogen werden. 


Mathematische Annalen. 115. 
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§ 6. 
1. Zweiter Hauptsatz iiber die Existenz von automorphen Formen. 
Aufstellung der automorphen Primformen. 
Es sei J” von erster Art, o = 0, r komplex, v ein Multiplikatorsystem 
zu I’ und —r, f(t) eine nicht identisch verschwindende Form {I°, —r, v}. 
Aus 


r bel J 
aZi— +221 — 
(24) v(E,)=—e * ‘*, a, ganz, O< a <),—1(1Sk <u), 
GI(38) und GITI (22) folgt sofort 
€o 
‘ q\_ §'% 
(25) r(p —1+ 4) = d i, (mod 1). 


Diese Aussage ist gleichzeitig die notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Existenz eines Multiplikatorsystems » zu J’ und —r; denn nach (23) 
hat die der SchlieBungsrelation entsprechende Definitionsgleichung zwischen 
den Basismultiplikatoren die Gestalt 


// v (E,) _ v((— I)")e7 ainirw, 7 git"Gr—st Mo) (vgl. GI (61)) 
k=1 
(tw, = Wy (S;, Sg, Ss, . - -; Sp—a, Sp). 


Es bezeichne m, das (positive) kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 
L(1SkSe%), wenn e¢ > 0, sonst die Einheit. Dann besagt (25) iiber 
I’,r,v: Zur Gruppe I" (von erster Art ohne parabolische Substitutionen, 
d. h. mit o = 0) und zur Dimension —r gibt es dann und nur dann ein 
Multiplikatorsystem v, wenn 

. 2 

2°) '= 5 p—tFo 

mit ganzem g zutrifft. (Der Nenner auf der rechten Seite ist eine natiirliche 
Zahl.) 

Um unter dieser Bedingung eine nicht identisch verschwindende auto- 
morphe Form zu konstruieren, die der vorgegebenen Formenklasse {I°, — r, v} 
angehért, in der also v ein unter der Bedingung (26) willkiirlich vorgegebenes 
Multiplikatorsystem bezeichnet, gehe man folgendermaBen vor: Zu jeder 
brauchbaren Dimension — r gibt es ein Multiplikatorsystem v, mit |v,| =1. 
Das allgemeinste Multiplikatorsystem v zu I’ und der gleichen Dimension — r 
hat die Gestalt v = v,y7 mit geeignetem v, der genannten Art, wenn y einen 
geraden Abelschen Charakter von J" mit 


x (E,) = 1 (Ske) 


darstellt. Im fiinften Teil dieser Untersuchungen sollen gewisse, mit den 
hyperbolischen Fixpunktepaaren von I" gebildete Reihen (neue Verallge- 
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meinerungen der Poincaréschen Reihen) aufgestellt werden, welche (im Gegen- 
satz zu den in B konstruierten Poincaréschen Reihen neuer Art, die nur bei 
Gruppen mit parabolischen Substitutionen erklart siad) fiir simtliche Grenz- 
kreisgruppen (von erster oder zweiter Art, mit oder ohne parabolische Sub- 
stitutionen) Formen {J°, —r, v} darstellen, falls r > 2 und v ein beliebiges 
Multiplikatorsystem zu J’ und — r vom Betrage 1 bedeutet. Diese Formen 
kénnen unter der Nebenbedingung, daB sie in allen Spitzen, falls solche vor- 
handen, verschwinden, mit Polen von vorgegebenen Hauptteilen an endlich 
vielen willkiivlich vorgegebenen Stellen eines Fundamentalbereichs von I" 
ausgeriistet werden, wobei in den Ecken die Restklasse der Exponenten mod 1 
in der iiblichen Weise zu beriicksichtigen ist; in den nicht vorgegebenen 
Punkten sind diese Formen regular. Durch Quotientenbildung erhalt man im 
vorliegenden Falle (J° von erster Art, o = 0) nicht identisch verschwindende 
Formen {J’, —r, v,}, wenn r eine (26) geniigende Zahl und v, ein Multiplikator- 
system zu J° und — r vom Betrage 1 bezeichnet; bei r > 2 gilt der obenge- 
nannte, bei r S 2 ein etwas abgeschwichter Existenzsatz (vgl. G II, § 3, 
Abschnitt 3). Der Hauptsatz 1 iiber die Existenz von automorphen:Formen 
gibt nun 


Hauptsatz 2 iiber die Existenz yon automorphen Formen: Zs sei I’ von 
erster Art,a = 0 (d. h. I eine Grenzkreisgruppe mit einem endlichen Erzeugenden- 
system und ohne parabolische Matrizen). Dann existieren weder Multiplikator- 
systeme noch automorphe Formen beliebiger komplexer oder beliebiger reeller oder 
beliebiger rationaler Dimension. Damit zu I’ und — r ein Multiplikatorsystem 
existiere, ist (26) notwendig und hinreichend. Ist (26) erfiillt, v ein Multiplikator- 
system zu I’ und —r, so existiert eine nicht identisch verschwindende Form 
(und sogar ein System von unendlich vielen linear unabhiingigen Formen) 
{I’, —r, v}. 

Mit den beiden Hauptsitzen ist der genaue Giiltigkeitsbereich des Satzes 9 
aus GII, §4 festgestellt. Die im verallgemeinerten Riemann-Rochschen 
Satz auftretende Konstante hat stets den Wert 


q) 
D(— 1, v) = r(p— 1+ =): 
Die in GII, §3 (59) unter der Voraussetzung o > 0 konstruierte Form 
Qc {I, —2, v}, fiir die 
|vo| =1, (Q) = (8,)8?—*+¢, 


fiihrt unmittelbar auf das System der automorphen Primformen bei Grenz- 
kreisgruppen von erster Art mit parabolischen Matrizen (o > 0). Zunachst hat 


Z(t; 5) = (Q (x)= FF8 
35* 
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te 


die Dimension s——s ein Multiplikatorsystem v, mit |v, |=1 
P tg : 1 
und den Divisor 


Z (Tt; 8;) (s,). 


Bezeichnet t, einen beliebigen Punkt eines Fundamentalbereichs von I’, also 

méglicherweise auch eine Spitze oder Ecke, ferner yf ,, (t) fiir zwei beliebige, 

einander nach J indiquivalente Punkte t,, t, des Fundamentalbereichs die- 

jenige bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmte multiplikative 

Funktion zu J", welche lauter Multiplikatoren des Betrages 1 und den Divisor 
(Yr,, (tT) (tT) (72) , 

besitzt, so ist 

Z (13%) = Z(t; 81) (ya,, x. (t)) 

2 D ail = 

Sp—2aq’ “I mit |v,,| =1 und 

(27) (Z (T; T,)) = (T). 


Diese Z (r; t,) bilden, wenn eine beliebige Grenzkreisgruppe J" von erster Art 
mit ¢ > 0 vorliegt, ein vollstandiges System von automorphen Primformen 
zu I’. Jede von ihnen ist durch ihren Divisor (d. h. als Primform durch 1,) 
und durch die Tatsache, da8 ihr Multiplikatorsystem den Betrag 1 hat, bis 
auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Der hieriiber in G II, § 4, 
Abschnitt 4 (anschlieBend an Satz 6) bewiesene Satz besagte, daB eine Form 
{I’, —r, v} zu beliebigem I von erster Art durch ihre Dimension — r, ihren 
Divisor und die Werte 


eine Form iT, - 


|v (G,)|, |» (H,)| (lS»vSp) 
eindeutig festgelegt wird. Dieser Satz kann nach dem genannten Satz aus 
G IT, § 4 und G ITI (22) dahin verscharft werden, daB die Angabe der Dimen- 
sion, da diese durch den Divisor bestimmt wird, iiberfliissig ist. 

Es sei J’ von erster Art,o = 0. Aus einer nicht identisch verschwindenden 
Form f(t) c {I’, —2,1} (die etwa durch das beschriebene Verfahren der 
Quotientenbildung aus den oben erwahnten Reihen gewonnen werden kann), 
ergibt sich (nach vorangehender Potenzierung mit dem Exponenten m,) durch 
dasselbe Vorgehen wie bei GII, §3 (59) zunichst eine Form Y (r; t,) 
c {I, —2 mp, v} mit |v,| = 1 und dem Divisor ' 

(Y (r; T) = (T))™° (Qp—2+ ®, 
ferner hieraus in den Formen 


1 


Z (x; 11) = (Y(t; T%))™o@P—24+D(w* . (r))* Cc \r, — ert 


mit |v, | =1 und dem Divisor 


(Z (t; ty)) = (1) 
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das vollstindige System der automorphen Primformen zu J’. Jedes Z (rt; t) 
ist durch rt, und die Tatsache, da8 |v, |= 1 ist, bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt. 

Es sei I’ eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art. Zu dem Divisor 


(vgl. GIL, §3, Abschnitt 1) 


(28) d= II (8;)%5 * *i li (w,)"* * % li (tm), 


j=1 k=1 m=1 


der willkiirlich unter den Bedingungen 


x; komplex, 0 <= Rexj;< 1, g; ganz (l= j < 9), 


Q 


a 
no=—>7, & ganz, OD a=/,—1, & ganz (looks &), 
"k 
die t,, untereinander indéquivalente Nichtfixpunkte eines kanoni- 
schen Fundamentalbereichs R von J, die A,, ganze Zahlen + 0 


(lioms ») 





vorgelegt ist, gibt es in 


(29) F(t) = I (Z(z; 8;))%5 * * I] (Z (x; c))"* * % I] (Z(t; T))™ 


j=1 k=1 m=1 
eine automorphe Form {I°, —r, v,} mit 
2 ord D 
r= 2p—2 2+ q’ F, = dD, 


st<- +2002 
wo(P)=P"F(LSjSo), w(E)=e¢ * *(ILSkSe). 
Umgekehrt la8t sich jede nicht identisch verschwindende automorphe Form 
eindeutig in der Gestalt 


(29;) F (rt) - H(z) 

darstellen, wo F (r) durch (28) definiert ist, und H (r) eine Einheit, d. h. eine 
Form mit dem Divisor (1), d.h. die Exponentialfunktion eines Integrals 
erster Gattung auf 8 angibt. Der Zusammenhang zwischen v, und den x, 
(lS jS0), ox (1k S &%) liegt im allgemeinen ziemlich tief. Im Falle 
der Modulgruppe (o = 1) kann man 


Z(t; 8,) = A(t) = e*** i (1 — er timry?4 (3; = 00) 
m=1 
setzen ; die Bestimmung des Multiplikatorsystems von (A (r))* bei komplexem x 
fiihrt auf die Fragestellung des bekannten Riemann-Dedekindschen Fragments. 
Sind die Zahlen x, (1 Sj SS) in (28) reell vorgeschrieben, so hat das 
Multiplikatorsystem v, der Form F, (t) den Betrag 1. Umgekehrt besitzt eine 
Form reeller Dimension mit einem Multiplikatorsystem des Betrages 1 eine 
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eindeutige Darstellung als Potenzprodukt von Primformen allein — abgesehen 
natiirlich von einem konstanten Faktor; in der Darstellung (29,) bedeutet 
dies, daB H (r) konstant ist. Ist d, der Divisor (28) mit Re x, an Stelle von x,, 


e= |] (s)'", uy; reel IS j So), D=de, 
j=1 
so erhilt man in F,(t) eine Form {J’, —r*,v,} mit rein imaginirem 1*, 
positivem v, und dem Divisor e: 
. 2i 7 
r = 9 3 -. > ;, Ve a 0, F, (zt) = e, 
2p—2+¢g & 
j=l 
iiberdies 


(30) F(t) = Fy, (t) Fe (t). 

Aus diesen Tatsachen resultiert eine eindeutige Normaldarstellung der all- 
gemeinsten automorphen Form als Produkt von Formen der folgenden drei 
Typen: Den ersten Typus bilden die Formen reeller Dimension mit Multi- 
plikatoren des Betrages 1; jede solche Form ist durch ihren Divisor bis auf 
einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Den zweiten Typus bilden die- 
jenigen Formen rein imaginirer Dimension mit positiven Multiplikatoren, 
welche sich als Potenzprodukte der zu den Spitzen gehérigen Primformen mit 
rein imaginiren Exponenten schreiben lassen; die Menge der Formen des 
zweiten Typus ist leer, wenn o verschwindet. Den dritten Typus bilden die 
Einheiten. Im folgenden bezeichne ich ein Multiplikatorsystem als unverzweigt, 
wenn 

ii 
o(P)) =1 (1S j so), (E,)=e *(LSkse). 
Diese Bezeichnung wird fiir den Rest dieser Arbeit und fiir den vierten Teil 
der analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen beibehalten. Dann ist 
bewiesen : 

Satz 13: Es sei I’ eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art (also 
o = 0), r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu I und — r. Die allgemeinste 
nicht identisch verschwindende automorphe Form f(t) c {I', —r, v} laBt sich 
eindeutig in der Gestalt 

f(t) = py (T) Pe (T) Ps (Tt) 
darstellen, wo py, (t) eine Form des ersten, p, (t) eine Form des zweiten, @z (t) 
eine Form des dritten Typus angibt. Die Dimension — r, von pp, ist der Realteil 
von —r, die Dimension —r, von gz ist der Imaginirteil von — r, die Di- 
mension von g, ist Null. Das Multiplikatorsystem von , hat den Betrag 1, 
das von gp, ist positiv, das von gp, ist stets unverzweigt und entweder identisch 
Eins (niimlich genau dann, wenn y, konstant) oder sicher nicht vom Betrag 1. 
Aus dem Divisor von { entsteht der Divisor von y, durch Nullsetzen der Imagindar- 
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teile aller Exponenten, der Divisor von gy, durch Nullsetzen der Realteile aller 
Exponenten, der Divisor von oy, durch Nullsetzen aller Exponenten. y, und 9, 
sind als Potenzprodukte von Primformen eindeutig darstellbar und durch die 
genannten FHigenschaften, die in der Zugehérigkeit zum Typus ausgedriickt 
sind, bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig gekennzeichnet. 


2. Multiplikatorsysteme der Primform-Potenzprodukte fiir zwei Typen von 
Primformsystemen. Darstellung der Gesamtheit aller automorphen Formen durch 
endlich viele analytische Funktionen von beliebig vielen Variablen. 

Um zunichst die Multiplikatorsysteme der oben eingefiihrten Primformen 
und der aus ihnen gebildeten Potenzprodukte aufzustellen, bedienen wir uns 
des von Weyl in den §§ 14, 16 seines Buches (W) angegebenen Formalismus. 
Ich bezeichne im Gegensatz zu GI, §3, Abschnitt 3 mit pp, einen Punkt im 
Innern der durch GS zerschnittenen Flache %’, mit t, seinen Reprisentanten 
in einem festen kanonischen Fundamentalbereich &; ich bezeichne mit S 
eine Matrix aus J‘ und gleichzeitig die zugeordnete Decktransformation, mit € 
einen die Ecken der L&R, L c I’, vermeidenden geschlossenen Weg auf 8, 
welcher einen iiber dem Punkt py auf der Uberlagerungsfliche gelegenen Punkt 
Py in Sp, iiberfiihrt. p, kann als derjenige Punkt gewahlt werden, von dem 
aus die Konstruktion von & durch Ubertragung der in p, beginnenden Wege 
von $’ nach § erfolgt. In der Formel (III,), W § 16, 8. 115 schreiben wir 
fiir die Punkte auf 8 ihre Reprisentanten in 8, y fiir w, € fiir «. Danach 
bedeutet also j dy, . ein Abelsches Integral dritter Gattung, welches auf 8 
mit Ausnahme der den z,z’ entsprechenden Punkten 3, 3’ iiberall regular 
und unverzweigt ist, dort aber eine logarithmische Verzweigung ohne 
Polglieder mit den Residuen + 1 (in 3) und — 1 (in 3’) aufweist. Uber- 
dies gilt 
(31) jv,» = 227i Re | dw, = — 2ni(u, (2) — u, (2)). 

€ z 


Nun sei f(r) eine Form {J’, —2, 1} mit dem Divisor 
0 ¢o 1 "0 : 
d= = Jf ce? Uf wo) * °° JP emo)’, 
j=1 k=1 m=1 
wo die t,, 9 lauter untereinander und zu t, inaiquivalente Nichtfixpunkte im 
Innern von &, die 9; 9, Axo, Am.o ganze Zahlen mit ,, 9 + 0 darstellen. 
Man setze 


i 


s e : 
1 i] 
Pr, be . ) y, Jj, 0 Pr,, 4 + 2'n(1 _ 7, +. 0) Pry ©, +2 ¥, Am, 0 ro To 9? 


=1 


2p — 2+4 = 2, yy, > 0, (¥,, %) =1 (so da m, = 0 (mod %))s 


¥ (rt) 


Q, (rt) = (f(x) eo 
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Dann ist bei geeigneter Wahl der Konstanten C 


1 
Z(t; t,) = C(Q, (r))’2. 
Andererseits gilt mit S (*° ’) in I 
log Z(St; t,) = y,, (S) + Sp - +. log (ct + d) + log Z(t; t,), 


wo die ,,Periode“ y,,(S), die noch von der Bestimmung der beiden in § 
vieldeutigen Teonsitioas n abhangt, eine Darstellung 


—— | ; eee ee, NE “Wilner e site 
y,, () _ 22 a 2p—24 q ts (83) at as 2p—-2+¢ Us (@,) + 
j=1 k=1 
~- fat >"... m2... 26) 1 onig’ 
22% Tp apg M8 (tm, 0) + 228 >. 22in 


m=t1 
besitzt, in der y (S) (0 S 7 (S) < v,) eine nur von S abhingige bestimmte, 
n’ eine geeignete ganze Zahl angibt. Definiert man, wie naheliegend, 


ts ((t)*) = (x. (0) = e? tézus (¢ © R, x komplex) 


und entsprechend mit komplexen 2,, %g,..., %, beliebigen 1}, 7, .. ., T 
in R: 

h 
(32) ts (ri) (ea)*® ... )™) = PP (ed 


i=1 
so hat man in 


1- — + hy, 0 
'k 


= II (z.(s)) est [] so “3p—2+@ x 


= k=1 
Am, 0 9 (S) 
ip—ita., % 
« Dee " a é 


m=! 


= = z,\d,2"—2* 2 Ta H,, (S) 


das Multiplikatorsystem von Z (1; t,). Der erste Faktor in der letzten Formel 
ist als Funktion von S ein unverzweigter gerader Abelscher Charakter zu I’, 


der zweite in gleicher Eigenschaft ein unverzweigtes Multiplikatorsystem 
2 
Ep ite 
wurzeln sind. 
Zu dem willkiirlichen Divisor 


= [Joa [Jour Tf 000i 


j=1 m=1 


zu J’ und , dessen Werte fiir alle S aus J" y,-te Einheits- 
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aus (28) gehért die Form 
(33) Fe(t) = C,(Z(r; 1,))™" * 


a co ¥o 
- ¥ 9, + *)¥r, 2 @— Dd a, +e) Veo, w, — 2 +n¥ 
xe j=1 3 k=1 m=1 


t.% 
vm 


deren Logarithmus die Perioden 


ey 


ord D- y, (8) +2 xi (9, — %,) u,(s,) + 221 >" (h, + 0,) 4, (@,) + 


j=1 = 1 


y 
+22t Dd Antts(T,) + 227 P (S), 
p> 
P(S) = Sx; nj (8) + >” ox mi (S) +n" (S) 


a 
j=1 k=1 


mit ganzen n;(S), n, (S), n’’”’ (S) aufweist. Daher ergibt sich 


U e€¢ 
a] 
ze ani » Mi %j + 2a Po mp gt, + tir 


9 (>) 
Uv, (S) Xs (, dD, 2 e j= 1 k=1 


a 


mit ganzen n; = ; , (S), m,, » = m. 2 (8), 7 (S), und in den x, (y d, . ) wee, 
ein unverzweigter gerader Abelscher Charakter zu J’, in den 


oO eo 


gai , 4 nj 4 (S) 4; + 221 P 4 mp, 9 (S) Oy + Air 8) 
—= i= k= . 
u,(S)=e i= . 
; ae . ord D , -y 
ein Multiplikatorsystem zu [ und —r = — - . Dieses ys, (S), 
A q ; 
a YY 


Sc TI, erhilt den Betrag 1, wenn alle x; reell sind, und es erfiillt stets die 
Gleichungen 


r 
i— +2zio 


27ix. a ¢ 
(34) 4 (P)=e *(lSjsc),n(E)=e ' *1<k<«4,). 
Zusammenfassend erkennen wir 
Satz 14: Bezeichnet d, den Divisor einer Form {I, —2,1}, die in ty 
regulér ist und dort nicht verschwindet, so hat das Multiplikatorsystem v, (8), 
Sc TI, der Form F, (rt) aus (29), (33) die Gestalt 


v, (8) = als db * ) ft, (S). 
Hier ist x. (y d, ) gemip (32) aus 


u,(t)= —Re [dw z.(r)= "8S (W, §16. 8.113) 
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und durch die Vorschrift eindeutig bestimmt, daB die Integrationswege in & 
verlaufen sollen. x, (> d, 7) ist ein unverzweigter gerader Abelscher Charakter 
zu I, 


« 7 | 
ani my, (S)xj + 208 » %, 9 o% + niet” 
u,(S)=e I=) k=1 , 
ein gemaB (34) verzweigtes Multiplikatorsystem zu I" und 
ord dD 
—-T= — . 
P — 1 — > 


die n, , (8), mx, 2 (8), 4 (S) bedeuten ganze Zahlen. 

Das bisher betrachtete System der automorphen Primformen ist durch die 
in der Bezeichnung zum Ausdruck gebrachte Eigenschaft allein i. a. keineswegs 
eindeutig bestimmt. Wenn man an Stelle der Integrale dritter Gattung 
y,. , (Tt) mit rei imaginéren Perioden die transzendent normierten Integrale 
dritter Gattung verwendet, so ergibt sich gleichfalls ein durch einfache Eigen- 
schaften beschreibbares Primformensystem. Wird zuniachst durch w (t) ein 
Integral erster Gattung auf 8 dargestellt, so bezeichnen wir 


w(Lrt)—w(t) (Lr=L(t), Lc) 


als Periode von w bei L. Die transzendente Normierung der Integrale erster 
Gattung soll in der Auswahl einer Basis 


dw,, dw,,..., dw, 


fiir die Differentiale erster Gattung auf $ bestehen, in welcher die Matrix 
der G,-Perioden von 


w;(t) = f dw; 


mit dem 2-2i-fachen der p-reihigen Einheitsmatrix  iibereinstimmt 
(j = 1,2,...,p—1, p; vgl. die u,(p), ug(p), ..., u,(p) in GIT, §3, Ab- 
schnitt 4). Bekanntlich ist die Matrix der Perioden der w, bei den H, sym- 
metrisch, und der Realteil der mit ihnen als Koeffizienten gebildeten Hermite- 
schen Form ist positiv-definit. Es bezeichne d@,, , ein Differential dritter 
Gattung auf %, welches iiberall mit Ausnahme der den 2, z entsprechenden 
Punkten auf $ regular ist, dort aber je einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum + 1 bzw. — 1 besitzt, und dessen Integral iiberdies lauter ver- 
schwindende G,-Perioden (1 S v S p) aufweist. Man bestitigt erstens: 
Geo. ¢ (t) = {do.,,. hat bei H, die Periode {du, 


To zo 
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und zweitens: Es gilt bei geeigneter Festsetzung der Funktionszweige der Satz 
von der Vertauschung von Parameter und Argument: 


(35) fa ~ fda, = 


Werden die aus diesen Integralen dritter Gattung (auf Grund des im 
ersten Abschnitt von § 6 dargestellten Verfahrens) gewonnenen Primformen. 
deren Potenzprodukte, sowie die zugehérigen Multiplikatorsysteme und 
Perioden mit den oben an analoger Stelle benutzten Buchstaben geschrieben, 
aber mit einem Stern versehen, so ergibt sich fiir die Perioden von log Z*(t; t,): 





.v* G,) 
yz, (G,) = 2x4- ome of Z xin* (G,), 
p 1->+h, 
7 y “ 
j=1 sail k=1 ~ 
1 An o - * (H,) - = 
2 Tp— dig We (Tm, 0) + 2x8 ee eee (H,) 


mit ganzen 7*(G,), *(H,), m*(G@), n*(H,) und 0S 7* (G) < vy, 
0S 7* (A,) <<» (lLSv»Sp). Ich setze in entsprechender Bezeichnung 
zu (32) 


/ — —_ . * (H,) . 
yt, (H,) = w, \dg?? —? +4) + 20i “4. Bai n* (AL), 
A 
w, ((r5)* (5). -. (thY"*) = >” 2,0, (4). 


i l 
Die Funktion log F¥ (rt) erhalt danach die Perioden 
yd (G,) = ordd Yt, (G,) + 227 P*(G,), 
ys (H,) = ord d: y?, (H,) — w, (0) + 227 P*(A,), 


also 
= . u* G,) 
yi G,) = 221 DS’ nf. G,)x; +201 D) nb sG)o+air"—— 4 
iain 1 + 27int(G,), 
a Lan 
ys (H,) = 221 DS” nf (Hx; +221 Dnt s(H,) or 4 
j=1 k=1 


:. ee ; 
+ w,\o7*d2 ) 4+air = + 22in%(H,) 


mit ganzen 
n*(G,), n*(H,), nf (G,), nz 1 (H,), ‘ni o(G,), me, 2(H,), ng (G,), nz (H,). 


Hieraus ist das Multiplikatorsystem von F* (r) vollstindig bestimmt. 
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Die Eigenschaften dieses zweiten Systems von automorphen Primformen 
erméglichen nun eine Darstellung der allgemeinsten automorphen Form von 
der Art, daB diese eineindeutig und analytisch auf eine endliche (aber unbe- 
schrinkte) Anzahl von komplexen Parametern bezogen erscheint. Es seien 


a, (k = 1,2,..., &) ganze Zahlen mit OS a,5),—-1(1 Sk SG); 


Z1> Za, - + +> Zp» Ag, Ay, Ag, ---, Ap Kompiexe Variable, die keiner Ein- 
schrankung unterliegen; 


g, h ganze Zahlen = 0, T,, To, . . ., Ty, Ty, Tas - - -» T, in einem kanonischen 
Fundamentalbereich & frei bewegliche Punkte. 


Bei der Bestimmung des analytischen Verhaltens der Funktionen von den 


7, v, ISisgq, 1S mS h) sollen die Ortsvariablen auf 8 benutzt und 


die Funktionen erforderlichenfalls iiber den Rand von & hinaus analytisch 
fortgesetzt werden. Zu dem variablen rationalen Divisor 


>= [f II (tn) 


i=1 m= 
definiere man die Funktion 
a 


E (a), (2), 0, (A); t) = I] (Z* (t;0,)) I] (Z* (t; 8,))9 x 
: rE=1 


j=1 

g a do + Bs 4, w, (t) 
x PP ecesca) [] (eres eeyy te = 

i=1 m=1 

Man erkennt 

Satz 15: 1. Dieser Ausdruck ist fiir jedes Wertsystem (a), (z), d, (A) eine 
automorphe Form in der Variablen +t, und jede automorphe Form von t lapt 
sich in der Gestalt = ((a), (z), d, (A); t) schreiben. 

2. Jede automorphe Form bestimmt die Parameterwerte (a), (z), 0, (A) shrer 
Darstellung in dieser Gestalt eindeutig. 

3. Sind die a, (1 Sk S&), 9, h fest gegeben, so ist 


= ((a), (2), d, (A); t) 
eine analytische Funktion in den komplexen Variablen 
Bay Bqy «+ op Sys Tay Ty - - op Eqs qs Bap op By; gy Aq Ag...» Ay; F- 


4. Bezeichnet M((a);9,h) die analytische Mannigfaltigkeit aller auto- 
morphen Formen = ((a), (z),, (A); t) mit den festen Werten a,,9,h, so gilt 


M ((a); g, h) <M ((a); g + 1, A+ 1). 


5. Bezeichnet S((a); ) fiir ein festes Wertsystem (a) und fiir ein festes 
ganzes 4 die Vereinigung aller M ((a); g, h) mit 


g20,h20, g —h = pw (= ordd), 
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80 hiingen entweder je zwei beliebige solche Systeme S ((a); 4), S((a); 4g) 
(mit dem gleichen Wertsystem (a)) untereinander zusammen, oder alle S ((a); 1) 
sind ausnahmslos zueinander fremd (liegen getrennt). Der erste Fall tritt dann 
und nur dann ein, wenn ao > 0. Die Menge der gemeinsamen Punkte zweier 
beliebiger Systeme S ((a); 44), S ((a); u<) (Verzweigungsmannigfaltigkeit) wird 
erhalten, indem man bei einem System oder bei beiden Systemen eine geeignete 
Anzahl der 1, (1 SiSqQ), t,,(1SmSh) in eine oder irgendwelche der 
Spitzen riicken lapt. Zwei Systeme S ((a); u), (S (a’); ux’) mit verschiedenen 
Wertsystemen (a), (a’) liegen stets getrennt. 

Zum Beweise hat man nur noch zu zeigen, da8 die Behauptung 3. zutrifft. 
Hierfiir ist ersichtlich hinreichend, daB die Integrale dritter Gattung 


u 
f dG,,, 
uo 


bei festen t%, 2) als stetige Funktionen von « und z nachgewiesen werden. 
Zunichst ergibt sich nach (35) fiir «+z und geniigend kleine kom- 
plexe h, k: 


uth w atk uth 
(36) j d@,, 24k — fd@o,,,.= f diy, vent ] 6G, 0° 
Yo uo z a 


Der zweite Summand auf der rechten Seite strebt mit |A| gegen Null. Zur 
Untersuchung des ersten Summanden beriicksichtige man, daB das fragliche 
Integral dritter Gattung eine Darstellung von der Form 


j d@u,, u _ favs, u + bs Vy (u) j dw, 

20 20 v=1 £0 
zulaBt, in der die y, (u) gewisse Funktionen von « bezeichnen. Bildet man auf 
beiden Seiten die @,-Perioden (1S @ Sp), so ergibt sich nach der Nor- 
mierung auf der linken Seite Null, mithin 


1 
Yo (4) _ — 5h; | a ¥., us 


€ 


wo €, einem bis auf eine Homologie eindeutig bestimmten geschlossenen Weg 
auf derjenigen Fliche 8* entspricht, die aus 8 durch Punktieren in den tp, & 
zugeordneten Punkten hervorgeht. Zerlegt man €, in zwei feste Stiicke, so 
werden die Satze aus W, §16 auf die beiden, iiber diese Stiicke erstreckten 
Integrale f dy,,,, , anwendbar; die dort bewiesenen Stetigkeitasitze, zusammen 
mit den Reziprozitatsgesetzen haben zur Folge, daB der erste Summand auf 
der rechten Seite von (36) mit |h|* + |k|* gegen Null geht. 
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> 
5 %. 
Elementare Berechnung von w,,. 


1. Invarianz von w,, bei Transformation. 


Von hier an bis zum SchluB der Arbeit sei J’ von erster Art. Wir be- 


weisen: Das Symbol 
Wy, = Wy (Sy, Sg, S3,...,8,) (vgl. Satz 12, § 5) 


ist gegen die simultane Transformation von J” mit einer festen reellen uni- 
modularen Matrix invariant, d. h. mit 


S: = Q8,Q-' (Q unimodular und reell, 1 Si Sn) 


gilt 
w, (S;, S., S,, ...,8,) = we (Sy, 8g, 8g, . . -, Sa). 
Beweis. Man hat (GI, (21)) 
n 1 
y «j y y Y y Y 
Ww, = UW, (S,, Se, Ds, ee ey Sn) . > w(S,, m> Sin + 1) 
m1 
(37) 
n—1 
ld ” Y ‘a ” 
Wy Wn (S; ‘ So, S;, coy S,) = P é w(sS; m> Su 4 1) 
m=1 
wo 
| ’ ’ 
. . on Gn 5jn 
S..= [Js =05.07°=(7 zz) GSishsn). 
F int Cin Dh = iia =? 


Ferner findet man fiir beliebige unimodulare reelle M, M’ durch Uimformung 


von 
w (Q-, QM M’'Q-) = w(Q-!, QMQ-?QM'Q-4) 


mit Hilfe des Assoziativgesetzes nach einfacher Rechnung 


w (Q-, QMM’Q) = w(Q-, QMQ-}) + w(Q-1, QM’Q-?) + w(M, M’) + 
+- w (MM’, Q-*) — w (M, Q-') — w(M’,Q-*) — w (QMQ?, QMO"), 
also 
w (QMQ-',QM’'Q-') — w (M, M’) = 
(38) — {w(Q-, QM M'Q-*) —w(Q-*, QMQ-!) —w(Q-4,Q MQ} + 
+ {w (MM’,Q-*) — w(M,Q-*) — w(M’, Q-»}, 
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und hieraus nach (37) und G I (16), (17) 


W, — UW, = — A {w(Q-*, QS, m+1Q-?) — w(Q-',Q8,, nQ-*) 
yood — w(Q-, Q8n41Q-9)} + 
+ DF (0 (8), 041, 9-2) — w (8, ms Q-) — (Sm 41, Q-)] 
— — w(Q-',(—1)*) + w(Q-1,Q8,Q- 1) +S" wiQ-,QSm+ 19-")+ 
+ w((— 1)", Q-*) — w(8,,Q-") — D? w (Sm 41, Q-, 


Wi, — ty = >” (w(Q-1, QSn Q-*) — 0 (Sm, Q-2)}. 


m=1 

Die letzte Summe verschwindet aus verschiedenen Griinden. Fiir ein 
Paar reziproker hyperbolischer Matrizen G,, G>' oder H,, H;+ wende man (38) 
mit M’ = M-* an; da die Normierung dieser Matrizen sich bei Transformation 
nicht andert, erhalt man 

0 = w(Q-*,QMQ"") — w (M,Q-*) + w(Q-*, QM’Q-*) — w (M’, Q-). 
Daher reduziert sich die genannte Summe auf die Teilsumme der Glieder mit 
lomSn. Es sei weiter 8, =F, = FE(lLSkSq), o =o,  =1. 
Man hat, weil Z’ = QE Q-' den Fixpunkt w’ = Qw besitzt, und mit 
Q'= {4.9%} B= {eye}, EH = {4,4}, S*= EQ', S* = {c*, d*} 

die Gleichungen 

arg (¢,H’t + q,) = arg (c*r + d*) — arg (e,t + &) + 2aw(Q"', PF’, 

arg (e¢,Q-'t+-e,) = arg (c*r + d*) — arg (¢,t + 9) + 22w(E,Q-). 
Setzt man in beiden Gleichungen t = Qm = w’, so ergibt sich 

arg (g,@'+q,) = arg(c*w’ + d*) — arg (e,w’ + ¢,) + 22w(Q-', B’), 

arg (€;@ +.) = arg(c*w’ + d*) — arg (q\m’ + ¢,) + 22w (E,Q-'), 

2 x {w (Q-?, QS,,Q-") — w (S,,, Q-*)} = arg (ec, w’ + e,) — arg (e;@+¢), 
und die rechte Seite verschwindet nach den Ausfiihrungen von GI, § 2, 
Abschnitt 2. (Z’ ist normierte Erzeugende der zu w’ gehérigen zyklischen 
Gruppe 3/,, in J” = QI'Q-!; vgl. ferner G I (35)). Es seischlieBlich 1 S mS a. 
Man hat fiir S,, = P, = P = A~*U" A (vgl. GI (20,)) 
0=w(AQ*, (AQ-*)-? U* AQ?) = w(Q-?,QPQ-*) + w(A, PQ?) —w(4,Q-*) 

= (Q-3, QPQ) —Ww (P, Q-?). 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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2. Der nichteuklidische Inhalt eines Fundamentalbereichs von I’. 


Ist A ein von drei nichteuklidisch geradlinigen Stiicken begrenztes 
Dreieck in §, 3; (4) sein nichteuklidischer Flacheninhalt, W (A) die Summe 
seiner inneren Winkel, so gilt bekanntlich (GauB) 


3, (4) = 2— W(A). 


Ist $8 ein nichteuklidisches Polygon, also von einer aus endlich vielen nicht- 
euklidisch geradlinigen Stiicken bestehenden, einfachen geschlossenen Kurve 
begrenzt, 3, ($8) der nichteuklidische Flicheninhalt, W() die Summe 
der inneren Winkel, m die Eckenzahl von §, so ergibt sich durch voll- 
stiindige Induktion (Abschneiden einer aus- oder einspringenden Ecke): 


Js (B) = (m — 2) x — W(P). 


Diese Forme! bleibt ersichtlich bestehen, wenn man endlich viele Ecken mit 
gestreckten Winkeln in der Zaihlung hinzufiigt oder fortla8t. Ein kanonischer 
Fundamentalbereich & hat als Ecken erstens ny = o + e, Fixpunkte mit der 


eo 
Winkelsumme 2 x Ss. zweitens n = 4p -+ m, Aufpunktbilder mit der 
k=) =* 

Gesamtwinkelsumme 2 2, drittens eine gewisse Anzahl (etwa k,) Knickstellen 
im Innern der je einem vollstandigen Ufer eines vollstandigen Riickkehr- oder 
Verzweigungsschnittes entsprechenden Kanten des Randes ® von &. (Die 
Fixpunkte und Aufpunktbilder gelten als Endpunkte dieser Kanten.) Diese 
Knickstellen treten paarweise auf, die Komponenten eines Paares reprasentieren 
auf 8 den gleichen Punkt, und die Summe der beiden zugehérigen Innen- 
winkel von & ist 22. Danach wird 


' 7 1 
mM = tg + 4p + Ny + ky, W(X) = 2" D) p+ 2n+22%, 


k=1 
(39) 3, (8) = 2a (2p — 2 +-9).*) 


Ist neben & ein beliebiger anderer Fundamentalbereich 2 von J’ vorgelegt, der 
aus getrennten Stiicken bestehen darf, aber (wie R) von endlich vielen ein- 
fachen geschlossenen Polygonen begrenzt wird, welche aus endlich vielen 
nichteuklidisch geradlinigen Stiicken zusammengesetzt sind, so laBt sich 
mit Hilfe von R und & je eine solche Triangulation von % herstellen, daB der 
Begriff Elementarstrecke in beiden Triangulationen die gleiche Bedeutung 
erhalt. Es gibt also eine gemeinsame Unterteilung der beiden Triangulationen, 

*) Ein anderer Beweis dieser Gleichung l48t sich mit Hilfe der Integralformel von 


GauB und Bonnet erbringen (vgl. etwa W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differential- 
geometrie Band I, Springer 1921, § 64). 
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die R und & je in endlich viele Elementardreiecke zerlegt, und daraus folgt 
fiir den nichteuklidischen Flacheninhalt 3, (2): 


(40) 35 (2) = 3, (K) = 2a(2p —2+ q). 


Von hier aus wird einerseits die Notwendigkeit der bei der Uniformisierung der 
algebraischen Gebilde zu stellenden Bedingung 


2p—2+q>0 


verstindlich. Andererseits sei J” eine Untergruppe von J” vom endlichen 
Index yu, p’ das Geschlecht, g’ das VerzweigungsmaB von I”. Die einfachste 
Konstruktion eines Fundamentalbereichs von J” aus einem solchen von I" 
lehrt 


2p’ —2+q =w(2p—2+49). 


Die Forme! (40) fiir 3, (2) gilt allgemein fiir solche Fundamentalbereiche 2 
von J’, deren Begrenzung insgesamt aus endlich vielen analytischen Kurven- 
bogen besteht (vgl. W, 8. 80, 81). 

Die Greensche Formel der Ebene, angewendet auf den Bereich & und auf 
das Funktionenpaar P (z, y) = <, Q(z, y) = 0, gibt, wenn der Rand R 
von & im negativen Sinne, d. h. so durchlaufen wird, daB das Innere von & 
zur Rechten bleibt: 


(41) Bp (®) = 22(2p—2+9) = | (“EH — — <. 

a R 
Wird I" mit Hilfe einer geeigneten elliptischen Matrix Q in J” = QI'Q-? 
transformiert, so enthalt der Rand QR des K entsprechenden Fundamental- 
bereichs QR von J” kein euklidisch geradliniges Stiick; es werde dies also 
gemaB 1. fiir R angenommen. Ein in R enthaltener euklidischer Kreisbogen t 
mit dem (reellen) Mittelpunkt A, welcher in dem fiir R als Rand von & fest- 
gesetzten negativen Sinne vom Punkte u, bis zum Punkte u, durchlaufen 
wird, liefert zu dem Randintegral 


(42) a | “ 


den Beitrag arg (u, — A) — arg (u, — A). Es seien die (zusammenhingenden 
volistindigen) euklidischen Kreisbogen von & in der genannten Orientierung 
und in der Reihenfolge, wie sie, beginnend mit irgend einem von ihnen, auf R 
durchlaufen werden, mit 


t,, ts, ts, oo eg =—*" ™ (tr = t; fiir h = a (mod m)) 
Mathematische Annalen. 115. 36 
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bezeichnet; es heiBe ferner A, der Mittelpunkt, u, , = u, der Anfangspunkt, 
u, . der Endpunkt von t,. Dann gilt u, . = uy 1,1; = “a+, fiir alle ganzen h, 
und nach (41), (42) 


m 


_ ; m 
20(2p—2+ 9) = >” {arg(us2— Ar) — arg(ua,1—Aa)} = D” Br, 


(43) h=1 hA=1 
By, = arg (tu, — Ag-,) — arg(u, —4,) (Ay = A,,)- 


Diese Formel laBt sich auch elementar aus der Beziehung des nicht- 
euklidischen Flacheninhalts zu der Summe der Innenwinkel von & gewinnen. 
Zu diesem Zwecke projiziere man die gleichsinnige, etwa mit konstanter 
Geschwindigkeit erfolgende Bewegung eines auf ® laufenden Punktes ortho- 
gonal auf die reelle tr-Achse und bezeichne als Umkehrpunkte diejenigen Ecken 
(im iiblichen Sinne verstanden) von S, in deren reellen Spurpunkten die pro- 
jizierte Bewegung ihren Richtungssinn andert. Hat & in einem Umkehrpunkt 
eine ausspringende Ecke, so heie der Umkehrpunkt ein auBerer, hat & dort 
eine einspringende Ecke, so heiSe der Umkehrpunkt ein innerer Umkehrpunkt. 
Ist «, der Innenwinkel von & in der Ecke &,, so gilt 


| — 1, wenn +’, ein auBerer Umkehrpunkt ist, 
(44) 8, =x—a,+e,% mite,=/-+ 1, wennw, ein innerer Umkehrpunkt ist, 


0 sonst, 
"y 
» » = .- 2, 
Sent 
und hieraus folgt in der Tat 
—_* 
(45) >) Pr = ma — W(R)— 22 =2a(Qp—2+49). 


h=1 


Im iibrigen gilt allgemeiner 
7 y _ | 
(46) Z B.= > (x —%) +2) er ) En» 


wenn alle Summen nur iiber Knickstellen von R mit der Nebenbedingung er- 
streckt werden, daB mit einer Knickstelle auch stets diejenige andere Knick- 
stelle in der Summe auftritt, die mit der ersten dem gleichen Punkt auf $ 
entspricht. 


3. Die Umsetzung der Zentriwinkel von Orthogonalkreisbogen bei Abbildung 
durch eine lineare Transformation. 

Man bhetrachte die simtlichen in dem § bedeckenden Parkett aller 
Fundamentalbereiche L& (L c I’) als Kantenteile auftretenden nichteuklidisch 
geradlinigen Stiicke t, und von jedem das zugehérige FuBpunktepaar, d. h. das 
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Paar derjenigen Punkte &, & auf der Vereinigung der reellen Achse mit dem 
Punkt t = o, welches durch die das betreffende Stiick enthaltende nicht- 
euklidische Gerade 5 bestimmt wird. Da Q im Einheitskreis einer geeigneten 
linearen Funktion z von t mit einer euklidischen Drehung um den Nullpunkt 
identisch ist, kann Q so gewahlt werden, da erstens die FuBpunkte aller 
nichteuklidisch geradlinigen CKantenstiicke der Fundamentalbereiche 
LQ (L’ = QLQ-'-QrQ-'=T") von I” und daB zweitens die Fix- 
punkte aller Matrizen L’ von I” samtlich weder auf den Punkt t = 0 noch 
auf den Punkt t= o fallen. Es werde demgem&8 vorausgesetzt, daB I" 
die hier fiir J” formulierten Eigenschaften aufweist. 

Es sei S = c 4) unimodular und reell, c + 0, t liege auf der nicht- 
euklidischen Geraden 5; weder h noch Sh = b’ seien euklidisch geradlinig. 


Man setze 
t=A+oce’, Areell, o>0, OS G9 Soq, 


d d g . 1 fen? U 
(47) t+—=A+ + 0e&% =—yu+ oe, 7rHMtae’, 0S S72, 








t+ — 
St= £48 = < +. a + oe - + o' ee’. 
‘hs 
Hier bestimmen sich (da u + 0 + 9) my, 0,, 7’, 0’, y’ aus 
— p on . 6 P : . 
A= p—e a= aa al = sgn(u?— o*)), 4 =—+4,0=9 
(48) 





o* = pares (@=e9, ¥ =e, H* = 8’). 


Daraus folgt mit y = arg (x + £): 
p* — &e-3y). 
Mit »>0 geht 0-1, #* +1. Setzt man also #* = e'% und verlangt 


g* +0, wenn gp > 0, 
so erhalt man zunachst 


g* = firy=1, ¢* = ¢ —2 fir 7 = -1. 
AuBerdem weiS man, daB g* — g + 2 y=0 (mod 2 2), daher 
g*=qg—2y fir wto>d, gt=qg—2y+22a fir nw+o0<0 


und insgesamt 
0 fiir ut ¢ 


i) 


o>0, u—e>d, 
(49) y =o—Zy+7 x= Xo, 8 = rae u+oe<0, u—e <0, 

a fir u+o>0, uw—e <0. 
36* 
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Die geometrische Deutung der Alternative 7 = + 1 in dieser Formel liegt 
auf der Hand, wohingegen es anscheinend schwieriger ist, die ersten beiden 
Fille geometrisch zu trennen. Unterwirft man den Punkt St = 1’ = 1’ + 0’ e'” 
der Transformation S-!, so ergibt sich in analoger Bedeutung wie oben 


GP=P—-2Y +H, XH =Xsy8-1 
und y’, 7’ stehen zu y, x in folgender Beziehung: Man hat nach (47), (48), (49) 


, a ar _ ~ , , a a My , 0) 
— = eS a | i¢ = —— a = + 
T 7 a 6 - eer, wp=aA - ee 0 a? 
also 
2 —4 
, ’ 9 — 6 9 2 € , 
u+t+o =c-*(u, + 0,) = - ut*—o* = —,, 7 =? 
iia His (M1 + ea) eten’ ' : eae’ ° . 
(50) ¥ +z = 22, 
’ . a d , —!l f d 
y +p =arg (St——)+ arg(t+—)=arge-? —, + arg(t+ —) =z. 
c c ° d c/ 
s+ — 
c 


Der Orthogonalkreisbogen t mit dem reellen Mittelpunkt 4, dem Radius 
e > 0, dem Anfangspunkt u, und dem Endpunkt u, werde durch 1’ = Sr, 


8 = . > e + 0, auf den Orthogonalkreisbogen t’ mit den analog be- 
zeichneten Bestimmungsstiicken 7’, 9’, u, = Su,, uw, = Su, abgebildet. 
Man erhalt nach (49), (50) 

d 
c 


arg (u, — 4’) = arg (u, — A) — 2 arg (us + ) T+ is 


arg (u, — A) = arg(u; — 4’) — 2arg (u; - <) + X54. 57» 
(51) {arg (uw, — 4’) — arg (u, — 4’)} — {arg (u, — 4) — arg (u, — a} = 


=— Qarg (u, +) — 2 arg(u; — <) +22. 


4. Bestimmung von w, mit Hilfe der hyperbolischen Geometrie. 


Der einfache offene Kurvenbogen f im Bereich 3m rt = 0 bestehe aus 
endlich vielen nichteuklidisch geradlinigen, aber euklidisch nichtgeradlinigen 
Stiicken 


t, A=1+1, 14+2, 143, ..., l+m, 
deren hier angegebene Reihenfolge einer einmaligen Durchlaufung von f 


entspreche; in diesem Sinne bezeichne wie unter 2.: A, den reellen Mittel- 
punkt, u, , = u, den Anfangspunkt, u, , den Endpunkt von t,, so dab f 


in %,,;,; beginnt und in u,,,, , endet. S = (° ~ sei unimodular und reell, 
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e + 0, und Sf enthalte kein euklidisch geradliniges Stiick. Man findet aus 
(50), (51) in analoger Bezeichnung wie bei (51): 


Zz {arg (wis 9,2 — Ars g) — arg (Urs 9,1 — Ais y)} + 


g=1 


= 
— p {arg (Urs o,2 — Ars 9) — arg (trso,1 —Arsg)} = 


=1 
m 
9 vy Gi. ’ on. - 
=—?2 larg (t+ 9,2 +—=)+ arg (ti. »,1 ——)| +2mx 
P| ; 


. ° a . d . 
— Zarg (uw41.; - —) — 2arg(u,m,2+ —) +22. 


Ist der aus vier Kanten bestehende Kantenzyklus €, von R vorgelegt, 
welcher den vollstaindigen vier Ufern des G,, H, (1 S vy S p) bestimmenden 


Riickkehrschnittpaares von S entspricht, so hat man diese Umformung auf 
zwei Kantenpaare auszuiiben und dabei zu beriicksichtigen, daB die fest 
gesetzte Fortschreitungsrichtung auf R durch die Kantenzuordnungen um- 
gekehrt wird. Bildet man die letzte Formel fiir die beiden Kanten G.' und 
H,* an Stelle von f, wobei hier der positive Umlaufssinn gewahlt werde 
(so daB also das Innere von & zur Linken liegt), so ergibt sich fiir die auf €, 


‘ ’ _* a a 
beziigliche Summe der #, arg (u, .— An) — arg(u, , — An) 


hs h 
y’ - y" ; - oo 
Be B° = ee arg (Up, 2 — A,) — arg (up, 1 An)i = 
h=hy +1 h=ho+1 
h 
_ "2, 
=— 2 arg (z,,5 + —}] — 2arg (2,2 rh +p 
(52) go ip 
(—1) (—1 
9 ~ 92,» 9 he 
— £arg \2,.. +] — 48g \2,4 + (1) +42 
(—-1) h 1) 
iv / 1,! 


= = 2 (arg (9, ,2,3 +92.) + arg (A, 2, .74 h, ,) r 


i. {(— 1) i. a Dd), (-—1) 4 + Ai-vy 
+ arg (9,,"2z,, + %,”) 4 arg (h{- = hi). 


Dabei sind die Punkte 


Zy,4 = Uno tayis Uno t+9,1> Unots,19-++s YUryt>s Ury,2 = 2,0 
die simtlichen Endpunkte der Teilbogen des Kantenzyklus €, in der unter 2. 
verabredeten Reihenfolge. 
Weiter werde das Kantenpaar betrachtet, welches den Verzweigungs- 
schnitt vom Aufpunkt p, bis zum Verzweigungspunkt q, = q der endlichen 
Ordnung |, — 1 = 1 — 1 reprisentiert (1 S * Se). Man findet fiir die 
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diesbeziigliche Summe der f; unter Fortlassung des Index k in der Schreib- 
weise von §5: 


ay " 
4 
t= D? (arg (us, 2 — Ar) — arg (tn: — an)} 
h=hyo+1 h=ho +1 


=— 2 arg (7' + “4 — 2 arg (w - <*) + 2x 
e e; 
= — 2arg(e, 7’ + e,) — 2arg(e,w — e) — 22. 
Hier hat man in den Punkten 
nm’ = Ua, 41,19 Wao +2,12 Yao ts,19--+> Saya» Ma, = 7 
die simtlichen Endpunkte der Teilbogen des Kantenpaares; ihre Anzahl ist 


gerade, und w steht genau in der Mitte. Die Matrix £ ist voriibergehend in der 
Gestalt 


_ (% & 
B= * a) 
geschrieben (e, < 0). Nun gilt 
= et 1 (— yO 
B=-I, —-E'=E a(S xa 
und nach G I (35) 
t-—1 x 
arg (e,w —e,) = —2- r=", 
also 
hy 
5S 7 ’ 22 
(53) a B, = — 2arg (e,.% 74 e, 4) ee | & 
h=ho +1 


Ganz analog gestaltet sich die Umformung der auf ein solches Kantenpaar 
beziiglichen Summe, welches den Verzweigungsschnitt vom Aufpunkt p, 
bis zum Verzweigungspunkt r,= r (1 Sj So) unendlicher Ordnung 
reprisentiert. Man findet fiir die diesbeziigliche Summe der f, unter Fort- 
lassung des Index 7 in der Schreibweise von § 5: 


. at ‘ : 
P. pe = P {arg(u, , — 4,) — arg(u, , — 4,)} 
h=hy+1 h=ho+1 


— 2 arg (é’ \ ) — 2 arg (s -- =) +22 
1 \ 1 


= — 2arg(p,, F +P, ;); 
da P = A-'U* A mit N > 0, A = {a,,a,}, a, + 0, und 


ee ———— a ae —-——S— = 
s= a,’ = a?N<0, P; a? N a,’ , Pi apn > 9: 


Hiermit folgt aus (43), (52), (53) und GI, (25,): 
€0 1 
22 (2p—2+ 4) = —2(22w,+28,)—22 y’ r. 
—_ k 
k=1 


mithin (22) und (23), q. e. d. 
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Es sei hervorgehoben, da8 dieser Beweis in Wahrheit nicht von der 
Integralrechnung abhaingt. Benutzt wird lediglich a) der, wie bewiesen, 
elementargeometrische Zusammenhang zwischen der Summe der Zentriwinkel, 
die von den Kreisbogen eines hyperbolischen Polygons aufgespannt werden, 
und der Summe der Innenwinkel dieses Polygons, sowie b) der Wert dieser 
Innenwinkelsumme; dieser Wert ergibt sich aus der Existenz der kanonischen 
Zerschneidung einer Riemannschen Fliche in einer vorgelegten Triangulation. 

5. Elementare Berechnung von w,, mit einer topologischen Methode fiir 
Grenzkreisgruppen mit parabolischen Substitutionen. 

Es sei J’ von erster Art, o> 0, & ein kanonischer Fundamentalbereich 
von J’; es werde gemaB 1. angenommen, daB t = o parabolischer Fixpunkt 
von J” ist, zu R gehért (vgl. §5 und Fig. 3) und dort als s, figuriert. Wir 
bedienen uns des in G I, § 2, Abschnitt 1 (nach dem Beweis der Gleichung (25,)) 
dargestellten allgemeinen Verfahrens zur direkten Berechnung eines iterierten 
Symbols 


w, (M,, Mz, Ms, ..., M,); 


die folgenden Uberlegungen sollen die Durchfiihrbarkeit dieses Verfahrens an 
einem konkreten Beispiele demonstrieren. 

Wir priifen zunichst, ob die hier gegebenen Umstiinde die Anwendung des 
Verfahrens gestatten. Die erste derin GI, §2 gemachten Voraussetzungen besagt, 

‘ . : , : 
daB alle c; in S; = (. a‘) von Null verschieden sind. Diese Voraussetzung 
"é i 

ist nicht erfiillt; es ist zwar, wie dies aus der Natur der P,; (2 S j So) und 
E.(1 Sk S e) erhellt, und wie fiir die G,, H,,G,', H,' i Sv Sp) 
in GI, Satz 1 bewiesen wurde, c; + 0, wenn 2 [iS 1, aber c, = 0. 
Indessen hat S, die Form U™' mit N, > 0, und es gilt nach GI (22): 


wv, (S,, So, S;, oa S,,) = Wy (S,) + 0, a (S5, Ss, » eae S,) + We (S), Ss »); 
hierin verschwindet w, (S,) nach Definition und w, (S,, 8, ,,) nach GI (17). 
Also handelt-es sich nur noch um das Symbol 

Wy = Wy- (S., Ss, ee ey S,), 


fiir dessen Argumente S;,2 Si Sn, die Voraussetzung c,; + 0 erfiillt ist. 
Die zweite Voraussetzung besagt,daB c, ,_, + Ofiir jedesimit2 [iS n—2. 
Sie trifft zu; denn c,,_, = 0 fiir ein i mit 2S i S nm — 2 wiirde nach 
GI, Satz 1 zur Folge haben, daB eine Relation 

Sin. = AU" =4P (A ganz) 
oder 


(54) 8,8,,,...8,-.8,-, = + P; (2Sisn - 2) 


mit einem ganzen A besteht. 
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In dieser Relation ist sicher 4 + 0. Man erkennt dies, wenn man die 
an der Kante S, von & hangende Kette der Fundamentalbereiche 
(55) K, SK, So 541K, ~- Se aK, «- - Sin—-aK, Sen 1K = PK 
betrachtet, die durch teilweise Umlaufung eines Aufpunktbildes auf dem 
Rande ® von & gewonnen wird. Ist A = 0, so stéBt KR in diesem Aufpunktbild, 
d.h. demjenigen Endpunkt der Kante S,, der bei der positiven, mit der 
Kante P,' beginnenden Durchlaufung von ® zuerst angetroffen wird, an sich 
selbst an. Sei A< 0. Dann umschlieBt die Kette (55) den in ihr nach dem 
soeben gezogenen SchluB sicher nicht enthaltenen Bereich S;,,8. Daher 
gilts = 1,A4<— 1; S,,,K hat die Spitze o , liBt sich also in der Gestalt 
PY, A= i < 0, schreiben, so daB 


t Py = Sin = 8,n-18,= +P 8,, 8 = + Pi, 
was offenbar nicht zutreffen kann. Sei schlieBlich A > 0. Aus 
S,:-1(+P:)8 = +1 folgt S,S,;,-, = + Py’. 
Die an der Kante S,, von & hiangende Kette der Fundamentalbereiche 
(56) KR, S,K, 8,8, K, 8,8) eK, ..., SS aK, ..-,8pS8y 42K, 8,8), ~K= PK 


umschlie8t den in ihr sicher nicht enthaltenen Bereich S,S, ;R. Daher gilt 


ao=1, —A< —1, 8,8, , SK hat die Spitze o, ist also von der Gestalt 
PY &, A= 2’ =< 0, so dab 
+P) =8,8,,= 4 P7'S8,, 8 = +Pi*", 


was offenbar nicht zutrifft. Damit ist diese Relation (54) widerlegt. 
Jetzt ergeben die Gleichungen G I (27), (28) 


1 d 1—A + 
(57) Wy 1 (S,, &,, ee e9 S, 1> S,) + = * = = ~ 





4 2 
h_ = Anzahl der i = 2,3,...,n — 1, n mit ¢; << 0 
j- = Anzahl der i = 2,3,...,n —2 mit 
CO n—1 Y ya 8 
(58) oc ey = Sitin-10 —S;, wo <0. 


t-iti,n—1 
Hier hat man 

1 — agnd ; 

S.= U0" (—1)", Se = (0,(—1)"}, —T = &; 

ferner findet sich fiir h_ nach den Festsetzungen iiber die P, (2 j So), 
E, (1 Sk S e&%) und geméB der Tatsache, daB unter den ¢, von 
S, = G,, H,, G>', H>* (1S »S p) genau je zwei positive und zwei negative 
auftreten, der Wert 


(59) h_=o—1+ 6+ 2p. 
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Die Bestimmung von j_ beruht auf topologischen Eigenschaften des aus den 
simtlichen L&R, L C I’, aufgebauten Parketts $. Im folgenden werde eine 
Kante von L&, L CI, die aus der mit S bezeichneten Kante von & durch 
Anwendung von L hervorgeht, gleichfalls mit S bezeichnet (dann miissen zur 
Bezeichnung dieser Kante natiirlich L und S angegeben werden). Der Bereich 
Si.1,n-18 entsteht als Endglied der Kette 


(60) R, S,.48, S41, i428, ey Sian R, a Sy41.n-28; Si43,. 0-18; 


in der S;,) as, K an S,,,, K lings der mit S,,, bezeichneten Kante von 
S..4.. K, Sy. Kan K lings der mit S;, , bezeichneten Kante von & anstéBt 
(i+ 1S hsSn — 2). Zwei benachbarte Bereiche der Kette haben nur die 
genannte Kante gemein; iiberdies erweist es sich als unméglich, da irgendein 
Bereich der Kette (60) mit dem Bereich S;'R zusammenfiallt; denn dann 
wire S, , = +1 fiir ein A mit i Sh Sn—1. Durchliuft man nun den 
Rand ® von S im positiven Sinne, so da8 also das Innere von & zur Linken 
bleibt, so erkennt man an Fig. 3 durch eine einfache Uberlegung, daB die Kante 
S,,, der Kante S;* stets um genau einen Schritt vorangeht (2 i XS n — 1). 
Die Vereinigung der Bereiche & und S;' & riegelt § fiir den stetigen Ubergang 
von weit links nach weit rechts hin ab. Daher liegt die Kette (60) ganz auf 
der (wie angedeutet topologisch definierten) rechten Seite der Vereinigung, 
und das hat fiir die nach der letzten Gleichung (58) verschiedenen reellen 
Bildpunkte S,,, ,-, « und S;' @ des in & gelegenen Punktes o eine 
GréBenbeziehung, namlich 


(61) 8.4.3.2-1 & > S87" @ (« = 2,3,..., — 2) 
zur Folge. 
Es ergibt sich aus (61) somit 7_ = 0, hieraus und aus (57), (58), (59): 
> _ 9 7 
(62) Wy - 1 (S,,8;, +e ~ l> S,.) + > — aa let fet oP Ss - \p rs ] T 3) 


d. i. die zu beweisende Forme! G IT, (62) oder G ITT, (23). Mit Hilfe von Satz 12 
erhilt man weiter G ITI, (22). SchlieBlich folgt (vgl. G II, §3, Abschnitt 5, 
Satz 8) aus (62) die Kongruenz ¢, = , (mod 2), die das Vorzeichen in der 
SchlieBungsrelation GI, (46) zu (— J)* =(— J)" bestimmt. Ich zeige 
im folgenden noch, da8 diese Aussage, zu der schon Ritter durch eine nicht 
eben iiberzeugende Betrachtung aus der Kautschuktopologie gelangt war, aus 
der elementaren Ungleichung (61) direkt deduziert werden kann. 
Nach der letzten Gleichung (58) ist 


fF n—1 


S,+1,2 1.0©—-S;' a= 
also nach (61) 


c 


"2m—1 al _ eng  « 
(63) Cu Ong vee € c ae Il C645 > 0. 
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Es mégen G,, H, (1 S » S p) so abgeiindert werden, daB die Zahlen gq, , 
und fh, , in 


G, = 9, Go, oS H _ th 


1," yh, 3 
positiv sind. Nun hat man einerseits 


Sy2-1 = on re I)" H,, So. n-1 —_ u«- Ly" h, (- 1)"h j 


2, p 
= {C:,2—15 ds » ~1}; 
also sgn ¢, ,_, = (— 1)"*. Andererseits kommt 


1+eo+2p—1 
sgn (c, ¢; ¢, ove Cy 9 Cy —3) = ( : 1)’ £0 p ; 


so daB nach (63) 
& =a +¢,+2p(mod 2), & = (mod 2), q.e.d. 

Diese Bestimmung von ¢ ist nach Abianderung der Bezeichnungen 
wortlich auch fiir p = 0 durchfiihrbar, setzt aber o > 0 voraus. Sie hat den 
Vorzug, daB sie sich lediglich auf die rein gruppentheoretisch-topologisch 
beweisbare Ungleichung (61) griindet, also nicht nur von’ funktionen- 
theoretischen Existenzsiitzen, sondern sogar von den Umsetzungsformeln der 
Funktion arg (m,t + m,), die man fiir die Bestimmung von w, bendtigt, frei 
ist. Wir fassen als Ergebnis dieses Paragraphen zusammen: 

Satz 16: Die in Satz 12 genannte Zahl 

w, = w, (8,, 85, 8, . . ., 8,) 
lapt sich mit elementaren Methoden bestimmen, ebenso das Vorzeichen in der 
SchlieBungsrelation GI, (46), d.h. der Wert e. Es gilt fiir jede Grenzkreis- 
gruppe I von erster Art, wenn p ihr Geschlecht, q ihr VerzweigungsmaB, ng =o + 
die Anzahl der indquivalenten parabolischen und elliptischen Fixpunkte be- 
zeichnet, 

l. S,,=(— 1)", & = % (mod 2), 


‘ 


2 w. = —(p—1+["3-]), 


3. ist r eine komplexe Zahl, v ein Multiplikatorsystem zu I‘ und — 1, 





} (x) eine nicht identisch verschwindende automorphe Form {I’, —r, v}, 
d thr Divisor: 


ordd = r(p—1+ 4). 


2 
Vergleicht man den Inhalt der hier unter 2. und 3. genannten Aussagen, 
so sieht man folgendes: Fiir Grenzkreisgruppen mit parabolischen Matrizen 
(also im Falle ¢ > 0) sind sie gleichbedeutend, wie die Betrachtung am Ende 
von GII, §3 zeigt. Dieselbe Betrachtung zeigt aber auch fiir Grenzkreis- 
gruppen mit o = 0, wenn man den Hauptsatz 2 iiber die Existenz von auto- 
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morphen Formen heranzieht, daB 2. (zusammen mit Satz 12) mehr aussagt 
als 3.. Denn 3. bedeutet nach (26) genau, da8 


wv, = — (p— 1+[*F*]) (mod m,(p —1+-5)) 





{der Modul ist ganz- oder halbzahlig), wihrend 2. die entsprechende Gleich- 
heit behauptet. Im Falle o = 0 ist also der in diesem Paragraphen an erster 
Stelle ausgefiihrte Beweis der Gleichung 2., Satz 16, der bisher einzige Beweis. 


§ 8. 
Existenzsitze tiber arithmetisch ausgezeichnete Multiplikatorsysteme. 
Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe von erster Art, r komplex. Fiir ein Multi- 


plikatorsystem v zu J’ und — r gilt stets 


ni~—+ 2240, 
v(E)=e * , 4 =bo, ganz, OD 0o,< 1 (lgpksSe,). 
Wird 
o(P) = 27's, OfRex,< 1 (lLSjso) 
gesetzt, so besagen die Definitionsgleichungen zwischen den Basismultipli- 
katoren des benutzten kanonischen Erzeugendensystems von J" (vgl. GI, § 2 
(45)) genau, daB 


(64) PY + D'o,=1r(p—1+4) (mod 1). 
j=1 k=1 


Mit diesen Kenntnissen lassen sich mehrere Fragen iiber die Existenz 
gewisser arithmetisch ausgezeichneter Multiplikatorsysteme beantworten. 
Wir fragen zunachst nach der Existenz von Multiplikatorsystemen zu einer 
geeigneten reellen Dimension — r, deren Werte fiir die Erzeugenden von I” 
Zahlen der Form e*‘"* mit gegebenen rationalen A sind, und dann in Ver- 
bindung damit nach der Ezistenz von Multiplikatorsystemen v zu einer ge- 
gebenen reellen Dimension — r, deren Werte v (L) fiir alle L aus I’ die Gestalt 


b 
v(L) =e" "a (bn ganz, n>O0, n fest, d.h. von L unabhingig) auf- 
weisen. Fragestellungen dieser Art sind in der Tatsache begriindet, daB die 
Funktion o(M,S) nur Werte e****’ mit ganzen » annimmt, so dab die 
Anwendung der Kompositionsrelation GI (30) auf Multiplikatorwerte, die 
einer Gruppe von Zahlen der Form e*‘’* mit rationalen 4 von festem Nenner 
entstammen, aus dieser Gruppe nicht hinausfithrt. Die Frage nach Multi- 
plikatorsystemen, deren Werte simtlich die Form e?*‘'’ mit ganzen yr auf- 
weisen, erhalt erst dann einen Sinn, wenn es gelungen ist, J’ von der Matrix | 
— I zu befreien. 
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IV 


Es sei c =| 1, & 


2 
nir— 


v(E,)=e “* 


mit gegebenen ganzen z,, m, (m, + 0, k = 1, 2,..., &) besagt fiir das Multi- 
plikatorsystem » zu J’ und — r nach GI (37), daB 


( 


mit geeigneten ganzen a, (0 = a, S 1, — 1) zutreffen muB. Ist r = 0 oder 
z, 1 , : : , ; 

~ = ; (l= ke), so ist a, = 0, und im zweiten Falle ergibt sich keine 
n — = 

k x 

Bedingung fiir r. Sonst seien k’ die Indizes unter den k mit 1 Sk S &, 


nN 


com 


1 
l, 


(65) 


Ts) | 
= 
> 


) = r (mod 1) 


fiir welche — dann hat man die Gleichungen 


he k 


, 


4 
deuten genau, da8 die rationale Zahl r gemeinsames Multiplum der sinnvollen 


in ganzen Werten der Unbekannten a’,, aufzulésen. Diese Gleichungen be- 


unter den laa it: Bezeichnet r, deren kleinstes gemeinsames Multi- 
2 — 0 
kk k 


plum, so sind die zugehérigen a, 


 eindeutig bestimmt, und jedes Lésungs- 
system r,a,, hat die Gestalt 
r=mr, a =m a”) 


mit ganzem m. Ks sei ein solches Lésungssystem gewonnen; wird iiberdies 


o(P)= es =e (ym, ganz, m +0, 1Sj So) 


verlangt, so ergibt sich als einzige Bedingung, denen die angegebenen Multi- 
plikatorwerte fiir die Erzeugenden P, und £, geniigen miissen, nach (64) 


ge r yy cy 2 / i 
(66) 5 > is 5 PS z = r(p— 1+) (mod 1). 
j=1 J k=l . 


Von dem Lésungssystem r, a, der Kongruenzen (65) fiir die a, tritt nur der 
Wert von r in dieser Bedingung auf. Man erhilt alle Lésungssysteme in 


. y : , : , 
rationalen = (1 Sj So) von (66) aus einem bestimmten von ihnen durch 


3 
vektorielle Addition eines beliebigen Lésungssystems der homogenen Kon- 
gruenz 


6G 


z 
; > A; = 0 (mod 1) 


j=1 
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. ** . . 2 “— 

in rationalen /,;. Bei irrationalem r gilt — = r (1S k Se) und an Stelle 
k iy 
von (66) die Gleichung 
4 y, 

jm 
Hiernach ist es stets leicht méglich, zu entscheiden, ob ein Multiplikator- 
system v von der gewiinschten Beschaffenheit existiert oder nicht, und be- 
jahendenfalls eine Parameterdarstellung der Basismultiplikatoren anzugeben. 

Wir fragen zweitens nach dem allgemeinsten » zur gegebenen reellen 
Dimension — r + 0, dessen Werte fiir alle Z aus J’ in der Form 


(67) = 2p—2+4q. 


__ 6 
ir— 


o(L) = ee” 
mit festem ganzem, von Z unabhingigem » > 0 und beliebigem (nicht vor- 
gegebenem) ganzem b geschrieben werden kénnen. Setzt man 
nir—t 
v(E,)=e * Qskse&%), 


so hat man fiir die ganzen z, nach (65) zuniichst die Bedingungen 
5 (% ly — m) =0 (mod 1) lsk<so@) 


zu erfiillen. Bei irrationalem r geben diese = - (1 Sk S @&), was genau 
s 


besagt, daB m gemeinsames Multiplum aller 1,, also Multiplum von 


mo = [l, le, ly,...,1,,] ist, und daB alle a, verschwinden. Die z, sind unter 
diesen Umstanden eindeutig bestimmt. Bei rationalem r sei q, der (positive) 


r 
2n° 
Lésungen der Kongruenzen 


reduzierte Nenner von Dann handelt es sich um die mod g, inkongruenten 


2, |, = n (mod go) (isSkSe@), 
deren jede dann und nur dann mindestens eine und dann genau (I,, 09) mod gp 
inkongruente Lésungen 2, besitzt, wenn (l,,q)|". Hat man ein Lésungs- 
system gefunden, so ergibt sich als einzige weitere Bedingung fiir die 

vj 
ir— 


v(P;)) =e * (y; ganz, 1 Sj So) 
nach (66) und (67): 


(68) > w= n2p—2+9) 


j=1 
bei irrationalem r, und 


fo 


(69) EUS a+ D's) =+(p—1+ 9) (aoa 


j=1 k=1 
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bei rationalem r. (68) ist erfiillbar, weil ng ganz ist. (69) besagt, daf 


M. 


(70) yj + >) =n (2p—2+ mq) (mod gq). 
k=1 


1 


i] 


j 
Insgesamt erhalt man also 
Satz 17: Es sei I’ eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit o > 0, e¢, > 0. 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB ein Multiplikatorsystem v zu I’ und —r 
fiir alle L aus I’ Werte von der Form 
mire 
v(t)=e * 
(n eine fest gegebene natiirliche Zahl) mit ganzen b annehme, sind, wenn 
oo? 
v(E,)=e * Qdsks ea) 
gesetzt wird, folgende Bedingungen: 
1. r irrational: 
n 


L|n, = Tt = 0(lskse,) und (68). 
k 
Ist l,|n(1 Sk S e) erfiillt, so sind demnach die v(E,) eindeutig be- 


stimmt; in den 


strut 
o(P;)=e * Qlsjso) 
sind die ganzen y, mit einer einzigen Ausnahme, in den 
v@)=e*, off, =e * as»<p 


sind die ganzen x,, x, ohne Ausnahme frei verfiigbar. v héingt von 2 p + ao — 1 
frei verdnderlichen ganzzahligen Parametern ser"ne ab. 


2. r rational (q, der, reduzierte Nenner von — Go > 9): 
le, Go) |, 2 ly =m (mod go), a, = 5, (2,, — n) (mod 1,) (1S k S e) 
und (70). 


Ist (l,, o)|n (1 S k S 6), 80 gibt es (l,, q,) mégliche Werte v (E,) fiir jedes k, 
also i] / (le, Uo) mégliche Wertsysteme fiir das System der sinitlichen » (E,) 


=1 
(lsSkSe). In 


n w 


nir-t 
eo(P)=e * d=sjs0) 


sind die ganzen y, mod q, mit einer einzigen Ausnahme, in 
. Ji qo 


~ 


zy ry 
mir 


vG)=e *, vw(A)=e * (l<vsp) 




























Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. III. 563 


sind die ganzen x,, x, mod qg ohne Ausnahme frei verfiigbar. Das System der v 
eo 


bei gegebenem n zerfallt in / / (l., 9) getrennte Klassen; in jeder Klasse hiingt v 
k=1 

von 2p +oa— 1 mod qy frei verinderlichen Parametern wesentlich ab. Die 

Anzahl aller v des Systems betrdgt 


gers |] (Les Yo): 


k=1 

Fiir eg = 0 sind die auf k beziiglichen Bedingungen inhaltlos, die iiber k 
erstreckten Summen und Produkte sind durch 0 bzw. 1 zu ersetzen. 

Die Existenz von solchen v der beschriebenen Art, die in dem Sinne 


. — ‘ z l Bs 7 " , 

nichttrivial sind, daB = = 7 nicht fiir alle k mit 1 [ k S e, zutrifft, 
o 

erhellt folgendermaBen: Man wihle r rational und so, daB Zahler und Nenner 


r ed 
der reduzierten Darstellung von = zu allen |, prim sind, darauf n prim zu 


1 . r 
rx die ganze Zahl 
k 


° 2% 
allen J,. Dann ist (l,, %) = 1 und he 
= 5 (% l, — n) = 0 (mod ),), 
also 9, > 0, d.h. sogar 

air *k air + 
v(E,) =e * +e : fir alle k = 1, 2,3,..., e. 
Als die arithmetisch einfachsten Multiplikatorsysteme v zu einer Grenz- 
kreisgruppe J’, welche die Matrix — J enthalt, hat man die v von Satz 17 
mit m = 1 zu bezeichnen. Hier ist, wenn e, = | ist, r rational, weil J, dann 


nicht in » aufgeht (1 Sk S ey), und deshalb v im genannten Sinne nicht- 
trivial; fiir den reduzierten Nenner g, von s muB (1,, ¢) = 1(1 Sk S e&) 


gelten. Insbesondere ergeben sich bei ganzem ungeradem r die Bedingungen 


o 


(71) l, = 1 (mod 2) (1S k<e), SY y, =o (mod 2), 
j=1 


es wird also fiir 1 Sk S e: 

a, r 

z ungerade, v(Z,) = —1, 9, = rhe he = he — 1) (mod /,). 

k 

Bei geradem r wird gy = 1, v (LZ) = 1 fiir alle L aus J’, 
r 
&. = - z (mod I). 
Mit diesen Erérterungen wird auch die Frage nach dem identischen Ver- 

schwinden der eigentlich-automorphen Formen ungerader Dimension zu ge- 
wissen Grenzkreisgruppen beriihrt. Diese Erscheinung ist ein ganz spezieller 
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Fall der allgemeinen Tatsache, daB eine automorphe Form / beliebiger kom- 
plexer Dimension r identisch verschwindet, wenn die Bedingung 
v(—T) e~**’ die unmittelbar aus 


f((—1)t) = f(t) = 0 (—2) (— 1) f (2) 
hervorgeht, nicht erfiillt ist. Die obigen Ausfiihrungen ergeben als notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines arithmetisch einfachsten 
Multiplikatorsystems v (d.h. v(Z) = + 1 fiir alle ZL aus I’) zu ganzem un- 
geradem r: 


(72) entweder e, = 0; oder e, > 0 und alle 1, = 1 (mod 2) (1S k S &). 


Bei der Modulgruppe z. B. hat man e, = 2, 1, = 2, 1, = 3, also gibt es kein 
solches Multiplikatorsystem zu ungeradem r. Bei der Hauptkongruenzunter- 
gruppe zweiter Stufe /'(2) dagegen ist eg = 0, es gibt nach (71) genau vier 
solche Multiplikatorsysteme. Bei der Gruppe J’; des Thetanullwerts @99(t), 
also derjenigen Untergruppe der Modulgruppe, die von den Matrizen U? und 
T =| 7 erzeugt wird, iste, = 1,1, = 2, also gibt es kein derartiges Multi- 
plikatorsystem. Im iibrigen erfiillen alle echten Hauptkongruenzuntergruppen 
der Modulgruppe die Bedingung (72), weil fiir sie e, verschwindet. Ist J" als 
Untergruppe der Modulgruppe von endlichem Index vorgelegt, so besagt (72), 
da8 I keine elliptischen Fixpunkte der Ordnung 2 besitzen, daB also I’ keine 
der Matrizen S7TS~* (S aus der Modulgruppe) enthalten darf. Insbesondere 
laBt sich von jeder Kongruenzuntergruppe J4(N) (definiert als Menge aller 


unimodularen L = (° : 
y 


bekannten zahlentheoretischen Kriterium leicht entscheiden, ob die zuletzt 
genannte Bedingung erfiillt ist oder nicht. SchlieBlich sei noch bemerkt, daB 
man die Notwendigkeit der Bedingung (72) fiir die Existenz jener Multipli- 
katorsysteme v direkt einsehen kann. Denn ein solches v ist ein ungerader 
Abelscher Charakter zu I’. Ist ¢, > 0 und v(Z) = + 1 fiir alle Z aus I, so 
ist offenbar 


) mit ganzen «, 8, y, 6 und y=0 (mod N)) nach einem 


(v(E,))'* = — 1 (= e*") 
unméglich, wenn 1, = 0 (mod 2). 

Die eingangs erwahnte Frage nach der Existenz von Multiplikator- 
systemen, die fiir alle Z aus / Werte von der Form v (L) = e***"’ mit ganzen » 
annehmen, fiihrt auf die Frage, wann sich aus einer Grenzkreisgruppe I" 
die Matrix — J herauslésen laBt; dies soll bedeuten, daB I’ eine Untergruppe 
I’* besitzt, welche zu jedem gegebenen L aus I genau eine der beiden Matrizen 
L oder — L enthialt. Notwendig ist ersichtlich die Bedingung (72). Da8 diese 
Bedingung auch hinreicht, erkennt man in folgender Weise: Ich setze 


T=-E,(lsSkseq), PP=(-VYIP I Sj So), 
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6 
wo ¢;=0 oder 1 und Ps €; = e, =o (mod 2), und wihle die Matrizen 
j=1 
G. =+1G,, H* = +H, mit irgend einer bestimmten der médglichen vier 
Vorzeichenkombinationen (1S »y S p). Dann bestehen die Relationen 


E,'* = 1 (lsk<e%), 


(73) ; 7 E 
[| & [[  [[ ewer art =1. 
j=1 k=l vl 
Ich benutze die in §5 eingefiihrte Bezeichnung S,, S,,S,,..., 8, fiir die 
dort genannten Erzeugenden und ihre Inversen; es seien 
3S = 6 St Se) 
die Zeichen fiir die den S,, S;' zugeordneten Substitutionen und in derselben 
Reihenfolge wie in §5 
St, St, St, ..., St_, 8% 
mit den in der letzten Relation (73) auftretenden Matrizen identisch, wenn hier 
in den Produkten die natiirliche Reihenfolge gewahlt wird. Nun wird be- 
hauptet: Die von den S; (1 Si Sn) erzeugte Untergruppe [* von I 
enthilt zu jeder Matrix Z von J" genau eine der Matrizen L oder — L. 
Zu beweisen ist ersichtlich nur, daB J°* die Matrix — J nicht enthilt. 
Angenommen, es ist — / c I*, also — J ein Produkt der 
, &, BH, i+ Gan & 
und ihrer Inversen, etwa 
— J = F(S}, S3, S3, ..., S§—;, 8%), 
so folgt durch Ubergang zu den Substitutionen 


I= F(S,, 8,, 8,, vey Sy - 1 Sn). 
Nach einem Satz von Schreier*) laBt sich die rechte Seite durch sukzessives 


esanel aie 
Kinfiigen von Faktoren S;S; und S, S, identisch, d. h. ohne Hinzunahme 
der Relationen auf die Gestalt 


i-][ mere 


ante ‘- ——1 
bringen, wo die T,, (1 S m Su) irgendwelche Produkte der S; und S; » 
R,, (1 Sm S pw) irgendwelche der Ausdriicke 


E,* (<k<@), Tl P, I E, Ti G, H,G, ' H,° 


j=1 k=1 v=1 


*) O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Abh. aus dem Math. Sem. 
d. Hamb. Univ. 5, S. 161—183. 
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darstellen. Fiihrt man die sukzessive Einfiigung von den gleichen Faktoren 
s*s*~ und S*-"s* wie oben (nur mit einem Stern statt mit einem Quer- 
strich) an den gleichen Stellen im Produkt F (S*, S}, S¥, . » o» Be _y, 8%) aus, 


wie oben im Produkt F (S;, 8,, 53, .. ., 5,-3, S,), so ergibt sich 


-I= I me te", 


m=1 
und hier bezeichnet 7* das T,,, R* das R,, vermége der Ersetzung der S, 


durch die S¥, S, ‘durch die S*~" entsprechende Produkt (1 < m <p). 
Nach (73) erhalt man einen Widerspruch. 

Wir erkennen also zusammenfassend : 

Satz 18: Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe von erster Art (I enthilt also die 
Mairiz — I). Notwendig und hinreichend dafiir, daB ein Multiplikatorsystem v 
zur Gruppe I’ und zur ungeraden (ganzen) Dimension — r existiere, welches 
fiir alle L aus I nur die Werte + 1 annimmt, ist 


entweder e, = 0, oder e, > 0 und |, = 1 (mod 2) lsSksS e&). 


Das ist gleichzeitig die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich 
die Matrix — I aus I’ herauslésen lift, d.h..daB eine Untergruppe I'* von I 
existiert, welche zu jeder Matrix L von I’ genau eine der beiden Matrizen L oder 
— L enthiilt, d. h. m. a. W. welche auf die von I’ erzeugte Substitutionsgruppe I 
einstufig isomorph bezogen ist. I"* ist eindeutig durch die den kanonischen 
Erzeugenden von I erteilten Vorzeicheninderungen bestimmt. Hierbei wechseln 
die elliptischen Erzeugenden stimtlich das V orzeichen, die Anzahl e, der V orzeichen- 
dinderungen der o parabolischen Erzeugenden geniigtder Bedingung e, = o (mod 2), 
und die Vorzeicheninderungen der 2p Erzeugenden G,,H,(1 Sv S p) 
sind villig willkiirlich. Die Anzahl der Untergruppen I* von I’ mit den genannten 
Eigenschaften ist 0 oder 2°? *°~*, d.h. genau so groB wie die Anzahl der 
oben definierten Multiplikatorsysteme v. 

(Wie friiher schon implizit benutzt wurde, ist — J die einzige von der 
Einheitsmatrix verschiedene unimodulare reelle Matrix, deren Quadrat gleich 
der Einheitsmatrix ist.) 

Uber die Multiplikatorsysteme zu solchen Grenzkreisgruppen, welche die 
Matrix — J nicht enthalten, gilt zunichst der folgende allgemeine Satz: 
Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe im urspriinglichen Sinne, welche also die 
Matrix — J enthalt; auBerdem erfiille [ die Bedingung des Satzes 18. Ist I* 
eine beliebige Untergruppe von der in Satz 18 bestimmten Art, r komplex, 
v irgendein Multiplikatorsystem zu J’ und — r, so bilden die v (L*), L* c I"* 
offenbar ein Multiplikatorsystem zu I’* und — r; d.h. es ist 


(74) v (LE L3) = o (Lf, Ly) (Lf) v (Ly) 
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fiir irgend zwei Matrizen L*, L¥ aus '*. Umgekehrt sei v* ein Multiplikator- 
system zu J* und — r; dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Multiplikator- 
system v zu J°und — r derart, da8 v mit v* fiir alle Elemente von J iiberein- 
stimmt. 
Zum Beweise setze man 
v (L*) = o* (L*), v0 (— L*) = a (— I, L*) e— **" v* (L*) 

fir L* c I’*, und 
L, = (—1)" Ly, Ly = (— 1)" Ly, L; cI™ (6 = 1, 2), &, eg ganz, &, + eg =e. 
Man findet 
. (Ly L,) Hig * * . * * * * 

= v((— Ly Ly I) = o((— Iy, Ly L,) v((— I)')o (Ly, Lg) v* (L,) v* (L3) 

— (= D"**, LE L5)o((—", (— 1") ore pe 

Po rn", L*) o((— 1, 1%) a ( 1> 2) v (Ly) v (LZ) 

= o(L,, L,)v(L,) v (L,); 


denn es ist 





o ((— 1)" * *, Ly L3)o ((— 1)", (— )") o (L}, Ly) 
a ((— 1)", Ly) o ((— D*, 23) 0 ((— 1)" Li, (— "* L3) 
a ((— 1)" * * Li, Ly) o ((—) * *, Lr) o ((— D", (— )") 
o ((— 1)", Ly) o ((— 1)" Ly, (— 1)"*) o ((— 1)" +” Ly, £5) 
o((— 1, (~D" Li) o ((~ 1)", Ly) __ 

@ ((— 1)", Ly) « ((— 1)" Ly, (— 1)*) 
wegen o (— I, 8S) = a(S, --J) fiir reelles unimodulares S. 

Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den in Satz 18 genannten Untergruppen 7* von J’ und den dort 
genannten Multiplikatorsystemen » von ungerader Dimension. Ist eine solche 
Untergruppe J* von J" vorgelegt, so definiert der Hauptcharakter von I"* 
in seiner Eigenschaft als Multiplikatorsystem ungerader Dimension ein Multi- 
plikatorsystem » der gleichen Dimension zu J’, welches dort nur die Werte 
+ lannimmt. Umgekehrt bilden die L* von I’, fiir die ein solches v den Wert 1 
annimmt, ersichtlich eine Untergruppe J* von der in Satz 18 genannten Art. 

Im folgenden sollen die zu den bereits aufgestellten analogen Existenz- 
sitze iiber arithmetisch ausgezeichnete Multiplikatorsysteme bei den Gruppen, 
die die Matrix — J nicht enthalten, kurz entwickelt werden. Man hat nach 
GI (17) 

o(—1I,P) =o(-L£EJ=-1(Sjso1l1sksa) 
und daraus 











v(— P;)) =e-*"o(P)) =e i— 7) lsjso) 
ite + 2miQ, 
v(— E,) = e— *''v(B,) =e ‘ (lsakx<@). 
37* 


(75) 
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Als Definitionsgleichungen zwischen den Basismultiplikatoren 
(PF) (LSS), (Fi) I SkSe@), o(G7), o(A?) (lov s p) 
eines Multiplikatorsystems v von der Dimension — r zur Untergruppe I* 
von I’, (I’, /’* wie in Satz 18) mit den Erzeugenden 
PF =(-1IP Pj SiS), H=-H(lSkSe) 
G=+G6,, A =+H8,(sS +S p) 
findet man erstens die Gleichungen, denen die 1,-ten Potenzen der v (— E,) 
geniigen, also 
(v(— B,)'* = e& *'""e—”  (wgl. G1 (43), k = 141); 
diese sind nach (75) automatisch erfiillt (1S k S e). Ist zweitens e, die 
Anzahl] der Vorzeichenwechsel der parabolischen Erzeugenden, also e, =o 


(mod 2), so ergibt sich, da 7* zu F einstufig isomorph ist, 


[] ep [] ven = 2S") 


j=l k=1 


Diese Gleichung besagt natiirlich dasselbe wie 


6 ny 
2» &+ 2 wr r(p—1+4) (mod 1). 
j=1 k=1 


Man erhalt nunmehr die folgenden Siatze: 
. . . ° z 
a) Damit bei geeignetem reellem r + 0 und fest gegebenen = (2, %, ganz, 
a 
», +0, lS &§§S &) 
anir—t 
v (EZ) = © "k € 
fiir ein Multiplikatorsystem v zu J’ und — r gelte, ist notwendig und hin- 
reichend, daB r = mr, mit ganzem m + 0, wo 7, das kieinste gemeinsame 
Multiplum der sinnvollen unter den Zahlen 


“ 
“21 adskse@) 
ae 
z 
bezeichnet. Sind alle Nenner 0, ist also = = — + (1 - z)a Sk Ss &), 
‘ k 


so ergibt sich keine Bedingung fiir r. Ferner bestimmt sich 9, aus 


Me —! . 
a, = o, |, — (2 lL, + ng =) (mod J,) (1 = k S &). 
h 


Wenn iiberdies 


V(Pf)=e % (lSjsa) 
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mit fest gegebenen ganzen y,, m,(m, + 0) vorgeschrieben wird, so ist fiir die 
Existenz eines solchen Multiplikatorsystems auBer den genannten Bedingungen, 
die als erfiillt vorausgesetzt werden, das Bestehen der Kongruenz 


6 eo 

—y Y; y %& o—e 
r J 4+f —=rip—1+-—) (mod 1 
2 “s p ™k (? = , 


notwendig und hinreichend. Diese besagt bei (inzwischen bestimmtem) 
irrationalem r 


6 ey 
oy Yj o—e@, 1  ; oe dei: 
png Gad Spay 1G 
j= 1 k=1 








: . - - y . , 
Bei rationalem r erhalt man alle Lésungssysteme at (1 = 7S o) aus einem 


3 
von ihnen durch vektorielle Addition des Lésungssystems der Kongruenz 


r Pg’ = 0 (mod 1) 


j=l 
in rationalen A, (1 Sj S 9). 


b) 
Satz 19: Damit bei gegebenem reellem r + 0 und gegebenem natiirlichem n 
ein Multiplikatorsystem v zu I'* und — r mit der Eigenschaft 


a 
22ir— 
v(L) =e "2 
(6 eine beliebige ganze Zahl) fiir alle L aus '* existiere, ist folgendes notwendig 
und hinreichend: Man setze in fester Bezeichnung 





22 =8 * aste 
v(E,) = ens (lakSq), v(Pjj=e ‘ (lsjs%. 

1. r trrational: 

L,|n (dann wird x = — = (1 — +)n, 0 =90, 1skse), 

k ’ wy 
6 
q—e 
Di =*(p—14+45%). 


j=1 
Ist l,|n (1 Sk S @) erfiillt, so sind die stimtlichen v (E?) eindeutig bestimmt, 
und v héingt von 2 p + o — 1 willkiirlichen ganzzahligen Parametern wesentlich ab. 
2. r rational: (Es set qq der reduzierte Nenner von —). 


1 
2 





(4, Go) |n I Sk< &) (dann wird zl, +n = 0 (mod q), 


a= ~(ah+n = ‘) (mod h)).. 
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Ist (l,, qo)|  erfiillt, so gibt es (l,, qo) mod gy inkongruente Léswngen der k-ten 
Kongruenz (iS k S &), folglich i] {| (lx, Yo) verschiedene Systeme v (E;) 


k=1 
(lS k Se). Ist ein solches System, d.h. sind die z, fixiert, so hat man als 
einzige Bedingung 





7 y+ D n=n(p— l ~S) (mod qo), 


j=1 k=1 
und das Multiplikatorsystem v héngt von 2 p + o — 1 willkiirlichen Restklassen 
mod q_ wesentlich ab; die Anzahl dieser v betrégt mithin 


ge*e— TT hq). 


k=1 
c) Man erkennt wie im analogen Falle bei der Gruppe I’ die Existenz 
von unendlich vielen nichttrivialen Multiplikatorsystemen v zu I™*, d. h. solchen 
v aus Satz 19, fiir die nicht 


2 l l “a 
= = — 3 (1 ==) fiir alle k = 1, 2, ..., &. 


Es gibt sogar unendlich viele nichttriviale solche v, bei denen alle 9, > 0 
ausfallen (1 = k S e,). Fiir ungerades r und n = 2 ist den Bedingungen 
geniigt. Es ergeben sich ebenso viele v dieser Art zu /** wie zu I’. Fiir sie gilt 


l a l 0 
Zz, =0(mod 2), qa=r = (mod 1,), Zz y; =0 (mod 2). 
j=1 
Zum SchluB dieser Ausfiihrungen iiber Multiplikatorsysteme soll noch 
eine weitere Frage erértert werden. Ich nenne ein Multiplikatorsystem v 
zur Gruppe J" (von erster Art) und zur Dimension — r (r komplex) in der 
Spitze s; von der Ordnung x, verzweigt, wenn 


v(P;) = e°***% (0 < Re x; < 1), 
in der Ecke w, von der Ordnung 0, verzweigt, wenn 
mi ft +221 ey 
v(E,) =e * (oO, , =a ganz, 0 a, <1, —1). 

Ist x; = 0, so heiBt v in der Spitze s; unverzweigt, ist 0, = 0, so heiBt v in 
der Ecke m, unverzweigt. v heiBt (schlechthin) unverzweigt, wenn v sowohl 
in allen Spitzen s, (1 S 7 So) als auch in allen Ecken a, (1 S k S &) 
unverzweigt ist. Der in GII, §4, Abschnitt 1 eingefiihrte Verzweigungs- 
divisor p der Formenklasse {J°, —r, v} beschreibt die Verzweigung von v voll- 
stiindig; der Verzweigungsdivisor 3 der Gruppe J’, der in gewissem Sinne das 
Analogon zur Differente eines algebraischen Zahlkérpers darstellt, ist das 
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kleinste gemeinsame Multiplum (mit reellen Exponenten) der Verzweigungs- 
divisoren aller Formenklassen zur Gruppe I’. 

Zu jedem in den Ecken vorgeschriebenen Verzweigungsverhalten gibt es, 
wenn ¢ > 0, Multiplikatorsysteme v, und diese hingen von 2p+o0—1 
willkiirlichen komplexen Parametern wesentlich ab. Ist ¢ = 0, so erhilt 
man aus dem Hauptsatz 2 iiber die Existenz von automorphen Formen die 
Existenzbedingungen; sind diese erfiillt, so betriigt die entsprechende Para- 
meterzahl 2p. Verlangt man ferner Unverzweigtheit in der Ecke a, von 


b 
. azir-— 
einem . zu I’ bzw. I’*, welches dort nur Werte von der Forme ® bzw. 
> 


sor 3 (6, n ganz,n + 0 fest) annimmt, so ergibt sich dafiir als notwendige 


und hinreichende Bedingung bei rationalem r: 





ss 
5 (ly — m) = 0 (mod hy) bzw. ~(xh+n .; ) = 0 (mod I). 


Ist das Verzweigungsverhalten in den Spitzen vorgeschrieben und e, > 0, 
so bedeutet dies, daB sich die Gleichung 


(76) Pine Dig oolp~ 14 4) 
Py k=1 


nach den Zahlen 9, = > (1 Sk S @&%) und r in ganzen a, und komplexem r 
k 


auflésen lassen muB. (76) besagt soviel wie die beiden Beziehungen 


0 





(76,) Imr = —+~—. J" amx;, 
p—1+4 j=1 
6 €9 
at de r(p—1+4) 
s =1 


mit n, = Rex, (1 Sj So) und r = Rer. Wird 


= [J ». k= TU SkSe), D=(,hy--k) 


k=1 


gesetzt, so hat man an Stelle der zweiten Beziehung die Gleichung 


(77)  Y's,+D-m=1,8(p-144 4) 


f= 


in ganzem m und reellem r, zu lésen; bei gegebenem m wird 


— (S445 m). 


p—1+4 
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Die o, erscheinen in der Form 


0,= 7%, =a (modh,) (l<k<e,), 
_ 
wobei die a’, irgend einer Darstellung 
RF 
D. m= - ay lL 
k=1 


entstammen. Ist e, = 0, so bestehen die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen (77) mit H = 1, m = 0 und (76,). Ist das Verzweigungs- 
verhalten von v in allen Fixpunkten vorgeschrieben, so mu8 (64) erfiillt 
werden; die entstehenden » hingen von 2p freien komplexen Parametern 
wesentlich ab. Fiir solche Multiplikatorsysteme v, die gemaB 


y* D 0, = 0 (med 1) 


verzweigt sind, insbesondere also fiir unverzweigte Multiplikatorsysteme v ist 
(78) r(p —1+ 4) =0 (mod 1) 


die notwendige und hinreichende Existenzbedingung. 


(Eingegangen am 16. 11. 1937.) 

















Uber die Haufigkeit der Nichtzentren. 
Von 
Hubert Cremer in Kéln. 


Eine im Nullpunkt verschwindende regulare Funktion 


(1) f(z) = a,z + a,27 +... 


la8t sich bekanntlich'), wenn ja,| + 1 und + 0 ist, in der Umgebung des 
Nullpunktes immer als ,,transformierte Drehstreckung‘, d.h. in der Form 


(2) f (z) = S-* (a,S (2) 
mit 
(3) S (z) = ¢,z + cg22? +... c, +0 


darstellen. Die Bedingung |a,| + 1, a, + 0 ist also bereits hinreichend fiir 
die Méglichkeit der Darstellung (2) (mit (3)), die folgenden Koeffizienten 
@,,4,,... kénnen, abgesehen von der selbstverstindlichen Forderung 


x 
lim sup |Va,| += 

(Bedingung fiir die Konvergenz der Potenzreihe), beliebig gegeben sein. 

Dies gilt nicht mehr fiir ja,| = 1. Zwar gibt es auch hier zu jedem a, 
Funktionen (1), die sich in der Form (2) (d. h. (2) mit (3)) darstellen lassen 
man gewinnt solche Funktionen, indem man irgendeine spezielle Reihe (3) 
in die rechte Seite von (2) einsetzt —, aber der Ausdruck S~-! (a,S (z)) 
durchlauft im allgemeinen nicht mehr alle konvergenten Reihen a,z + ..., 
wenn S(z) alle konvergenten Reihen (3) durchliuft. Man sieht das leicht 
ein, wenn 4, eine Einheitswurzel ist. Hier ist bei vorgegebenem f (z) im allge- 
meinen bereits die formale Berechnung der Koeffizienten c, unméglich. 

G. A. Pfeiffer bewies 1917 (auf Anregung von G. D. Birkhoff), daB man 


aus jeder Potenzreihe 2 a, 2”, |a,| = 1, durch beliebig kleine Anderung des 


1 
ersten Koeffizienten a, und unendlich vieler anderer Koeffizienten a, konti- 


x 


nuierlich viele Potenzreihen 2 b, 2*, |b,| = 1, 6} + 1 fiirn = 1, 2,..., ge- 


1 
winnen kann, die sich nicht in der Form (2) darstellen lassen?). Wie sich aus 


') Zuerst bei G. Koenigs, Recherches sur les équations fonctionnelles, Annales 
de I’Ecole normale (3) 1 (1884) Supplément. 

*) Trans. Amer. Math. Soc. 18 (1917), S. 189; vgl. auch Math. Annalen 98, S. 153. 
FuBnote *), wo der genannte Satz im Wortlaut abgedruckt ist. 
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dem Beweis ergibt, geniigt bereits eine Abainderung der Argumente der 
Koeffizienten. Wesentlich ist aber, daB man auch den Koeffizienten a, 
andern muB. 

Sind das nun ,,Ausnahmen“, ist die Darstellung (2) ,,im allgemeinen“ 
méglich oder nicht? Die folgenden Ausfiihrungen sollen einen Beitrag zu 
dieser Frage liefern. Hierbei lassen wir — im Gegensatz zu Pfeiffer — den 
Koeffizienten a,, dem ersichtlich eine Sonderrolle zukommt, fest. Es wird 
sich zeigen, daB jedenfalls bei gewissen a, die Unlésbarkeit von (2) ,,haufig“, 
in einem gewissen Sinne sogar ,,bevorzugt“ auftritt. Wir werden insbesondere 
ein Gegenstiick zu jenem bekannten Satze*) iiber nichtfortsetzbare Potenz- 
reihen beweisen, welcher besagt, daB man aus jeder Potenzreihe mit endlichem 
Konvergenzradius nur durch Abanderung der Argumente der Koeffizienten 
eine nichtfortsetzbare Potenzreihe gewinnen kann. 


SatzI. Es sei L a,2* eine unendlich viele Glieder enthaltende*), sonst 
1 
(bis auf a,,a,) beliebige Potenzreihe mit 


(4) lim inf | ¥ar—1| = 0.5) 


n= 193,... 
Dann gibt es (zu jedem m) unter den Potenzreihen 


Sar+ Sea,z, |e.| =1, 
i m+1 

die aus der vorgegebenen durch Anderung der Argumente der Koeffizienten 
a,,x > m entstehen, kontinuierlich viele, deren Iterierte keine Normalfolge (im 
Nullpunkt) bilden. 

Zum besseren Versténdnis der weiteren Ausfiihrungen stellen wir zu- 
nachst einige Definitionen und Bezeichnungen zusammen. 

f(z) bedeute im folgenden eine analytische Funktion der komplexen 
Verinderlichen z mit f (0) = 0, |/’ (0)| = 1: 


(5) f(z) = a,z+a,27 +... la,| = 1. 
Wir setzen fy (z) = 2; f, (2) = f (fa-1 (2)); » = 1, 2,... fy (2) heiBt die n-te 





’) A. Hurwitz und G. Pélya, Acta Math. 40, 8.179. Die Analogie besteht nur 
zwischen den Satzen, nicht zwischen den Beweisen. 

*) Diese Einschrankung ist nicht wesentlich. Vg). FuBnote °). 

‘) Durch (4) wird eine besonders gute Approximation der 1 durch die Potenzen a} 


n 
gefordert. Die Iterierten eines nichtlinearen Polynoms Sa, z*, dessen a, der Be- 
1 


dingung (4) geniigt, bilden, wie Verf. Math. Annalen 98, 8.151 gezeigt hat, keine 
Normalfolge (im Nullpunkt). Beim Beweise des obigen Satzes wird dieses Resultat 
wesentlich benutzt werden. 
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Iterierte von f(z). Bei der durch /, (z) vermittelten konformen Abbildung 
ist @, = arga? = narga, der Winkel (im Nullpunkt) zwischen einer durch 
den Nullpunkt gehenden Kurve und ihrem Bilde. Der Koeffizient a, = f’ (0), 
der das Drehungs- und Streckungsverhiltnis der Abbildung im Nullpunkt 
charakterisiert, hei8t ,,Multiplikator“ 

Der Nullpunkt heiBt ein ,,Zentrum‘ von (5), wenn sich /(z) in seiner 
Umgebung als ,,transformierte Drehung“, d.h. in der Form (2) darstellen 
la6t®), andernfalls ein ,,Nichtzentrum“. Er ist dann und nur dann ein Zentrum, 
wenn die Folge /, (z) in ihm normal (d. h. kompakt) ist’). 

Wie eine leichte Uberlegung zeigt, ist die (2) aquivalente Schrédersche 
Funktionalgleichung 


(6) S (f (z)) = a,8 (z) 


formal immer (und zwar bei vorgegebenem c, nur auf eine Weise) lésbar, 
wenn @, keine Einheitswurzel ist. Wir nennen hierbei eine formal gebildete 
(d. h. méglicherweise divergente) Potenzreihe c,z + cz? +... mit c, + 0 
eine formale Lésung der Gleichung (6), wenn nach Umordnung beider Seiten 
von (6) nach Potenzen von z die zu gleichen Potenzen von z gehérigen Koeffi- 
zienten iibereinstimmen. Konvergiert die formale Lésung, so stellt sie eine 
Lésung (3) {,,Schrédersche Funktion“) der Gleichung (6) dar, divergiert 
sie, so ist (6) unlésbar. Die durch die Zusatzforderung c, = 1 normierte 
formale Lésung von (6) nennen wir die zu f(z) gehérige ,,Schrédersche 
Reihe“®). 

Nach diesen Erlaiuterungen kénnen wir die zu beweisende Behauptung 
in verallgemeinerter Form so aussprechen: 


Satz II. M, sei die Menge der Multiplikatoren, zu denen Zentren 
nichtlinearer Polynome nicht gehéren*). Es sei a, © Mp, a4yz+a,24+-.., 
eine konvergente, unendlich viele*) nichtverschwindende Koeffizienten besitzende, 


*) Es gibt dann eine (eine Umgebung des Nullpunktes erfillende) Schar von 
geschlossenen analytischen Kurven, die durch { (z) einzeln in sich iibergefiihrt werden. 

7) G. Julia, Journ. de Math. (8) 1 (1918), S. 239ff. 

8) Beziiglich der Zusammenhainge des Zentrumproblems mit der Uniformi- 
sierungstheorie und der Iterationstheorie vg]. die Arbeit des Verf. in den Berichten 
der Math.-Phys. Klasse der Sachsischen Akademie Leipzig 84 (1933), S. 291—324, 
die auch ausfiihrliche Literaturangaben enthalt. Beziiglich Uberkonvergenz siehe 
Math. Annalen 110 (1935), S. 739. 

*) M,, besitzt die Machtigkeit des Kontinuums und umfaBt insbesondere alle 


sg” 
Zahlen a, die lim inf |Va»—1| = 0 fir s=1,2,... erfiillen. Siehe Cremer, 


m= 1,2,... 
Math. Annalen 98, S. 151. Wenn die Vermutung von Julia (Compt. Rend. 168, 8. 147) 
zutrifft, enthalt M,, alle Zahlen vom absoluten Betrage 1. 
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im tibrigen beliebige Potenzreihe, m eine natiirliche Zahl. Man betrachte die 
Menge aller Potenzreihen der Form 

m a) 
(7) Da,2+ J &a,2, |&| = 1, 

1 m+il 
d.h. also derjenigen Potenzreihen, die aus der vorgegebenen durch Abiéinderung 
der Argumente der Koeffizienten a Rae entstehen. Hierbei kann 
man fiir den Wertevorrat der 2, noch auf dem Einheitskreis dicht liegende, ins- 
besondere abziihlbare Zahlenmengen U, vorgeben, also z. B. verlangen, daB die e, 


Einheitswurzeln sein sollen. 


m-+i1? __ be Lilie 


Dann gilt: Die Menge der Potenzreihen der Form (7), fiir die der Nullpunkt 
ein Nichtzentrum ist, besitzt die Michtigkeit des Kontinuums. 

Aus IT folgt insbesondere, da8 es zu jedem a, C M,, ganze Funktionen 
jeder Ordnung und jedes Typus gibt, die Nichtzentren besitzen. 

Wihrend (7) fiir a, C M,, bei beliebiger Vorgabe der iibrigen Koeffi- 
zienten stets abgesehen von dem trivialen Falle, daB alle verschwinden — 
Potenzreihen enthalt, fiir die der Nullpunkt ein Nichtzentrum ist, kann man 
andererseits die a, auf mannigfache und nichttriviale Weise so vorgeben, 
da8 der Nullpunkt fiir keine der Potenzreihen (7) ein Zentrum wird. So wird 
z. B., wie Verf. friiher gezeigt hat'), (6) unlésbar, wenn erstens fiir den 
Multiplikator a, 

Ey» (n) 
lim inf | Yar —1|=0 
mn=1,2,.. 
gilt, wobei EZ, , (x) die 2n-te Iterierte von e* bedeutet, und wenn zweitens (5) 
eine nichtlineare ganze Funktion endlicher Ordnung darstellt — eine Be- 
dingung, die ja nur die absoluten Betrige und nicht die Argumente der 
Koeffizienten betrifft. Ein anderes einfaches Beispiel erhalt man, wenn man 
a, gemaB der Beziehung 


(n + 1)! 
lim inf | Va" —1!'=0 
® = 1, 2, , ; 
wahit und |ja,| = 1 fiir x = 2"', a, = O fiir x + 2"', n = 1, 2, ... setzt"). 


Wir nehmen der Bequemlichkeit halber sogleich an, daB a, keine Einheits- 
wurzel ist. Hier folgt alles durch vollstandige Induktion aus folgendem Satz: 


SatzIIl. Es sei f(z) = Yb, 2*,b, CM,, +1 fir n=—1,.2,..., 


1 
b, + 0 fiir mindestens ein x > 1, p eine natiirliche Zahl, K eine reelle 


%*) Berichte Math.-Phys. Kl. Sachs. Akad. Leipzig 84 (1933), S. 300. 
") Berichte Math.-Phys. Kl. Sachs. Akad. Leipzig 82 (1930), S. 246. 
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Konstante. Dann gibt es ein q, derart, daB bei passender Wahl der Zahlen 


e,, |¢,| = 1, p< xq, fiir den Koeffizienten c, der zu 
Pp q x 
f(z) = Lb. + Leb. + Ld,v (d,, beliebig ) 
1 p+i1 q+1 


gehérigen Schréderschen Reihe 


q ' 
\Ye,| > K 
gilt. 

Den Beweis von Satz III fiihren wir in vier Schritten. 

1. Der x-te Koeffizient der Schréderschen Reihe haingt nur von den 
ersten x Koeffizienten a,, a, .. ., 4, ab und ist eine ganze rationale Funktion 
der a,, 45, ...,@,: ¢, = P (a, a3, ...,a,), wobei hier und im folgenden 
der Buchstabe P ein Polynom der in der Klammer angegebenen Verinderlichen 
bezeichnet. 

Beweis: Die Behauptung gilt fiir c, = 1. Sie gelte fiir xn. Dann 
folgt aus (6) durch Vergleich der Koeffizienten von z2"*? 


Cys 3 (QP *? — ay) = Py (Gy, ..., Gnag Cqs -- +> On) = Pg (Gq, .-.., Gn 43). 


Pp 
2. Das Polynom s, (z) = 2 6, 2 (von dem, da p gegebenenfalls durch 
1 


eine gréBere Zahl ersetzt werden kann, ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit angenommen werden darf, da8 es nichtlinear ist) hat wegen 6, C Mt, 
kein Zentrum im Nullpunkt; daher gilt, wenn wir den x-ten Koeffizienten 
der zu s,(z) gehérigen Schréderschen Reihe mit c,, bezeichnen, 





lim sup| Ve,, = + @. 


Also gibt es ein gq, fiir welches 


\Vo,.|>K 


wird. 


3. Wir betrachten 
P is = 
f(z) = Jb, 2° + Sa,2. 
1 p+. 


Nach 1. ist c, ein Polynom P* der a,,,, ..., @, mit (bei festen b,, ..., b,) 
festen Koeffizienten: 

_ p* 

G, == P* (a, 4, . » »» Ge): 
Insbesondere ist 
_ bd 
Cpe = P* (0, ..., 0). 
4. Wir benutzen nun den Satz vom Maximum, welcher besagt, daB 

eine in einem Bereiche regulare Funktion (einer oder mehrerer Verinderlichen) 
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ihr Maximum auf dem Rande des Bereiches annimmt. Hiernach gilt fiir 
geeignete €,,1,...-, & 

l¢y¢| = | P* (0, ..., 0)| Ss | P* (654105415 -- + €_5,)| = CAR 
also 


K <|Veel<|V¥e |. 


Der Beweis von Satz III ist hiermit erbracht. Man erkennt ohne Miihe, 
da8 es nur einer unwesentlichen Anderung des Beweises bedarf, wenn ¢, C U, 
verlangt wird. 

Aus III folgt durch Induktionsschlu8 leicht II bzw. I. Zunichst ist 
c, = 1. Hat man ¢,,,,,..., &, 80 gewahlit, daB fiir die zu 


. m kp = 
f(z) = Ja.274+ 2D 4,4,27%+ F a2 
1 


m+1 k,n +1 


gehérige Schrédersche Reihe 


k Kn 
[Venle1, |Verl=2... |Venlen 


gilt, und hat man iiber endlich viele der folgenden ¢, (x = k, +1, ..., ky + 1,) 
willkiirlich verfiigt, so gibt es nach III ein k,., ,, fiir welches nach passender 
Wahl der ¢,,x = k, +1, +1, ..., hnas, 


kn +a 
| Vo, ,,;2n+1 


wird. Es gibt also kontinuierlich viele Funktionen 


m oo 
f(z) = Ja.2+T. ¢,.4,2, 
1 o m+ 


deren Schrédersche Reihen divergieren. Damit ist II bewiesen, da die Kon- 
vergenz der Schréderschen Reihe notwendig (und hinreichend) fiir die Existenz 
eines Zentrums ist. 

Wahrend es zu jedem Multiplikator a, Funktionen f(z) gibt, die eine 
Darstellung der Form (2) gestatten, ist die Frage noch nicht entschieden, 
ob auch uimgekehrt zu jedem a, (vom absoluten Betrage 1) Funktionen (5) 
existieren, die sich nicht in der Form (2) darstellen lassen. Wir wollen im 
folgenden zeigen, daB zu jedem Multiplikator, der der Bedingung 


(8) lim inf | Yar —1| = 0 
mn=1,2,... 


gentigt, Funktionen (in einem gewissen Sinne sogar ,,viele“‘) existieren, welche 
Nichizentren besitzen. 
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Dies leistet der Satz: 


Satz IV. Aus jeder Potenzreihe X a, z* mit 
1 
(9) lim inf 


ya—! | a 
a=1,3,... Gn+y 


(wobei Glieder mit a, ,, = 0 aufer Betracht bleiben) lassen sich durch Anderung 
der Argumente der Koeffizienten a, (x > m, m beliebig) kontinuierlich viele 
verschiedene Potenzreihen 








m oo 
2 4,2*+ J &,4,2" & = +1 
1 


m+i1 
gewinnen, deren Iterierte keine Normalfolge (im Nullpunkt) bilden. 
Beweis. Aus (6) folgt durch Vergleichung der Koeffizienten von z** ! 
auf beiden Seiten 


Cua. (6, — OF 4) = €, 0,4, + P(G,, ..., Gps Cy, . + Op). 
Da nun entweder 
[ey @n4y + P| = |e, a,,,| 
oder 
|— ©, Gaya + P| = [Cy O44] 
gilt, kann man, indem man nétigenfalls das Vorzeichen von a, , abindert, 
stets erreichen, daB 
(10) [Ona (@, — at * *)| ]> |e, an44| 
wird. 

Wenn a, eine Einheitswurzel ist, so folgert man, unter der Voraus- 
setzung, daB die gegebene Potenzreihe konvergent ist, aus (9) leicht die 
Existenz eines k, fiir welches at = 1 und a,,, + 0 ist, im Widerspruch 
zu (10). 

Ist a, keine Einheitswurzel, so existiert die Schrédersche Reihe zwar 
stets, erweist sich aber bei passender Wahl der ¢, = + 1 als divergent. Es 
sei m,, vy = 1, 2, ..., eine Folge natiirlicher Zahlen, fiir welche (vgl. (9)) 


‘ a;y—l 

ott 
gilt. Bei passender Vorzeichenwahl der a, ,, (nach willkirlicher Verfiigung 
tiber die ¢,, x + n, + 1) gilt nach (10) 


(11) lim =0 








| 
1a, 4a] 





1Cn, +2] = 


’ 





% 
1—a, 


woraus wegen (11) lim sup |Ye,| = + o, d.h. die Divergenz der Schréder- 
schen Reihe folgt. 
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Aus IV ergibt sich sofort der vorher angezeigte Satz, daB zu jedem der 
Bedingung (8) geniigenden Multiplikator a, Nichtzentren existieren; denn 
geht man etwa von der linearen (im Nullpunkt ein Zentrum besitzenden) 
Funktion 


aus, so erhalt man durch Abanderung der Vorzeichen der Koeffizienten bereits 
kontinuierlich viele Funktionen, fiir die der Nullpunkt Nichtzentrum ist. 
Es sei noch bemerkt, daB es zu jedem solchen Multiplikator sogar ganze 
transzendente Funktionen gibt, die Nichtzentren besitzen: 

Satz V. Zu jedem Multiplikator a,, der der Bedingung (8) geniigt, gibt 
es ganze transzendente Funktionen (5), die sich nicht in der Form (2) darstellen 
lassen. 

Beweis. Wenn a, eine Einheitswurzel ist, so liefert jede ganze 
transzendente Funktion /(z) mit / (0) = 0, / (0) =a, ein Nichtzentrum. 
Denn andernfalls miiBte wegen der aus (2) folgenden Darstellung 
f, (2) = S-(a" S(z)) eine Iterierte die Identitét sein. Die /,,(z) sind aber 
mehrwertige (iibrigens wieder ganze transzendente), also von der Identitiat 
verschiedene Funktionen, da aus /(z,) = /(z,) sofort /,,(z,) = f, (ze) folgt. 
Wir diirfen daher im folgenden annehmen, da8 a, keine Einheitswurzel ist. 

Nach (8) gilt fiir eine passende Folge natiirlicher Zahlen n,, mg, ... 


lim | Va” — 1| = 0, 


2n, 


lim | Va"*—1| = 0. 


lan, +11 = | Vat —1| 


a, = 0 fiir x + n, +1. 


mithin auch 


Wir setzen nun 


Dann gilt 


2n, ny ny +1 
0 = lim| Va" —1| = lim| Va, ,, | = lim| Va, ,, 1. 
* x 
Es ist somit a, ,, + 0 und lim |Va,| = 0. 2 a, 2 ist also eine ganze trans- 
. 1 


zendente Funktion. 
Ferner gilt 
n 
7 art ee 
ye =| Var —1}, 


Gn +1 | 





also (9). 


(Eingegangen am 15. 12. 1937.) 








General inequalities for Stieltjes integrals 
and the convergence of Fourier series. 


Von 


L. C. Young in Cambridge (England). 


§ 1. 
Introduction. 


The object of this note is to develop further the methods and ideas of 
my paper’) on “an inequality of the Hélder type connected with Stieltjes inte- 
gration” in the Acta Mathematica, where I obtained new conditions for 
existence of Stieltjes integrals and for term by term integration, independent 
of any hypothesis of absolute integrability, by employing the notion, due to 
N. Wiener?), of bounded p-th power variation. In the present note I extend 
the theory by introducing the more general notion of bounded ®-variation 
where ® (%) is a continuous function of « increasing strictly from 0 to for 
u=0. This generality does not render the theory more complicated; on 
the contrary, the statements of the theorems are, if anything, simpler than 
in the special case of powers, and, apart from the intrusion of certain un- 
important absolute constants, more precise. Moreover the proofs are now 
independent of the machinery of classical inequalities which I still employed 
in the case of powers. The direct extensions*) of the results of A, now rest 
only on the elementary properties of inverse functions. In certain ulterior 
developments I use also the notion of convexity, and I obtain in this 
way, in particular, theorems for multiple integrals analogous to those ob- 
tained in the case of powers in my recent paper*) on “inequalities connected 
with bounded p-th power variation in the Wiener sense”. 

The theory provides also direct extensions of the applications made 
in A, to Fourier series. For instance we find) that a function { having a 
certain type of bounded exponential variation has a convergent Fourier series. 


') Young [4], hereafter cited as A,; cf. also Young [5, 6] and Love and Young [2,3]. 
*) Wiener [1]. 
3) cf. §5 below. 
*) Young [5]; cf. also Young [6]. 
5) cf. below §7 (7. 4). 
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§ 2. 
Extension of the Wiener definition. 


Let us stipulate — to save constant repetitions — that in the whole of 
this note, unless otherwise explicitly stated, the following notation is used: 

® (u), ' (u) denote continuous functions strictly increasing from 0 to oo with u, 

where u is a variable = 0; 

y (u), y(u) denote the inverse funtions of ®(u), ¥ (u); 

2. (u), ~ (u) are rronotone increasing functions of uw. 

x and y are variables ranging in the intervals [z’, x’) and [y’, y’’] respectively 

(which may be finite or infinite, but which are taken to include both ends); 

m and 7 are monotone increasing functions of one variable, x or y; 

/,g are usually functions of one variable and F,G functions of two variables. 

A, B, P, Q are constants (depending on functions but not on real variables), K is 

an absolute constant (depending on the statement where it appears but not on 

the other quantities present) and we have K < 1000. 


This being so, we call total D-variation of f on [x’, x’ the least constant P 
such that 
N 
2 PO (\f (a) f (a i) SP 
=1 
whenever 2 = %S27,S5...5 2%, = 2"; and if this constant P is 
finite, we say that f is of bounded ®-variation on [2’, x’’]. 

For « S § S 2”, the total D-variation of f on [z’, &], if finite, is clearly 
an increasing function of £, » (&) say, and we have whenever zandz+h= xz 
lie together in [2’, x”), 

P (\f (x + h) —f (z)|) Sw(x+ hi —@ (2) 
that is to say 


(2. 1) f(x +h) f(z)i\S¢ (@ (x + h) - w (2)). 


We shall write this, for brevity, |4/|S m(4m), and more generally a 
relation of the form 


(2.2) |4f| S4(4a) 
will be taken to mean that whenever z and z + h= zz lie together either 
in [z’, x] or in an interval specially mentioned, we have 

f(x + h) — f (2)| SA (w (x +h) —o@ (z)). 


If f is of bounded ®-variation, the relation (2.1) is thus valid for a 
certain increasing »(z) such that w(z’’) —w(z’) = P, where P is the 
total ®-variation of /. But conversely when (2. 1) holds, we find that 


Zo (\f (x) — f (2 _)}) <2 (2) — @(%_,) = @ (z”) —@ (z’) 


whenever 2 = 4% S 27,5... 2y = 2". Hence 
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(2.3) In order that the total D-variation of f on [2’, x] be SP, tt is 
necessary and sufficient that there exist a monotone increasing w (x) such that 


\Af|Sy(4o) and w(2")—o(2') SP. 


We observe further that, by comparison with (2), 

(2.4) A function f of bounded D-variation (and more generally a function { 
such that | Af| S 4 (Aw) where 1 (u) > 0 as u > 0) has an at most enumerable 
set of discontinuities, and at each of these the limits f(x +- 0) ewist®), 

Let x denote a system of points of division 2, (k = 0,1,...,N) in 
increasing order where % = x’, Zy = x”, together with a system of points 
&, (k = 1,2,..., N) such that %_,< && < a. We call stepfunction of } 
on x and denote by /, (x) the function f (z,) for x = 2, (k = 0,1,..., N) 
and f(&,) for z,_,< r< a (k= 1,2,...,N). It is then clear that 

(2.5) The total ®-variation of f, on [x’, x] cannot exceed’) that of f. 
Moreover on any interval [y, 6] such that %_,;§<y<.6< 2, the total 
d-variation of f,, cannot exceed that of f on the interval [&,, &,,]. 

Besides bounded ®-variation of functions of one variable, and the 
slightly more general condition expressed by (2.2), we shall require similar 
notions for functions of two variables. For the latter, however, there is a 
much deeper distinction between the analogue of bounded ®-variation and 
the analogue of the condition (2. 2). 

By the in x and in y total ®- and P-bivariations of F (x, y) respectively, 
we shall mean the least constants P and Q such that 


N 
~ P(\F (x, vy) — F (ay_ 1, v) — F (xy, 6) + F (x,_;, 5)|) S P 
whenever y, 6 belong to [y’, y”] and v” = aS 27,5... ty = 2”, and 
such that 
N 


ZY (\F (a, yx) — F (a, yrs) — FB, yp) + FB, wx-v)I) SQ 


i=1 


” 


whenever «, 8 belong to [2’,2”] and y =~ySy,S...-Syy=y". 
When P and Q are finite we say that F is of bounded ®- and P-bivariation. 
On the other hand we shall say that a function G (z, y) satisfies the 
condition 
(2. 6) | AAG| S A(Aw@ (2)) uw (Az (y)) 
6) We agree to write f(x’ — 0) = f(z’), f(x” + 0) = f(z”) at the endpoints of 
the interval of definition [z’, x’’]. 
7) As there is no such result, in the general case, for other types of simplicial 


approximiations — e. g. piecewise linear functions — of a function /, stepfunctions will 
play a fundamental part in the proofs of our inequalities, which are essentially theorems 
concerning finite sums. 


38* 
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if whenever z and z+ h => = lie in [2’, 2] and y and y+k§[]y lie m 
[y’. y’], we have 


G(r +h, y+ kh) —G(ce+h,y) —G(z, y+ k) + G(z, y)| 
S A(w (x + A) — w (2) w(x (y + &) — x (y)). 


We shall have occasion to use the following result 

(2. 7) Suppose that G (x, y) satisfies (2. 6) where A (u), u (u) are mono- 
tone increasing and —> 0 with u, and let G* (x, y) denote the function 
{G@ (x, y) — @ (a, y) — G(x, b) + G (a, b)} where a, b are any values of x, y 
respectively in [x’, x’| and [y’, y’]. Then the limits G* (x + 0, y), G* (x, y + 0) 
and G* (x + 0, y + 0) exist for all x, y*) of the intervals concerned. 

The existence of G* (x + 0, y) follows from (2.4) by considering G* as 
function of z for fixed y, when we remark that 4G* = BA(Awm) where B 
is fixed for fixed y. Similarly we obtain the existence of G* (x, y + 0). 
Finally, consider the double increments of G over the two rectangles with sides 
parallel to the axes which have one corner at z = a, y = 6 and the other 
at z = a’, y = 0’ and at z = a”, y = 6”, respectively. The difference of the 
two double increments is expressible as a sum of three double increments 
over rectangles, each of which has a side whose projection on one of the axes 
is [a’,a’’) or [b’, 6"). When a’,a” tend to z+ 0 and 0b’, b” to y + O the 
difference of our two double increments therefore remains less than three 
expressions which are majorised by constant multiples of w (a”) — o (a’) 
or. of x (b’’) — x (b’) and therefore tend to zero. Hence G* (z+ 0, y + 0) 
exists, and similarly, for the other combinations of signs we find that 
G* (x + 0. y+ 0) all exist. 

We shall require also the analogues of (2. 4) and (2. 7) for sequences of 
functions. 

(2.8) Suppose that g,(x)—>g(x) for all x and that | Ag,| S u (4x) 
where w (u) +0 with u. Then | Ag| S (Ay) and the expressions g,, (x + 0) 
tend to g(x -- 0) for all z. 

We need only justify the last part of the assertion, and it will suffice to 
show that g, (z+ 0)—-g(z+ 0). For any fixed z choose «> z so that 
ly (a) — x (a + 0)| < 6 where yw (6d) < >: Then 

In(Z +0) —gr(a)i<iz, |gie+0—ga@j<g 
and for all large n 
Gn (a) — g («)| < 5. 
*) We agree to interpret as in footnote *) p. 583 the symbols 2’ — 0, x” + 0 and 


similarly y’ — 0. vy’ +0. Further G* (x + 0, y + 0) stands for lim G* (x + h, y + k). 
hk—>+0 
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Combining these inequalities we obtain for all large n 
lg, (x + 0) — g(x + 0)| <e, 
which shows that g, (x + 0) ->g(z +0) asn— a. 

Similarly denoting by @* (x,y) and by G@*(z,y) double differences 
formed as in (2.7) we obtain for functions of two variables 

(2.9) Suppose that G, (x, y)->G@ (x,y) for all x,y and that | AAG,| 
S A(Aw(z)) (Az {y)) where A(u), uw (u) +0 with u. Then | AAG| fulfils 
the same inequality and the expressions G* (x, y), G* (x + 0, y), G* (x, y + 0), 
Ge (x +0, y+ 0) tend to G* (x,y). Gt (x + 0. y), G* (x, y + 9), 
G* (x +.0, y+0) as n—> o for all x, y. 

The proof of (2.9) which is at once suggested by those of (2.7) and 
(2.8) may be omitted. 

§ 3. 
Fundamental inequalities. 

Our main inequalities, although concerned with finite sums, are fo: 
formal reasons best expressed in terms of Stieltjes integrals in which the 
integrand is a stepfunction. We must, however, employ a definition of 
Stieltjes integral which ensures that our integrals exist. The following 
definition®), based on the ideas of E. H. Moore and S§. Pollard, does ensure 
this. We shall say simply that the Stieltjes integral 


r 


j f(x) dg (z) 
exists with the value /, if given e > 0 there exists a finite set of points £ 
of [z’, 2’) such that the sum 
N—1 


(3.1) 2 f (E,){g(z¢—0) —g(a,_, +0} + ZF (a,) {9 (2, +0) —g(2,—0)} 


+ f(x’) {g (x + 0) — g (x’)} + F(a”) fg (2) — g(x” — 0)} 
in which we suppose that 2’ = a << §,; << ay < ... << ty_y<c fy <i ty=2", 
differs from I by less than ¢ whenever the points 2, include all the points 
of E. With this definition, the integral exists when f is a stepfunction, 
provided that g has, for all x, the limits g (z+ 0); we can then choose EF to 
be the set of discontinuities of f. Moreover for any f, not necessarily a step- 
function, we may write the expression (3. 1) more shortly 


(3. 2) | £, (2) dg (2) 
Fs 
where x denotes the system of z, and &,. 





®) For the functions considered in A,, this definition includes what I then called 
the generalised Moore-Pollard definition. 
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Our first theorem is a little more than the direct extension of the basic 
inequality of A, according to the ideas of §2; for it concerns a sum of ab- 
solute values of Stieltjes integrals, in each of which, for simplicity, the same 
pair of functions /, g occur (this is no loss of generality, since the intervals of 
integration are independent). For the direct extension, the case of a single 
integral would suffice; but the more general case, considered here, is no more 
difficult to prove, and is required later in order to replace the classical machinery 
used for powers 


(3.3) Theorem. Let [a,, 8,] denote for r= 1,2,...,N a finite system 
of intervals of the x-axis in each of which { is a stepfunction and g a function 
for which the limits g(x + 0) exist everywhere, such that | Af| S14(Aw) 
and | Ag! S w(Ay). Then, if we have 


N N 
a, Ss Yr Ss Pes A = p 7) (B,) wo (a,), B — p Z (6,) Z (a,), 
r=1 


r= 


we must also have 


(3. 4) pa |) a) — f(y,)} dg (z) sk S)4(F)u(>): 


r=1 
where K is an absolute constant ™). 


Together with this theorem, we shall prove a second theorem in which 
the hypotheses are a little stronger, and which is included in the preceding 
one in the case of a single interval [«,, 8,]; in the general case however, its 
conclusion is much more precise, and this is of importance in our applications. 

(3.5) Theorem. Let [«,, B,] denote for r = 1,2,...,N where N S 2', 
a finite system of intervals of the z-axis in each of which f is a stepfunction 
and g is such that the limits g (x +- 0) exist and that | Ag| S uw (Az). Suppose 
further that for a convex") @ the sum of the total ®D-variations of { on the 





%®) The proof allows us to take K = 20 in (3. 4) and K = 16 in (3. 6), but these 
values are not best possible. 

11) We use the term convex function, in the sense of Hardy, Littlewood and Péiya 
Inequalities, Chap. III, for a function ®(u) which fulfils the functional inequality 





+ l l 
o (* ; “2) SF Olu) + > O(m). 


{In our case (cf. § 2 above), ® (u) is further supposed continuous and strictly increasing 
from 0 to co with u.] 

The notion of convex function is thus understood to include that of linear function, 
and might be, more appropriately, termed “‘non-concave”’ function. Professor O. Blumen- 
thal has very kindly pointed out that Theorem (3.5) already yields a non-trivial 
result in the case in which the total ®-variation is the ordinary ,,linear” total variation. 
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[a,, B,] does not exceed A and that none of the numbers 2" - {y (8,) —z (a,)} 
exceeds B. Then, . “Sy, SB,, we must have") 


(3. 6) y If ce) — fora) dg(e)| <x 3’ 9 (4)u(2). 
r=1 a, n= 2’ 

The proof that we shall give of these two theorems, will perhaps be more easily 
intelligible, if we give it first in a very much more special form. Consider first the 
special case of Theorem (3. 3) in which there is only one interval {«,, B,], the interval 
[0, 1] say, and in which y, = B. = 1, and suppose further that « (z) y (x) = x and 
that « (u)>0O with uw. 

The function g is then continuous, so that our integral exists in the Riemann- 
Stieltjes sense, / being a — We thus have 


; (2 k—1)\) ‘ 
} fdg = A} Py f = \s (5) -9(= - -)} = mee, say. 
Now we may write 
—s t—1 21 2i—1 21—2 
6,85 3 (HS) 1B fo =) 0S). 


and, by majorising crudely, we find (since w (x) = y (x) = x increases by 2~” in the 
intervals over which the differences of f and those of g are taken in the above sum ) 
-Sp—1| S2?—' 4(A2-”) w(B2-”)SW-* 4(42- 9) p(B2-Y—») 
and by addition 
: B 
Z ( \u (= ), 


remembering that for 2?~' < n2” we have (A 2~”) w (A 27”) SA (A/n) uw (B/n) 

In the corresponding special case of Theorem (3.5) we suppose that the [«,, 8, 
consist of the 2" binary intervals [(r — 1)/2", r/2”] where r = 1, 2,..., 2” and that 
z (x) = x; and we suppose further, as before, that y, = B, and that j (u) > 0 with u'*). 
For simplicity we shall — ourselves with the age of the inequality 


=« S+(4 


n=? 
which is (3.6) weakened by taking the moduli outside. With the same notation as 
before we find 


|S, —S,_,|Su(B2-?) J |W oP! 
= n(B2-) ? » |® [2-” x (8) x (>)\]} 


=n (B2-?) 2? » {2-? D ¥o( (|r (5) )-1()|)} 


S 2? p (AQ?) uw (B2- P 
and the required result follows by addition as before. 
2) This may easily be dispensed with, cf. below (a). 


M * 


2 |b 


1 — 
| f #40 -8,|= > 2? 4(A2-”) n(B2-") SK 
0 


p=0 a=l 





frae—s. 


(A 
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Preliminary reductions. In the proofs of both theorems we may 


suppose 
(a) that the series on the right hand sides converge and hence that 


2 4(42-”) u(B2-") and 2 p(A 2-*) nu (B2-*) 
tend to zero as p> w. Since by convexity 
2-"p{A) = p{P[2-? | p(A)+0+...+0}}} < {2-"G[y(A)]} = y(2-* A), 
this implies in the case of the second theorem, that either A = 0, or u (u) +0 
with u: 

(b) that the [«,,8,] are finite intervals without common points, and that 
yr = B, for each r; (for, if the theorems hold subject to (b), then — by ele- 
mentary change of variable transforming [— , ] into say [— 1, 1] and 
by periodic continuation of f and g with symmetrical half periods, and further 
by translation of the intervals [a,,y,] and [y,,8,] into different periods or 
halfperiods — the theorems without the hypothesis (b) are found to hold 
also, with, in Theorem (3.5), 2 K in place of K); 

(c) that f and g are continuous at the «, and B,; (for supposing (b) to hold, 
the functions may be supposed constant on one side at these points — the 
external values of f and g being now irrelevant — and by slightly increasing 
the intervals we may arrange for / and g to be constant on both sides, and 
so continuous, at the «, and £,); 

(d) that each of the integrals on the left of (3. 4) or (3. 6) is real and non- 
negative; (for we do not affect the data by multiplying f by a constant factor 
of unit modulus in each [«,, 8,]}); 

(e) that B = A, and that in Theorem (3.3) w(x) = x(x). As this last 
reduction (e), although straightforward, requires a little care (to avoid 
changing A to 2 A, or otherwise spoiling the appearance of our results) we 
shall justify it in detail: 

In the first place, if A + 0 and B + 0, we transform B into A by 
choosing instead of «(u) and z(z) the functions y, (u) = ~(Bu/A) and 
4%, (z) = Axz(z)/B; while if B = 0, we do so by choosing yp, (u) = const 
= 4 (0) and yz, (z) to be any function which increases from 0 to A on the 
intervals considered. The case A = 0, which is trivial in Theorem (3. 5), 
is dealt with similarly in Theorem (3. 3). 

Suppose now that the hypotheses of Theorem (3.3) together with (a), 
(b), (c) and (d) are fulfilled and that A = B, and moreover, as we clearly 
may, that » (xz) + 7 (az) increases from 0 to 2A on the intervals [«,, £,] 
and is constant in their complementary intervals. We determine a point 7* 
in whose neighbourhood w (x)-+-z (x) assumes values S A and values => 4; 
and we replace that interval [a,, 8,] if any — the interval [«, 8] say — which 
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contains y*, by two intervals [«, y* — e] and [y* + e, #]. The corresponding 
alteration of the left-hand side of (3. 4) will be at most 


&@ 


If (B) — f (y* — @)} {9 (y* — 2) — 9 (a)}| + | ; J f(z) —£ B)} dq (=| 


r—e 


and its upper limit as e > 0 cannot exceed 


2 Ose (f) Ose (9) < 2’ 4(4) u (4). 
Thus modified, our intervals split up into two groups, above and below y*, 
in each of which groups the sum of increments of the function w (z) +- x (z) 
does not exceed A. Replacing in both groups of intervals, each of the functions 
om (x) and x (x) by w (x) + x (zx), we see that if Theorem (3. 3) holds subject 
to (e), it holds also without this hypothesis with 2 K + 2 in place of K. 

Proof of Theorems (3.3) and (3.5). For brevity we shall denote 
by (I) and (II) the hypotheses of Theorems (3.3) and (3.5) respectively, 
supplemented by (a), (b), (c), (d) and (e). In what follows we assume that 
either (I) or (II) holds and to avoid distinctions between the two theorems 
we write A (u) in place of g (uw) when convenient. We suppose further, as we 
may without loss of generality, that y (x) increases monotonely from 0 to B 
on the z-axis and is constant on each complementary interval of the intervals 
[a,, B,]. 

Let E, be the set of points a,, 8, (r = 1,2,...,N). By hypothesis, the 
relation x (y — 0) —y¥(x +0) B holds for all z,y and in particular 
whenever z and y are consecutive points of the set HZ, in increasing order. 
More generully, let Z,_, for p =} 1, be a given finite set such that 


z(y—9)—x(z +0) S B22” 


whenever x and y are consecutive points of the set Z,_, in increasing order. 
There can then be at most 2? pairs of such points for which we have not also 
the relation 


(3. 7) z(y — 0) —z(x+ 0) S B2-?, 


and by inserting between every such pair a single further point suitably, 
we can define a set Z, such that the relation (3.7) holds whenever z and y 
are consecutive points of the set HZ, in increasing order. By taking successively 
p = 1,2,..., we thus obtain a sequence of finite sets Z, with this property, 
and we observe that E, includes #,_, together with at most 2” further 
points. Moreover the validity of (II) implies that 2, = E, for p S ». 

All the sets Z, are in any event contained by construction in the set 
of intervals [«,, 8,], since y (x) is constant in each complementary interval. 
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For any finite set E > Ey, contained in the intervals [«,, 8,], we write 
N N, 
S (B) 2 2 bere - 0) {9 (2,5, 0) — 9 (Z,n-1 + O)} 
r=1f£=I1 
T f (z,, x) {g (2,52 + 0) _ g (Z,,% —_- 0)}, 
where z,,, for k = 0,1,...,.N, denote the points of E belonging to [«,, B,] 
in increasing order. 

From the remarks on integrability made at the beginning of this §, 
it will be observed that as soon as £ includes the set of discontinuities of the 
stepfunction /, the left-hand sides of (3. 4) and (3. 6) become, in view of (c) 
and (d), simply S (£) — S (£,); and when (IT) holds this may also be written 
S (BE) — S(B)). 

We assert that both our theorems will be proved if we show that for 
any finite set Z in our intervals 
(3. 7) lim S(E + E£,) — S(E£,) =0 


p—> = 


and that further 

(3. 8) S(E£,.,)— S(#,) SK 2 A(B2-”) u(B2-”). 

In fact, if # includes Ey and the discontinuities of /, these relations give 
S(E) — S(E,)< lim {S(E + EB, ,) — 8(E, +4) 


q-> 2 


q 1 
+ S’ K2p+™A(B2-»—™) u(B2-»—™)} 

m=0 

on 9 2(8)\,,(B 
<2kK S'4(>)u (5): 
n= 2P 
and the inequalities (3. 4) and (3. 6) to be proved are the cases p = 0, p = ». 
It now only remains to establish the relations (3. 7) and (3. 8). 

We first consider the difference S (# 4- Z,) — S(£,). Denoting by y;, 


for |= 0,1,...,Z, the distinct points of Z, in increasing order, and by 
Z1,m, form = 0,1, ..., M,, those of FE + E, which lie in the half open interval 
¥i-1; Sz < y, the difference in question may be written 

M, 


© Xf im) — 1 (Yi — YFG Gm + 0) — 9 Zim — 0} 
- {f (214m — 0) — f(y, — 0)} {9 (215m — 9) — 9 (2ym-1 + 0)}. 


If N, is the number of points of Z not contained in E,, this difference is in 
absolute value at most 


2N,A(B2-”) u(B2-"), or else 2N, p(A)u(B2-”), 


according as (I) or (II) holds, respectively. In either case, by (a), it follows 
that S(E + E,) —S (£,) + 0 for fixed E (and therefore fixed N,) as p > o. 
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When (I) holds we have for fixed p, Ns S 2?*! when we choose 
E = E,.,, and this gives at once (3. 8) with K = 4. 

When (II) holds and we again choose F = E,,,, there is for each I 
at most ont 2;,,, with m + 0. Denoting it by z, when there is one, and de- 


noting by +” the summation over the corresponding set of values of 1 (of 
l 


which there are at most 2?*"), we see that our expression for the difference 
S(£ + E,) — S(E,) has, when FE = E,.,, the majorant 


(3. 9) ue (B 2) {X" | f(z) f(y: — 9)| 4 2" lf (a 0) — f(y: — 9)|}. 


ws 


Denoting further by 2” a summation of exactly 2?*' terms of which those 
not occurring in 2” are zero, we have by convexityv"*) of ® (and because ® (0) = 0) 


bg u, = Dv" uy inal Op 4 'g {O[2-?—1 SY” u,]} <= QP + 1@ {2 Pp 1’ P(u,)! 
l l 


= 2 +1 (2-P—1 3” H(u,)| < P+ y (2-7 JO (u)}. 
Hence, remembering that for all small «> 0 the intervals [z,, y,-+] are 
non-overlapping, and that the same is true of the intervals [z,— ¢, y, — ¢], 
we find that (by definition of total ®-variation) when (IT) holds, (3. 9) cannot 
exceed 
p(B 2-”) {K 2” p (A 2-”) + K 2 p(A2-*)}, 


so that (3. 8) must again hold. 
This completes the proof") of Theorems (3. 3) and (3. 5). 


§ 4. 
An inequality for multiple integrals. 


Consider now two functions F (z, y) and G (z, y) of two variables. We 
shall establish for their Stieltjes integrals an inequality similar in character 
to those of the preceding §, again supposing the integrand F to be a step- 
function; this inequality will therefore, like the preceding ones, be concerned 
with finite sums, and the notation of Stieltjes integration is used for formal 
reasons only. 

For later purposes, it is convenient to give a general definition of a 
“Fréchet” double Stieltjes integral 


” 


[ J Pey)der @ (ay). 
z 


” 


= 


, 


= 





18) Vide foot note "). 
14) The proof has been based on an argument due to J. E. Littlewood;- 
ef. Young [5]. 
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Let us suppose in the first place that F is a stepfunction and that G 
is such that the limits G(x + 0, y), G(z, y+ 0), G(x +0, y+ 0) exist. 
We begin by defining the integral when F = 1 fore S 7 S Pandy S yd 
and F = 0 otherwise, and when the symbols «, 8, y, 4 are taken to be not 
numbers, but expressions of the form ¢ -+ 0 or t — 0 (the order on the axis 
of real numbers being extended in the obvious way to relations of inequality 
between the numbers ¢ and the expressions ¢ + 0). For this special function F, 
we define the integral to be 


G (a, y) — & (a, 0) — & (B, y) + & (8, 4), 


the “double increment” of G from « to 8 and y to 46; in this expression 


” 


however, we replace z’ —0 by 2’, 2’ +0 by 2”, y' —0 by y’, y” +0 
by y” if any of these symbols occur. For any stepfunction F, which is always 
expressible as a linear combination of the stepfunctions of the special kind 
just dealt with, we define the integral by addition. 

We extend the definition further, first replacing the restriction that the 
limits G (x + 0, y) etc. exist, by the condition that the limits G* (x -- 0, y) ete. 
exist for a function G* (x, y) = @ (x, y) — @ (a, y) — G (x, b) + G (a, b). . For 
our purposes G (x, y) may always be replaced by such a function G* (z, y) 
since our definition depends on double increments only. 

For a general F (z, y), the meaning of its integral with respect to G (z, y) 
which is relevant in the sequel, is dependent on approximation by certain 
special systems of stepfunctions. Let x and x’ denote, on [z’, x] and [y’, y’] 


respectively, two systems of points of division 2, (k = 0,1,...,N) and 
y, (| = 0,1,..., N’) together with the corresponding intermediate systems 


of points &,(k=1,2,...,N) such that m%_., << & < a and », 
(l= 1, 2,...,N’) such that y_, << m < y,. We call stepfunction of F 
on x, x’, and we denote by F, ,, (x, y), the function 

F (&,,°,) for a, < ©<i a and y,_,;< y¥< yj, 

F (&,, y,) for 7,_,<. © < a and y = y;, 

F (2,, 4,) for « = 2 and y,_,;§< ¥< y, 

F (x,, y,) for « = x and y = y,. 

We say further that the Fréchet-Stieltjes integral 


' v’ 
| | F (a, y) die, y G(x, y) 
y 


zr’ 


’ 


exists with the value /, if given ¢ there exist finite sets E and E£’ on [z’, z’’] 
and [y’, y’’] respectively, such that the corresponding integral with respect 
to G (i. e. with respect to G*) of the stepfunction F, ,. differs from I by at 
most ¢ whenever the points of division of x include the points of F and those 
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of x’ include the points of Z’. It is clear that when F is itself a stepfunction 
this definition agrees with the previous one. 

(4.1) Theorem. Let F (xz, y) be a stepfunction having in x and in y 
total D- and V-bivariations P and Q for ce Sax«Sc’ andy Sysy’", 
where ®(u) and Y (u) are conver; and let G(x, y) be a function such that 
the limits G(x+ 0,y), G(z,y+0), and G(a+0, y+ 0) exist™) for 
?S¢S2' addy SySy' and such that further 


|4AG| S A(Ae (2) u (Az (y)) 
where w(x) and x(y) are monotone increasing. Suppose that [a,, B,] for 
r=1,2,...,N and [y,, 4.) for s = 1,2,...,.N’ are two systems of non- 
overlapping closed intervals in [2’, x”’] and [y’, y’"] respectively and that 
o (B,) — w(«,) S A2-", x(6,) — x(y,) S B2-" where 2 |> N, "S|}N’, 


vand v' being integers. Then if o (u) and o (u) are monotone increasing functions 
of u for u = 0 such that 0 (u) a (u) = u, and if F,,, (x, y) denotes the double 
difference 

F (zx, y) —F (z, s) -F (é,, y) i F (é,, Ns) 


where a, S &, S B, and y, S 9, S 4,, we must have the inequality 
é 


2 


6, 
a2 SV | | Fre ude, G(x, 9)| 
ow | 
@, Ve 


<k( >’ e[»(2)]a(4)) (Yo [v(9)]«(4)) 


n=2' n=2" 
where K is an absolute constant*). 
The proof, which follows closely that of Theorem (3.5), gives a little 
more than we have stated: for, on the one hand, the relation 


|AAG| S A( Aw (2) u (Az (y)) 


is needed only inside each interval «, S z¢ S f,, y, S y S 4,, and on 
the other hand P and Q need only be any constants not exceeded by the 
expressions 


2 (\F(%, 7’) — F (a), 8) — F (B,, y’) + F (6, &)|) 


and 
~ Y (| F(a’, vn) — F(a’, 5.) — F (B’, Ym) + F (B’, Sn) 


15) When we suppose the two series on the right of (4. 2) to converge, this hypo- 
thesis becomes superfluous since the corresponding limits then exist for @* (z, y). 
16) The proof allows us to take K = 256. 
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respectively, when the {a}, #,] are a finite number of non-overlapping sub- 
intervals of the [«,,8,], and [y’, 6’] is a subinterval of a [y,, 5,]; and when the 
[y,,, &,] are a finite number of non-overlapping subintervals of the [y,, 4,], 
and [a’, 8’] is a subinterval of an [a,, B,]. 

This being so, we may suppose that ¢, = 8, and that 7, = 4,, as in the 
proof of Theorem (3. 5); and we may remove the moduli in (4. 2) and suppose 
F and G continuous on the lines z = «, and £,, and on the lines y = y, and 9,. 
We shall further replace F (x,y) by F,,,(z,y) for a, S xX B, and 
y, S y S 4,; this alteration does not affect double differences of F in the 
intervals in question. We may therefore suppose that F(z, y) vanishes 
for z = B, identically in y, and for y = 4, identically in z. 

We may suppose convergent each of the two series on the right of (4. 2), 
and a fortiori each of the two series 


2» ® p(P2-")A(A2-”), 5 2 w(Q2-% vw (B2-%, 
p q 


and we may suppose different from zero the numbers P,Q. Since, by 
convexity, we have as in the proof of Theorem (3. 5) (at the corresponding 
place) 


2? p(P2-?)=> p(P), 2% yQ2-*) > v(Q), 
it follows that A(u) and uw (u) tend to zero with u. 


We now define, as in the proof of Theorems (3. 3) and (3. 5), a sequence 
of finite sets Zo, £,,..., By, . . . of values of z, and a sequence Ko, Ej, ..., Ei, ... 
of values of y, where, for p S v, EZ, coincides with the set EZ, of the «, and £,, 
and for q S », E/, coincides with the set EK, of the y, and 4,; while for 
general p,q the sets E,, H, consist respectively of EZ, _,, Hj, together 
with at most 2? or 2¢-further points, and we have 


(2) 


o (xz 0)—o(29+0) S A2-?, x(y” —0) x(y? +0) S B2-« 


whenever z, z® and y”, y® are pairs of consecutive points of the finite 
linear sets E, and E/, respectively. 
From the definition of E,, #’, it follows that 
(4.3)  |AA4G| = 
|G(z+h, y + k)—G@(a+h,y) —G(z,y+k) + Gz, y)| SA (A2-?) w (B2-%) 


whenever z and « + h = 2 are values (or symbols obtained by adding + 0) 
which lie in an open subinterva) of the [a,, #,] free of points of Z,, and 
whenever at the same time, y and y + k =} y are values (or symbols ob- 
tained by adding + 0) which lie in an open subinterval of the [y,, 6,] free 
of points of EF). 
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For any two finite sets E > E, and E’ > £4, contained respectively in 
the sum of the intervals [«,, 8,] of the z-axis and in that of the intervals 
y,, 6,] of the y-axis, we write 


ad 
ros 
S(B, EB’) = Ef [ Fr, x (2, y) ds, yF (2, y), 
8 «, - 

where Fy » (x, y) is the stepfunction with the value F(z — 0, y — 0) 
for @*< 2< 2™ and Y<y<y”; F(e, ¥® —0) for c= x 
and Y®@<y< y™; F(x —0,y) for M<a<a2™ and y= y"; 
F (x™, y) for 2 = 2 and y = y, whenever 2, cz and y”, y™ are, 
respectively, pairs of consecutive points in increasing order of the sets EF 
and £’ 17), 

Now F (2, y) is, by hypothesis, a stepfunction. Let H be the set of its 
discontinuities in x in the intervals [«,, 8,] (the set of z at which F is a 
discontinuous function of x for at least one constant y) and let H’ be that 
of its discontinuities in y in the [y,, 6,]. In the open interval between two 
consecutive points of H, or of H’, the function F (z, y) is constant in z or 
in y. It follows from the definition that when two finite sets of values of z, 
E”® and E®, contained in the sum of [«,, 8,] and containing Z,, have the 
same extreme points in each closed interval determined by two consecutive 
points of H, we must have 


(4. 4) Feo pp = Fg®, 
There is a similar relation for sets of values of y. Moreover, for all relevant 
x and y of our Theorem’), 
Fy, 2 = F(B,,y)=90; Fev, = F(z, 6) = 90, Fe, x, = 9; 
and, as soon as FE > H and E’ > #’, 
Frye = F. 

This being so, the left-hand side of the inequality (4. 2) to be proved, may be 
written 
(4. 5) S(E, E’) — 8(£, E’) — S(E, FE) + 8 (Epo, B,), 
or simply S (EZ, E’) since the other terms vanish. 

The proof proceeds similarly to that of Theorem (3.5). We shall show 
that (4.5) may be replaced by 
(4. 6) lim S(E£,, X,) — S8(E,, E,) — 8(E,, Eo) + S(E,, Eo), 


Pa > 


17) The values of Fp gp (2, y) when z = “, or p 


or when y = y, or 6, are irre- 
levant since G is continuous on those lines. 


r 
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(which is only another way of writing the corresponding limit of the first term 
since the others vanish). It will suffice to prove that 


(4. 7) S(H + E,, H’ + E') —S(E,, E,) 


tends to zero as p,q-> «@. Now by the remark (4. 4), the expression in 
question is unaffected by removing from £,, EF, all but KN, and KN, 
points, where N, and N, denote the numbers of points of H + E, and 
H’ + E%; and we see that (4. 7) is the sum of at most K N,N, integrals with 
respect to G of stepfunctions each of which is zero outside a single interval 
of constancy in which its value is at most K Max |F| and in which either 
Aw S A2* or Ay S B2*. Hence by (4.3) with p or q replaced by 0, 
the expression (4. 7) has a majorant of the form 


KN,N, Max |F| -{4(42-”) + «(B2-9} 


which tends to zero as p and q tend to infinity (since A (u), « (u) + 0 with u). 
To complete the proof of our theorem, it now suffices to prove that (4. 6) 
has the majorant 


K{ ¥ 2e[g(P2 a(A2-»)} | ¥ WolyQ 2] u(B2-%}, 
p= q 
or, what comes to the same (remembering that Z, = £,, EK, = E’,), that 
(4. 8) S(E, +1> E, + 1) we S(E,, Ey + 1) —- S(E, + 1> E;) + S(E,, E;) 
< K2®*%9[9(P2-»)o[y(Q2-%)]4(42-») w(B2-"), 


Now a direct calculation shows that the left hand side of (4.8) is a sum 
of double integrals of the form 

Bs (2) 

ff fey4.,@(z, y) 

2”) y” 


(0) (0) 


where 2, cz and y, y are consecutive pairs of points of Z, and E£, 
respectively, and where f (x, y) is a stepfunction which is zero in the interval 
of integration unless both 2, c* and y®, ¥” belong to the at most 27+! 
and 2¢*! pairs of points of EZ, and FE, which are separated respectively 


by an 2") of E,,, and a y of E,,,: and that when this is so, we have 


f(z, y) = 
F (x — 0, y® — 0) — F (2 — 0, y® — 0) — F(x —0, ¥” — 0) 
+ F (2 — 0, y™ — 0) when 2 < ¢< 2” and YW < y< y"”; 

f (zx, y) — 


F (2 - 0. y” = 0) nm (2, y a 0) Pos F (2 ine y” ae 0) 


F(z, y — 0) when zc = c&™ and Yc y= y”; 











ee eee 


= 
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f(z, y) = 

F (2 — 0, y® — 0) -- F (x — 0, y® — 0) — F (x® —0, y¥”) 

+ F(z —0, y) when 2 < 2 < 2” and y = y"”; 
f(z, y) = 

F (x — 0, y® — 0,) — F(a”, y® — 0) — F (ax — 0. y"’) 

+ F (2, y) when z = 2" and y = y""’. 
and in the remaining range of integration f(z, y) = 0. 

Hence the lefthand side of (4.8) is at most 4(A 2-”) «(B2-% multi- 

plied by four sums that we may write symbolically 
(4. 9) = |4,4,,F | 


im 
where / and m are summed over af most 2?*! and 2¢*! values, and where, 
in each of the four sums, the difference operators 4, relate to non-overlapping 
intervals on the z-axis, and the 4’, to non-overlapping intervals on the y-axis. 
Finally by convexity, (4. 9) is majorised by each of the expressions 
y & ) } ; P 
> Wtlwi2-1-1 YS YW (| 4,4, F\)} and SF 22+! pm !2-~-! YHA, A, F\)| 
! m m l 
which cannot exceed 
4-2?*4w(2-9Q) and 4-2°*4p(2-” P) 
respectively; therefore (4. 9) cannot exceed the intermediate value 
4-2?*4 o[p(2-”P)ja[p(2-*Q)] 
and we derive (4.8) with K = 16. This completes the proof 


§ 5. 
Existence of Stieltjes integral; term by term integration. Extension of the 
results for p-th and g-th power variations. 
With the help of Theorem (3.3) we can now derive simple extensions 
of the results of A,. 
(5.1) Theorem. (i) Suppose that on |x’, 2’’] the functions f and g are 
respectively of bounded ®- and ’-variation, where the inverse functions , y 


of ®, satisfy the condition XY gp (1/n) y (1/n) << ow %). Then the Stieltjes 


integral of { and g exists and for « S & S x" we have 


{ @)—#@ldg@) KY 9 (4%) y(*) 


z 
18) The condition S @(1/n) w(1/n) < coimplies Sy (A/n) yw (B/n) < cc for 
n n 
any pair of constants A, B. For, by monotony, we may suppose 4 B = 2* and 
write 
y A B > y’ 
—_ | ol aw tS 2» 4 o—s »(B2-! aN 21 @ (2—') yw (2-9 
hah e(5) (=) ¥ vi ; —_ P ) 
t=In 4 ] r>wN ' 1 
: 5 te 1 
2N s 7i—) ¥\{—}- 
n=1 n } n 
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598 L. C. Young. 


where K is an absolute constant™) and where Ay, B, are the total ®- and ¥-varia- 
tions of f, g respectively. (ii) More generally, if [a,, B,| denote forr = 1,2,... 
a finite or enumerably infinite system of intervals and the total ®- and 'P-variations 
of f.and g, respectively, on (x,, B,| have the values A,, B,, then if a, S & S B,, 


we have 2 
S| | t-1enido@) sx SY o(4) (2) 


where A = J A,, Sa » B,. (iii) Again, if f,,9, are functions defined on 


{a’, x] for each r = 1,2,... and their total ®- and P-variations on [z’, x’ 
are A,, B, respectively, then if c S & S 2x”, we have 


S| | -(@)— t-n) dg@|< K SY 9(4) (2) 


where as before A= 2 A,, B= & B, and K is an absolute constant). 
Tr 


r 


n 


This theorem is an easy consequence of Theorem (3.3) together with 
(2. 5). Indeed the case in which the integrands are stepfunctions and r ranges 
over a finite set of integers is iniplicit in Theorem (3. 3) and in the remarks 
which precede that theorem (cf §3). The ‘extension to the general case is 
trivial if we assume that the integrals in question exist, since they are by 
definition limits of integrals of stepfunctions which satisfy the same con- 
ditions (and since in (ii) and in (iii) we may suppose without loss of generality 
that r ranges over a finite set of integers — the inequalities in question being 
then valid for any finite partial sum of the infinite sums on the left). 

It therefore only remains to prove that if X  (1/n) py (1/n) converges, the 
Stieltjes integral of two functions / and g of bounded ®- and V-variation 
respectively, exists. Denoting by A, and B, the total ®- and -variations 
of f and g, we determine a finite set of points F of [z’, 2], consisting of 
points z, (1 =0,1,...,N) say, in increasing order, where N S 2-2’, 
so that in the intervals [z,_,; + ¢, z, — e] for each | and for each e > 0, 
the total ®- and Y-variations of f and g are at most A,2~' and B,2™’. 

Denoting by f/, (x) and f,, (x) two stepfunctions of f such that both x, 
and x, include £ among their points of division, we have 


2,78 
1 ~ 


| ite, (2) — fr, (a)\ dg (x)| < 2K SY’ p(522-*) y(S22-") +R 
* a+ n 


where z)- 


R=|{fa(ti—8)— fag (u—8)} | dg(x)}. 
_. - z—1+8 
1%) K has the same value as in Theorem (3. 3) so that K = 20 will do. 
20) cf. footnote %). 
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Now the values of f, (x, — e) and f,, (% — €) are, for small ¢, assumed 
by f{ (x) in the open interval (z,_,+ 0, z, — 0); their difference is at most 
the oscillation of f in this interval, and so cannot exceed gy (A, 2-"), while 
the other factor is at most y(B,2-"). We may therefore absorb R into the 
rest of our righthand side by changing 2 K to 2K + 1. Moreover 


Dd, 0 (22°) v(F2-*) S2 D2 (42-64) y (By 2+») 


n=l p=0 


sou 8 \ /Ay\ (Bo 
<7 2” »(A,2-”) y(B,2-) <> y(—) y(—). 
p=? ’ 


n=2 


Hence (with a different K) 





N “e ‘ 
» | (hes) — te 2) d9(@)] SKS” (5) v(). 
— mat n= 2' 


Making « + 0 (remembering that the integrand vanishes at the points z,), 
we obtain a fortiori by taking the moduli outside, 


- 
f {fer (2) — fag (2)} dg (2)| < 8, 

where ¢,—> 0 as » > o ; and this inequality is valid as soon as x, and x, 
include among their points of division the finite set 2 (which depends on »). 
This proves that the integral of / and g exists*"), and so completes the proof 
of our theorem. 

In order to pass on to extensions of the other results of A,, particularly 
those concerned with term by term integration, we shall require a theorem 
on uniform approximation by finite sums, which is bound up with the exi- 


stence of our integrals in a more special sense (that of Riemann, or of Moore- 
Pollard). 


(5.2) Approximation theorem. (i) Suppose given ®,Y with the 
inverses p, y satisfying as before the condition X p(1/n) y(1/n)< o@. 
Then, given any e > 0, there exists 6 > 0, so that for any pair of functions 
f(x), g(x) whose total D- and P-variations on [2’, x] do not exceed fixed 
constants A.and B, we have, for «, S &, S B,, 


Z| f itz) — tl} dg(@)|<e 





21) The existence of the number 7 with the property of the definition follows from 
Cauchy’s principle of convergence. 


39* 
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whenever the |x,, B,| are non-overlapping subintervals of [a2’, x] in each of 
which one at least of the functions ¢ and gq has its oscillation less than 6. 
(ii) In particular, if 


a —%S5545 Sty-1Sfy Sty = 2" 
and if in each [x,_,, 2%] for k = 1,2,...,.N, one at least of the functions { 


and g has its oscillation less than 6, we have 
r’ N 
|| f(x)dg(z) DS fF) (g (xe) — 9 (@e —1)}| < «. 
r A ! 
It will suffice to prove (i). In doing so we shall make use of the following 


lemma: 


(5.5) Suppose that A(x) ts continuous and strictly decreasing for 


0=<— r£<— o@ and tends to 0 as r > o. and let 
(5. 4) ) A(z)dz< oe. 
i 


Then there exists & (x) strictly increasing from 0 to w with x and continuous 
for finite r. so that 


lim — 0, | A[lE(z)]jdz< ca. 


. 
1 
i 


Proof of lemma (5. 3). Denoting by & (x) the inverse function of & (.c) 


it is enough to show tltat there exists = (2x) strictly increasing from 0 to « 
with « and continuous for finite x, so that 


lim — on, A(z) dE (x) < ew. 


> = 


Now (5.4) implies that there exists**) ~(z)= 0 such that u(x) > @ as 


< 


za ow, (Zz) 0 for s = 1. and 


LA\ r)u(at)dz< ow. 
Choosing 
= (zx) x ( u(z)da 


we obtan 


[ A(2)dZ (x) = (A(x) {lL +u@)\dz< o@, 


I ! 





We depart here from the notation of § 2 and do not suppose / (zx) increasing. 
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and for x >2n 


- 


z—n{ 1 
z |fs—s 





IV 








Mu (x) da| > Hu (On) 


n 


where 4 is some number = 1. Hence 


(x) 


z 





> CO as zt-> @& 


and the lemma is proved. 

Proof of Theorem (5.2). Choosing A (1/u) = ¢ (u) py (u), we deter- 
mine as in the lemma, the function & (1/u) = » (u)/u say; then 7» (wu) +0 
with u; and u/y (%) is continuous and strictly increasing from 0 to o with wu. 

Hence the functions p*(u) = p[u/n(u)] and y* (wu) = yp [u/n(u)) 
are continuous and strictly increasing from 0 to. « with u. Moreover the 
series 

2X p* (1/n) y* (1/n) = LY ALE (n)] 
converges with 


x 


J A[E(a)) dz 


i 
since A [& (z)] is decreasing and non-negative. 
This being so, let ®*, Y* be the inverse functions of y*, y*. We have 
D* (t) = u* when t = ¢— [u*/n (u*)], and ®(t) = u when t = p(u). Hence 
for a same ¢ we must have u = u*/n (u*) and therefore 
D* (t)/D (t) = n [M* (t)] = o(t) say*), 
where o (t) +0 as tO. Similarly 
P* (t)/P (t) = n [(P* (t)]) = o(t) say*) 
where o (t)->0 as t->0. We shall denote by 9 (t), a(t) the upper bounds 
of o (u), o(u) for 0 << u St. 
Moreover if A is the total ®-variation. and A* the total ®*-variation 
of f on any interval, we have evidently 
A* & Ao (Ose f) S Ao [¢(A)}. 
so that if / is of bounded ®-variation it is also of bounded ®*-variation; 
while on any sum of non-overlapping subintervals of [#’, x’) in. which the 
oscillation of / is less than 6, the sum of the total ®*-variations of f will be 
at most 
A o (6). 


23) 9 (t) and o(t) are not supposed monotone and have no connection with the 
functions 9 (u), o(u) of § 4. 
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Similar remarks apply to the Y*-variations of g. Hence by Theorem (5. 1) 
applied with ®*, ¥’* in place of ®, Y, we have, for intervals [«,, 8,] in which 
f or g has oscillation less than 6. 


4 
tg 


(f(z) — £(E,)| dg (2) 











+ 9* (43[9(4))) v*[2a(0)| 
where A and B denote the total ®- and Y-variations of f and g on [2’, x’), 
which are less than fixed constants. The sum on the right, when split up at 
n = », is clearly less than 2 ye; + 2 2, (where ¢,>0 as »—> co and where 
€,; > 0 as 6-0) and can therefore be made less than ¢ by choosing first » 
and then 6. This proves Theorem (5. 2). 

With the help of the approximation theorem just proved, particularly (ii), 
we can now take over with slight verbal changes the parts of A, that refer 
to integrability and term by term integration. We thus obtain 

(5.5) Theorem. Suppose that { and g are respectively of bounded ®- and 
P-variation, where the inverse functions py, yp of ®,¥ satisfy the condition 
2d (ijn) p(1/n)< ow. Then the Stieltjes integral | fag exists (i) in the 
n 
Riemann sense if { and g have no common discontinuity, (ii) in the Moore- 
Pollard sense if f and g have no common one-sided discontinuity. 

(5.6) Theorem on term by term integration. Suppose that },, 
and g,, have respectively total ®- and ‘P-variations less than fixed constants 
independent of n, where the inverses gp, y of DP satisfy the condition 
2 y(i/m) py (1/m) < @ ; and that f, g are of bounded ®-, Y-variation respec- 
m 


tiwely. Suppose further that {f,} converges densely to f and converges uniformly 
to f on the right at each point of a set UM, and uniformly to f on the left at 
each point of a set U_; and that {q,} converges densely and at the ends x’, x’ 
to g, and uniformly to gq on the right at each point of a set B, and uniformly 
to g on the left at each point of a set B_. Finally, suppose that U, includes 
the righthand discontinuities of g, B.. those of {, U_ the lefthand discontinuities 
of g, B_ those of f, and that the set**) 


(A, +B.) -(A_ + B_) 


includes all points of [z’. 2"). Thenasn—> o, 


j fn (z)d gn (2) > { f(x)dg(z). 


We shall content ourselves with an explicit proof of Theorem (5. 6). 
No new ideas are involved as compared with A,, where ® and ¥ are restricted 


*4) In A,, this set was incorrectly written M+ U_+ 8, +8. 
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to be powers, but the case of one-sided conditions for term by term inte- 
gration is not treated there with any detail and the theorem for this case, 
which is given without proof, contains an oversight). 

Proof of Theorem (5.6). It will suffice to show that given e > 0, 
we have for all large n 


(5.7) | { fn(2)dgn(a) — f f(a)dg(2)\ <7e. 


We begin by observing that when « and f belong to the everywhere dense 
set of convergence of g, to g, we can choose & between them in the corre- 
sponding set of convergence of /, to { and we then have 


i f t=—z ; t=z 
| fn dn a | fdgq _ f th ()), _ 49 (zx) a j (f ()), _ .49 (2) + €y, 
where ¢, > 0 as n-> co (where &,«, 8 are fixed). 

Now in any interval [y’, y’’] we have 


” 


y t=z x" t=z 
J Un], 4gn(2)— J FO), d9(2) = 
= J Um (Old (n(x) — 9(e)) + [ [ally — HO), g(x) 


F Y 


~ 


d 


~ 


nn 


f Un) — FO] dana) + f FO]. 4(n(2) — 9(2)). 
7’ dl F 


I 


A sum of such expressions taken in their absolute values for a system of non- 
overlapping [y’, y’’] will, by Theorem (5. 2), be at most 6 ¢ as soon as in each 
[y’, y’’] the oscillation of (/, — /) and that of (g, — g), or else the oscillation 
of (f, — f) and that of /, or again the oscillation of (g, — g) and that of g 
is less than a certain 6. Hence (5. 7) will certainly hold for all large if we 
can determine a subdivision of [z’, z’’] into a finite number of parts [z,_,, 4] 
by points of division x, such that [z,_,, 2] is the sum of at most three 
partial intervals in each of which one of the following three pairs of con- 
ditions is satisfied for all large n: 


(i) Osc (fn bias f) < 6 and Osc (Gn xy q) a 6 
(5. 8) (ii) Osc (jf, —f)<. 6 and Oscj < 4, 
(iti) Osc(g,—g)<. 6 and Oscg< é. 


Now by hypothesis, each point of [z’, x’’] belongs to one of the sets U,, 8, 
and to one of the sets M_,8_; and a point of discontinuity of f on the right 
belongs to B,, etc. From this it follows easily that each point x of [2’, 2’’] 





*5) of. preceding footnote. 
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is the common endpoint of two abutting intervals in each of which one of 
the pairs of conditions (5. 3) is satisfied for all n exceeding an m, (x) depen- 
ding on x. By Borel’s covering theorem the interval [z’, 2] is therefore 
contained in a finite number of open neighbourhoods each contained in 
such a pair of abutting intervals. Denoting by n, the largest of the corre- 
sponding finite set of n, (x), we now easily determine a finite increasing system 
of points of division y, (1 = 0,1,...,2.N) of which the subset consisting of 
the points x, = y,, for k = 0,1,...,N, belong to the everywhere dense 
set of points at which g,—>g (and z= 2’, ty = 2’), while in each 
[y:-y, ¥:) for 1 = 1,2,...,2.N, one at least of the conditions (5.8) is 
satisfied. 
This completes the proof. 


§ 6. 
Theorems with a convex ®, and their analogues for double integrals. 


To the results of the preceding §, which generalise those of A,, we now 
add further theorems for which the special case of powers is itself already 
beyond the reach of the methods of A,, and which depend on the deeper 
inequalities of Theorems (3. 5) and (4.1). These further theorems, although 
still of an essentially non-absolutely convergent type, bring us a little nearer 
to the classical theorems of Lebesgue which may, to some extent, be regarded 
as limiting cases. It was known”), in the Lebesgue order of ideas, that if 
(x) is a bounded monotone increasing function, the hypotheses 


fn (2) > f(@), 9n(%) > g(2), |fn(@)|< A, |49n| << 4@(2), 
together imply, for the Lebesgue-Stieltjes integrals, the relation 
} fndgn > | fdg. 
We shall obtain®’) the corresponding relation for our integrals, when the 
hypotheses |/,(x2)| <A and | 4g,| < 4w(z) are replaced, the former by 
a stronger condition and the latter by a weaker condition. 

We shall make use, as usual, of the notation of §2, and of the fact 
(established in the reduction (a) of p. 588) that if ®(u) ts convex and 
2» p(i/m) u(1/n) << o@, then pu (u) +0. 

(6.1) Alternative approximation theorem. Suppose ® convex 
and SY p(1/n) u(1/n) << a, and let x(x) be given (monotone™) increasing). 


n 


Then given « > 0, there exists a finite set of points E of [x’, x’) such that for 


26) Cf. Journ. London Math. Soc. 9 (1934), 119—125, Theorem II, p. 122. 
47) Theorem (6. 2), below. 
%8) cf. § 2. 
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any function { (x) whose total D-variation does not exceed a fixed constant, 
and for any function g(x) such that |Ag| S u(Ax), on [2’, 2’), we have 


| (=) — te(a)) dg(a)| <e 


as soon as x includes among its points of division those of the finite set E. 
We need only prove that there is a finite set # for which 


| J tte (@) — fay (2)} dg (2) | <e, 


as soon as x, and x, both include the points of Z among their points of 
2’ 
division (for this implies the existence of { f (x) dg (2) as the limit of the 


r’ 


integral of a corresponding stepfunction of /, by Cauchy’s principle of con- 
vergence, and hence, implies the assertion of the theorem). 


Now choosing a set of at most (2” + 1) points «, in increasing order 
(for 1 = 0,1,...,N where N S 2") such that 2 = 2’, zy = wv” and 


% (x, — 0) — x (m~-1 + 9) S 2-" {x (2”) — x (2’)} = B2-” say, 
we find by Theorem (3. 5) (cf. also (2. 4)) that for any 6 > 0 


z,—d 


i. 20 
[tte (2) — f(a) dg tay) |< KS’ o(4)u(2), 
i=1 uae n= 2" 


provided that /, (z) — f, (x) vanishes somewhere in each [z,_,-+ 6, %, — 6] 
and that the sum of its total ®-variations in these intervals does not exceed A. 
This is in particular the case, when A is a constant not less than the total 
®-variation of f, if we choose x to consist of the points of division x, and the 
points &, = 4(z,_1+ 2,) and if x, is arbitrary subject to its including among 
its points of division the points y, (k = 0,1,...,2N) given by y., = %, 
Yor.+1 = €141- For then f, has in each [z,_,+6, x,— 6] the constant value 
/,, (€:). Moreover, since the difference /, —/, vanishes at the points %,, 
these will contribute nothing to an integral of our difference with respect 
to g. Therefore making 6-0 we obtain, on taking the moduli outside 
the sum, 
2" 20 
(theta) — fete) dg(a) | = K So (4)u (2), 


. 
, 


an 
l n=2 


and the righthand side is arbitrarily small by choice of v, since » and y are 
monotone, and since 2 g (1/n) « (1/n) converges, the constants A, B being 
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fixed. Adding a similar inequality in terms of x, and x, where x, is subject 
to the same conditions as x,, we obtain at once the desired inequality provided 
that v is chosen sufficiently large. This proves the theorem. 


(6. 2) Alternative theorem on term by term integration. Suppose 
given as in the preceding theorem: ® restricted to be convex, u(u) and x (2), 
and let S y (1/n) wu (1/n) << co. Then if the functions f,, (x) have total ®-varia- 


tions not exceeding a fixed constant and the functions g, (x) fulfil the conditions 
Ag,| Su(Ax), the relations f, (x) >f (zx), 9,(z) g(x) for all x imply 


J tu (z)dgu(z) > f f(x)dg(2). 


We observe that since /, (xz) > f(z), the total ®-variation of f cannot 
exceed the fixed constant which majorises that of all the f,. This being so, 
we determine a finite set Z as in the approximation theorem (6.1) and we 
choose any fixed x whose points of division include the points of EZ. Re- 
membering that we have by (2.8) | 4g| S w(Ay), and writing {f,}, for 
the stepfunction of In on x (so as not to confuse suffixes) we have by (6. 1) 


z 


fn )dg, (zx) - ai (fn}x49n | < . &, | | fe dg(z) — f te dg | < 64. 
Now the ‘i 


[ Uale don — [ted 


for fixed x, is a finite linear combination of terms which tend to zero on 
account of the relations /, (x) >/(z),g,(z)—>g(z) and®™) g, (z+0)—g (x+ 0). 
Hence, as n—> o , the upper limit of 


| { tnx) dgn (x) — | f(a) dg (2) | 
is at most 2 e. and the theorem follows. 


(6.3) Theorem. (Ezistence, and approximation by finite sums, for the 
Fréchet‘ double Stieltjes integral.) Suppose given a convex ® and a convex '¥ 
with the inverses ~, y (continuous and strictly increasing as usual); monotone 
increasing o and o subject to 0 (u) a (u) = «u; and monotone increasing A (u), 
pa (u) such that 


x ol[p(i/n)] Ain) < @ and La [y(l/n)] u(1/n)< @ 


%) ef. (2. 8) above. 
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And suppose w(x) and x (y) given (monotone increasing). Then (i) for any 
function F (x,y) which vanishes identically on the lines x = x and y= y' 
and which is in x and in y of bounded ®- and ¥-bivariation, and for any second 
function G (x, y) which satisfies the condition | A AG| = A(Aw(z)) - u(x (y)). 
the ,,Fréchet double Stieltjes integral of F and G exists. Moreover (ii), given 
e > 0, we can determine finite sets E and E’ of values of x and y respectively, 
so that for every function F (x, y) whose in x and in y total D- and V-bivariations 
are less than fixed constants P and Q, and for every function G (x, y) which 
satisfies the condition | A AG| S A(Aw (z))- u( Ax (y)), we have 


ey 
J 

z 
as soon as x and x’ include respectively the points of E and of E’ among their 
points of division. 


{F (z, y) FP, z(z,y)} dy @ (x,y) | == 


y' 


By (2.7) we may suppose without loss of generality that the limits 
G (x + 0, y) ete. exist. As in the proof of Theorem (6. 1) both parts of the 
theorem will follow, if we show that 


‘eC 4 
J J Pape — Be 
Zz y 


y’ 


i dey G(x, y) | <e 


as soon as x, 4nd x, include the points of Z, and x; and x, those of £’, among 
their points of division. Moreover by symmetry, since 


BF, ow — Few = {Py — Pye + {Ps — Fe. x} 
Hy * tas %y i #9 %) hes Bo rT has *) %o) ’ 


it will suffice to prove the above inequality, with e/2 in place of ¢, in the 
case x, = x, = x’ say, and in so doing the set EZ’ will play no part. 


We determine a set of at most 2” + 1 points x, (1 = 0,1, ..., N where 
N 2’) in increasing order, such that z = 2’, ty = 2” and 

w (x, — 0) — w(x,_, + 0) S2-"- {fw (z”) —w(z’)} = A2-" say; 
and we write ¢, = 4(z,_, + 2,). We denote by x the system of the points 


of division x, together with the system of the points &,, and we consider 
any x, which includes among its points of division both the z, and the points 
$(z,., + 2,). To prove our theorem it will suffice to show that 


” 
where ¢,->0 as »v-—> o (since by choice of » we can then make e, < e/4). 
Now in each [x,_, + 6, z, — 6] the function F, ,, is constant in z and is 


the value assumed for the same y and for z = &, by the function F, ,. 
Moreover both functions vanish (with F) identically on the line y = y’. 


i.) 


y”’ 
{ {F,.,.2 = F, »} d,. Vv G (x, y) < &, 
y’ 
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Hence by Theorem (4. 1) we have®®) 


im % i (Fv — Pz, v} de, y@(z, y) | 


<a | So[v(2)o(2)}- | SefoZ)}A(4)} 
where B = z(y”’) —xz(y’) and P,Q are fixed constants majorising the 
total ®- and Y-bivariations of F (and therefore of F,  ,,). But since further 
F, ~—F,,,, vanishes identically in y when z = = Me, we obtain, as in 
the proof of Theorem (6.1), the result required, by making 60 and by 
taking the moduli outside the sum over /. 


Let us still mention the analogue for two variables of Theorem (6. 2). 


zx 


(6.4) Theorem. (Term by term double integration.) Suppose that ®, 
Y, 0, 0, A, u, w (x), x (y) are as in the preceding theorem. Then if the functions 
F,, (z, y) vanish for s = x’ and y = y' and have in x and in y total D- and 
Y-bivariations not exceeding fixed constants independent of n, and the functions 
G,, (x, y) fulfil the conditions | A AG,,| S 4( Am (z))- u( Az (y)), the relations 
F,, (x, y) > F (x, y), G(x, y) > G (x, y) for all relevant x, y imply 


a’ yf’ zy" 
f { Pa(,y) de, y@n (2, y) > { { F (x,y) d,,y@(z, y). 


dé Sa 
The proof, which is an exact copy of that of Theorem (6.2), may be 
omitted. 


§ 7. 
Fourier series. 
It was shown in A, that the integrated Fourier kernels 
; ° 
gn (t) = | we dt =| Quyae 


0 0 








have uniformly (in ») bounded g-th power variation for every g > 1. We 

can obtain a stronger result, without seriously altering the method of proof 

of A,, when we use the more general notion of bounded ®-variation. 
Writing a, = 0, a,,, = 2 and 


a, = ma/(n+4) for m= 1, 2,...,n, 


» in each of the 


3°) The integrand is a double difference of the function PF, 
intervals of integration. 
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we have 
8 
| | awar| <= when « and lie in (a,,, 2), 


« 
3 


| | 210| dt == when « and lie in (a,,, @,, +1), 


. 
a 





to which we may add for large enough m and n, the inequality 
Am +1 
| f Qwdt|> 


d 
am 


S| 


Now let Y (u) be as usual. a continuous function strictly increasing from 
0 to o with uw, such that 


(7. 2) Y (u,) + (u.) S VY (u, + ug) 


j 


sing sequence of points of division z,. By (7.1) and (7.2) the sum 


for arbitrary u,, u, = 0. Consider any subdivision of (0, 2) by a finite increa- 


r 


7.3 Twi| 
(7. 3) > Y (| J amae}) 


: 1 Kk’ i 
cannot exceed an expression of the form K b ¥ (—) which converges or 


m 


diverges*') with } Y(1/m). On the other hand, if this last series diverges, 


m 
then by taking the divisions at the points a, we obtain for sufficiently large n, 
arbitrarily large values for the expression (7.3). Hence we see that 
(7.4) When ¥ satisfies (7. 2) the functions g,, (t) will have uniformly bounded 
total 'P-wariations in (0,2) if and orily if 
> W (1/m) < op. 
m= 1 
More generally, still supposing that ¥ satisfies (7.2), it can be shown that the 
functions g} (t) which play in A, the part corresponding to g, (/) in the discussion of 
the Cesaro means of negative order y where 0 =y > 1, have uniformly bounded 


total ¥-variations in (0, 2) if and only if 


re (m~ 1+") < oo, 


m 
The proof is the same as above, with appropriate insertions of y into definition of a, 


n 
and into the inequalities (7. 1). 


In the sequel we shall limit ourselves to the case ¥ (u) = u/|log u|'* ' 
for small u > 0 [the function Y (u) being continued, for other values of w, 


‘! 


) By the argument of footnote '*). 
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in any way which is consistent with the conditions of § 2]. For small u, y () 
is then of order u|log u|'** so that our machinery becomes applicable to 
functions / of bounded ®-variation when 


(7. 5) » (1/n) ¢ (1m) (log n)' + < @. 


Suppose this condition satisfied and let / be of period 22 and of bounded 
@-variation in a period. The partial sum of the Fourier series of f becomes 
on integrating by parts 


7 


{ (L—gO) de (A (e+ + f(2 — 9) 


—(1 9.) BU@+94+¢@—O] 


From Theorem (6. 2) it follows (Y being convex) that this has the limit 
id [f(z + 0) + f(x — 0)) — f (z)} + f(z) = 3 ff (x + 0) + f(x — 0)} 
since {1 — g, (t)} tends to 0 for t > 0 and to 1 for t = 0. 


Hence in particular, choosing gy (u) = 1/|log «|"“ for small « (so that 
® (u) = exp (— u~“*)), for an « < } we obtain (by taking a sufficiently 
small ¢« in the definition of V): 

(7. 6) Theorem. If f(z) has bounded ®-variation, where D(u) = exp (—u~ *) 
as u-—>0, then the Fourier series of f(z) converges to the value 
{f(x + 0) + f(x — 0)} provided that « < }. 

In conclusion, let us consider, as an application of (6.4), the form of 
Parseval’s equation discussed in A,, which may now be obtained under 
slightly more general conditions. 

(7. 7) Suppose the real periodic functions 

h(z)~ ZL a,cosnz+b,sinnz, f(z) ~ J a,cosnz+ b,sinnz 

n n 
of period 2% and of bounded ®,- and ®,-variation respectively, and suppose 
that there exist monotone increasing functions o (u), o (u) where o (u) o (u) = u, 
so that 


2 l (1 Y 1 1 \ 

Dele oan + }o(s)< ae, Di of 5 (osm **} (>) < 

where p,(u), P_(u) are the inverse functions of ®,, ®,. Then the series 
a, Oy 


converges and its value is 


[4 (he +0) + h(e—0)} df (a). 
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In the proof we may suppose /, (x) = 4 {/, (x7 + 0) + f/, (x — 0)} without 
loss of generality. Let us continue g, (t) so that g,(— t) = —g, (t) and 
Jn (t + 22) = g, (t) + const., and let us write H (t) for lim Jn (t), so that 
H(t) = 1 for O0< t< 2a, H(0)=0, H(—t) = — A(t) and H(t + 22) 
= H (t) + const. We may then write the difference between the integral 
and a partial sum of our series in the form of a repeated integral 


I, = — 45 [fx Ode lyn (¢ — 2) — H(t — af} df, (2), 
the inner and outer integrals being extended over any intervals of length 22 
on the axes of ¢ and z respectively. In the inner integral we may further 
replace the value of the function F = g, — H at the point t — x by the double 
increment F* (x,t) = F (t — x) — F (t) — F (— x) + F (0) [which is periodic 
in both z andton account of the periodicity in t of g, (t — x) — g,(— x) and 
H(t — xz) — H(—7z) and that in = of g, (t— x) —g,(t) and H(t —z)—H(t)); 
the effect of this substitution is only to add to the inner integral the 
constant — {fs (t) d F (t) whose integral with respect to /, (x) then vanishes 
since f, is periodic. 
Now we may integrate by parts in the inner integral since 
h(@® = 3 (f(t + 0) + f,(¢ — 0)] and F*(z,t) = 4 [F*(z,t + 0) + F*(xz,t —0)] 
and the difference at the limits of integration vanishes by periodicity. Thus 


I, = 4) {J F* (2,0) df, (0} dfs (2). 
Here the repeated integral may also be written as a double integral. For 
on the one hand g, (t — x) is twice differentiable (n being fixed), so that its 
contributions to the double and repeated integrals are trivially equal. And 
on the other hand, by Theorem (6. 3) 


JJ Ht—2) deh Of (2) 
differs arbitrarily little from a finite sum, the corresponding integral of a 
stepfunction on x and x’, where x and x’ include among their points of division 
the points of certain finite sets. And when we choose x and x’ to consist 
of the same systems of numbers on the two axes, the integral of this step- 
function takes precisely the form of an approximating sum for the integral 
{fy (2) df, (2) 
{remembering that /, is periodic and that /, (x + 0) + f, (z — 0) = 2f, (z)], 
and differs arbitrarily little from the latter if we stipulate certain additional 
points of division for the (now identical) systems x and x’. This simple integral 


is however precisely the contribution of H to our repeated integral and we 
obtain finally 


I, = 4) | P* (x, t) de, ty © fe (a). 
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This being so, we can now apply Theorem (6.4). The functions F* (z, 2), 
in their dependence on the parameter », tend to zero for all z,¢ as n +o 
and they vanish identically on the lines x = 0 and t = 0. Moreover, by 
merely expressing a double increment as a sum of two suitable simple in- 


crements and by observing that, for 0 < u, } and 0 < u, < }, 
| ty + tg | 2 u, 2 u, = 
| log | %, + ue ||'** = |log2u,} *’ |log 2 w, |' *' 
2u u ; 
ae, a —— £O<u<tanddO<e=l 
llog2eP7* = |logu|'** = 


we see at once that the function F* (z,¢) [which is a sum of functions each 
of which by (7. 4), has when one variable is kept fixed, a total Y-variation 
in the other variable which is less than a constant independent of »] has in « 
and in / total ®- and ¥Y-bivariations which are less than fixed constants when 
we choose for all small «u 

@P (u) Y (u) u/ log (u)|' 
Thus finally /, 0 as n-»e by Theorem (6.4), and this proves (7. 7). 


The theorem of A, which corresponds to (7.7) is derived from the latter by 


choosing 
1 1 
P, (u) u’, D,(u) “4, o(u) u', a(u) nu} 
where 
] l 
} (l—e)p,, 9g (l—e)q, {—)+(—}] I. 
\ Pi q1 
A more precise result may be obtained by choosing functions ®,, ®, of the form 
‘ ; l l 
P, u" (logu)*, Dy u’ (log uy’ where - ; 3 
( 


and where x and /} satisfy an inequality easily calculated. 


Memoirs referred to. 
N. Wiener 
{1] The Quadratic Variation of a function and its Fourier coefficients, Journ. 
Mass. Inst. of Technology 3 (1924), 73—94. 
E. R. Love and L. C. Young 
{2} Sur une classe de fonctionnelles linéaires, Fundamenta Math. 28 (1937), 
243—257 
3} On fractional integration by parts, Proc. London Math. Soc. (2) 44 (1938). 
L. C. Young. 


+) An inequality of the Hélder type, connected with Stieltjes integration, Acta 
mathematica 67 (1936), 251—-282. 
Inequalities connected with bounded p-th power variation in the Wiener sense, 
Proc. London Math. Soc. (2) 43 (1937), 449—467. 

6) Inequalities connected with binarv derivation, etc., Math. Zeitschr. 48 (1937), 
255- 270 

Besides the above, the reader will find in Young [4, 5, 6] a number of further 


references connected with the subject matter of the present paper 


(Kingegangen am &. 11. 1937.) 














On a problem concerning Lebesgue integrals. 
Von 
A. 8. Besicovitch in Cambridge (England). 

The R-integral of a bounded function / (x) is defined as the limit of the 
well known sum 
(1) 2 f (&) (2; a 2-3). 

It is clear that in the case of a bounded L-integrable, but not R-integrable, 
function f{ (xz) the sum (1) does not tend to a Jimit so long as &,, &, ..., & 


remain arbitrary in their respective intervals. It is also clear that any law 
of defining the numbers 7, ..., Z, &,, ..., &,, which is independent of the 
b 


function f(z), will not insure the convergence of the sum (1) to fil dz 


for any L-integrable function / (z). 
Consider now the sum 


S(z,n) = 2 _fle+indn 


a<z+in 


where 7 is positive, z real, and the summation is extended over integral 
values of « satisfying the inequalities 


a<z+ing 5b. 


If f (¢) is a R-integrable function then for all z 


b 
(2) S(z,) > | f()dt = 1, as n—0. 


a 


B. Jessen) has proved that, if f (t) is a L-integrable function then the equa- 
tion (2) holds for almost all values of z, if n tends to 0 accepting only values 


of the form 7 = =, n integral. The proof is strongly based on the arith- 


metic nature of the sequence of values taken by 7 and on the equation 


b 
(3) lim J |S(z, n)—I|dz =0, as 4-0. 


1) B. Jessen, On the approximation of Lebesgue integrals by Riemann sums, 
Ann. of Math. (2) 35 (1934), pp. 248— 251. 
Mathematische Annalen. 115. 40 
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But this equation holds also in the case when » — 0 continuously, and 
the question arises whether in this case the equation (2) still holds for almost 
all values of 2. 

In this note I study this problem and arrive at the negative answer by 


+1 


defining a function f(t) in (— 1, + 1) such that [f(tdt is small but 


1 
lim S (z, n=]! 
for all x of the interval (— 1, 0). 

We have to construct an auxiliary set G (k) of points. Take k + 1 ( > 4) 
equidistant parallel lines 4, 2’, ..., 2. Let Ay, A%, ..., AM be points on 
these lines, all on the same perpendicular to these lines. We take these points 
as the coordinate-origins on each of these lines and denote by a the 
coordinate of a point on any line. 

Put now 

m B, 6 = m-**?, 


On the line 4 we take the points 


A, (a; = — id), 0 


A 


on the line 2) the points 


{ j . a . 
Aj” (a? a 3) 0si<m 
and on the line 4 the point Bib = 6). Then let BS (6) be the point 
of intersection of the line A,, B® with the line 4, BM (6) the point 
of intersection of the line A,,. BS with 4“ and so on, BM (6) the point 
of intersection of the line A,x—-2 B“—" with 4“. We have 











a pi?) : 
6 — md+3b,5 _ ™+ Sscud 
2 2 
4 _. md 4 4b; _ mi? 6 + 4m -_™ 
” 3 = 3 7" 
(4) 
G+2  md+ (6+ 2/007” _ m’ 
by nae i+l a é 
k—2 
(kb) as 
by <== 8. 





The set G (k) will be defined in several stages. 


The points Af’, 0Si<m, and the segments A® B®, .... AM BY 
form the first contribution to the set G (k). 
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From every point A (a) with —md<a 3S 0, there is a line meeting 
all the lines 4, ..., A at points of G (k). 


In fact if — (i+ 1) 6<a S — id, OS i<™m, then the line AAM 
meets all the lines 4”, 4, . . ., 2” at points of the intervals 4? B®, A® BO, 
.. AM B® respectively. 
We take now the lines 
Ain, A”, +=132....m—1 


and denote their points of intersection with A“? by A{? (a{?) and with 4 
by A” (a), 
The points A‘? 


im+j 


(af? , ;) are defined by the equations 


a{? qa) a) 


+j = Bin + Gj, 0<i<m, 0<j<m, 


so that the line A,,, , ; Af), , ; meets 4® at the point Af. Define further the 
points Bi (a + b), « = 1, 2,...,m— 1, on the line 4. 


The points 
AM, 55 0<ic<m OSj<m, 

and the segments 
A® B®, +=1, 2,...,.m—l1, 


form a new contribution to the set G (k). 

From every point A (a) with — m?6 < a S 0 of A there is a line meeting 
all the lines A, ..., 2” at points of G (k). 

In fact if @, m+i,+1 <%S% mi then the line 4A(”,,, ,, meets 
A, 2, ..., A at points of the intervals AB”, a B®, ..., AM B® re- 
spectively. 

Take now the lines 


Asus AM, init... % 
Their points of intersection with the lines 4“, A®, 2 are denoted by 
AY», (a{2. ), Ae (a), AL” (a ™) 
respectively. 
We define now the points 
Af nt +5 (Oim2 +5 = Gime + @)”), 0<j<m’, 
Ain +5 (af +5 = an +a;”), 0<j<m, 
BP OP mal amy, (P= SICH 


The points 


A®, m si < ni’, 
40* 
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and the intervals 


A® B™, mSi< m, 
AP BY, lsSi<m, 


jorm a third contribution to the set G (k). 
From every point A (a) with — m? 6 << a S 0 of A there is a line meeting 


the lines 2, ..., 2 at points of G (k). 

In fact if G,a:iimtint41 < *2 Ds, m2 + im + fy then the line 
AAS" .2 5 inm4i, Meets 2” at a point of Af), Bi .,,, A” at a point 
of A? BY and 2, 2, .. ., A at points of the intervals A‘ Bi”, A® BY, 


. A® B® respectively. 
And so on. 
The process will be terminated by a complete definition of the set @ (k), 
as consisting of the points 
A™, 0s i< m- 


and of the intervals 


Ay BY”, 2saesSsk, OSit < 2** 


From every point A (a) with m*—* 6 l<a = 0 of A there is a 


line meeting the lines 2, . A at points of G (k). 


‘ant if — r , 
In fact if Gi mk -2. 4. nl n + ipiy 5 ASG, yt “~ + igmt— 34+... 4% _, 
. : (2 3 
then the line AAS) 2—s, 5, k—5 + i, meets the lines 2 ee in ip 
at points of the intervals 
” hg (2) 
“Fi, mk + igm* — 4 ip i; m® —3 + tg m*— 4 + + t_ 9? 
(4) (%) 
Ay #4 iy m* , iy Bi mk —* + to m* 5+ 3? 


r¢ spec tively 
The coordinates of the points at which any line meets the lines A, 4, 
A form an arithmetic progression. Therefore the above result can be 


2 
expressed in the following form. 

To any number a with — | <a < 0 correspond points of G (k), say 
A™ (a) on 2. 2... A® (a) on 2”, such that the numbers 
(5) a, ae. 


form an arithmetic progression. 
Observe now that the part of @ (k) belonging to the line A‘ consists 
of m*-' points, the part belonging to the line 2” consists of m*-* intervals 
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A B® each of length 6; the part belonging to the line A of m*-* intervals 
A‘ B® each of length 6°, and so on. Therefore, by (4), the measure of the 
part of G (k) belonging to any line 2” is < m*-? 6. 


Form now the set H (k) of coordinates of points of @ (k) belonging to 4”, 





increased by mm of coordinates of points of G(k) belonging to 2@ 
: 2 a , , 
increased by west and so on. H (k) is included in the interval (—1, +1) 
and 

1 
(6) meas H (k) < km*-?6 = oe 


From (5) we deduce that to any number — 1 < ¢< 0 corresponds an 
arithmetic progression 
c, &), c®, ..., co 
all terms of which, except possibly the first term, belong to H (k), the differenc 


between two consecutive terms being > 





and <1. 





1 
Pon j amd the last term > Fal 


Prolong this series to the right and to the left as far as possible remaining 
always in the interval (—1, +1). It is clear that there can be at most one 
term to the right from ce” and at most k +- 1 terms to the left from c. Thus: 


To any c with — 1 <¢ <0 corresponds a number n with > >> 
such that of the numbers c + in with 
—l<ece+tyn7< +1, 
at least k belong to H (k) and at most k +- 3 do not. 
Given ¢ satisfying 0 < e < 4, we define a positive integer k such that 


Dg 1 
7 e+ esp 


3 
"is 


é, 


and form the set 
H = H(k)+H(k +1) 4 
By (6), (7) 
meas H < e. 

From the definition of H it follows that 

To any c with —1<¢< 0 there exists n >0 as small as we please 
such that the number of terms of the arithmetic progression c + in which satisfy 
(8) —~l<e+in< +1, 


and which do not belong to H, can éxceed the number of those which do belong 
to H by at most 3. 
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Observing that the number of terms of (8) does not exceed Pas we 
conclude that the number of terms belonging to H is > =, Hence, 


denoting by / (z) the characteristic function of H, we have 


f(le+tn)n>1-—7 


—i<e+in<+i 


and consequently 


lim ZS tte+inn=1 
70 —i1<e+inqn<+i 
for all — 1 <¢< 0, while 
+1 


j f(z)da = meas H < «. 


This gives 4 negative answer to our problem. 


(Eingegangen am 6. 1. 1938.) 














Zur algebraischen Geometrie. XIV. 

Schnittpunktszahlen von algebraischen Mannigfaltigkeiten. 
Von 

B. L. van der Waerden in Leipzig. 


1928 habe ich zum ersten Male eine Definition der Multiplizitat eines 
Schnittpunktes von zwei Mannigfaltigkeiten M, und M,,_,4 im projektiven 
Raum S, gegeben und bewiesen, da8 die Summe der Multiplizititen der 
Schnittpunkte gleich dem Produkt der Gradzahlen ist'). Mein Beweis be- 
ruhte auf einem einfachen Grundgedanken von G. Schaake, benutzte aber 
daneben schwierige, meist idealtheoretische Hilfsmittel. 1933 gab Severi?), 
von derselben Multiplizitatsdefinition ausgehend, einen einfacheren, auf 
dem Chasles-Schubertschen Korrespondenzprinzip beruhenden Beweis. Ich 
werde nun im ersten Teil dieser Arbeit zeigen, daB mein urspriinglicher Beweis 
sich unter Beibehaltung des Grundgedankens, aber unter Vermeidung der 
Idealtheorie so sehr vereinfachen la8t, daB er an Kiirze und Natiirlichkeit 
nichts zu wiinschen iibrig ]4Bt (§§1 bis 3). 

Der Grundgedanke ist folgender. Durch eine singulare projektive Trans- 
formation wird die Mannigfaltigkeit M, in eine zerfallende M, verwandelt, 
die in so viele lineare Raume zerfiallt, als der Grad von M, betrigt. Die Zahl 
der Schnittpunkte dieser zerfallenden Mannigfaltigkeit mit der anderen 
M,,_« ist offenbar gleich dem Produkt der Gradzahlen. 

Auf Grund des Prinzips der Erhaltung der Anzahl ist also die Schnitt- 
punktsanzahl irgend einer zu M, projektiv aiquivalenten Mannigfaltigkeit 
(insbesondere von M, selbst) mit M,_, ebenfalls gleich dem Produkt der 
Gradzahlen, wenn noch bewiesen werden kann, da8 beim Ubergang von einer 
allgemeinen zu der singularen Projektivitiét keine Schnittpunkte zusammen- 
riicken. Dieses nun hatte ich friiher idealtheoretisch bewiesen; es folgt aber 
viel einfacher aus der Tatsache, daB die zerfallende Mannigfaltigkeit M, 
die andere M,_, bei passender Wahl der singuliren Projektivitiit nicht 
beriihrt. 

Die Tatsache, daB jede Mannigfaltigkeit durch eine singulare Projektivitat 
in eine voll zerfallende iibergefiihrt werden kann, ist auch fiir den zweiten 
Teil dieser Abhandlung grundlegend. 


1) B. L. van der Waerden, Math. Annalen 99 (1928), S. 497—541. 
*) F. Severi, Abh. Math. Sem. Hamburg 9 (1933), S. 335—-364. 
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In §4 wird folgender Satz bewiesen: Wenn eine algebraische Mannig- 
faltigkeit M, ein algebraisches System von Mannigfaltigkeiten durchlauft, 
und man schneidet sie mit einer festen Mannigfaltigkeit M,, so durchlauft 
die Schnittmahnigfaltigkeit M,,,_, ebenfalls ein algebraisches System, 
sofern ihre Bestandteile mit ihren Schnittmultiplizitéten gezaihlt werden. 
Der Satz ist leicht fiir den Fall eines linearen Raumes M, zu beweisen, wihrend 
eine beliebige M, wieder durch eine singulare lineare Transformation in 
lineare Raiume zerlegt wird. 

In §5 wird dieser Satz auf Mannigfaltigkeiten M, und M, in einer sin- 
gularititenfreien M,, iibertragen. Dadurch wird eine algebraische Begriindung 
sowohl des Schubertschen Kalkiils der ahzihlenden Geometrie (siehe § 6) 
als auch der von Severi entwickelten Theorie der Aquivalenzscharen auf 
algebraischen Mannigfaltigkeiten*) erméglicht. 


Erster Teil. 


Der verallgemeinerte Bezoutsche Satz. 


§1. 
Tangentialriume von algebraischen Mannigfaltigkeiten. 
E sei ein allgemeiner Punkt einer r-dimensionalen algebraischen Mannig- 
faltigkeit M. Die inhomogenen Koordinaten &,, ..., &, sind also Elemente 
eines Kérpers 2 und das System {é,, ..., &,} hat den Transzendenzgrad r 


iiber dem Grundkérper K. K werde als vollkommener K6rper (z. B. algebraisch 
abgeschlossen) angenommen. Dann gilt zunichst der folgende 


Hilfssatz. Man kann die & so umnumerieren, da &,,,, ..., &, separable 
algebraische Funktionen von &,, ..., &, sind. 


Beweis. Hat K die Charakteristik 0, so ist nichts zu beweisen. Hat K 


die Charakteristik p und sind &,,..., &, algebraisch unabhingig, so gibt 
es eine iiber KX irreduzible algebraische Gleichung, die &,,, mit &,, ..., &, 


verkniipft : 


f(€, .--> &, &43) = 9, , ere T,, Tr.) + 9. 


%) F. Severi, Nuovi contributi alla teoria delle serie di equivalenza etc., Mem. 
Reale Accad. d’Italia 4 (1933), S. 71—129. — Contributi alla teoria delle serie etc., 
ebenda 8 (1937), S. 387—410. — Vgl. auch die Noten desselben Verfassers in Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. (6) 17 (1933); 20 (1934) und 21 (1935). 
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Wenn /(z) als Polynom in aj, ..., 2?,, geschrieben werden kénnte, so 


Tr 


ware f(z) die p-te Potenz eines anderen Polynoms: 


f(z) = DSae,...64, M+ Beeyt? 
p 
oO Re i 7) 
m= (D Vee, ...04, 8% OY, 


entgegen der vorausgesetzten Irreduzibilitét von f(z). Wir kénnen also 
%,..-, Zp und entsprechend é,, ..., &,,, so umnumerieren, daB / nicht 
als Polynom in z?,, geschrieben werden kann. Dann ist é,,, auf Grund 
der Gleichung f () = 0 eine separable algebraische Funktion von &,. . . . 


Nunmehr betrachten wir in derselben Weise die Gleichung, die &,.. 
mit &,, ..., &, verkniipft, und schlieBen, daB man diese £, so umnumerieren 
kann, daB &,,, eine separable algebraische Funktion von é,, ..., é, ist. 
Nach wie vor ist ¢,,, separabel iiber dem Kérper K (é,,..., &,, & 4»). 
dieser aber ist separabel iiber K (&,, ..., &,); also sind &,,, und &,’,, beide 
separabel iiber K (€,, ..., &,). So fahrt man fort, bis alle €, erschépft sind. 

Ist f = 0 die Gleichung einer Hyperfliche, welche die Mannigfaltig- 
keit M enthilt, also 

f(y, ---. &) = 0, 


so kann man die Gleichung { = 0 zunichst durch Einfiihrung von &, homogen 
machen und dann die Polarhyperebene des Punktes & in bezug auf die Hyper- 
fliche bilden: 














af(é of(é Of (é 
(1) No fe) + my fe ttt LS) — 0 
Nach dem Eulerschen Satz gilt 

aflé af (€) gg OF) 
(2) §; oe +, = +...+ 6, i = 0. 


Setzt man & = m = 1 und subtrahiert (2) von (1), so erhalt man die Glei- 
chung der Polarhyperebene in inhomogener Form 








HE até 
(3) (m — EGO +... + (na — EPG = 0. 


Wir behaupten nun: 


Satz 1. Alle Polaren (3) des allgemeinen Punktes & in bezug auf alle M 
enthaltenden Hyperflichen { haben einen r-dimensionalen linearen, den Punkt & 
enthaltenden Raum S, zum Durchschnitt, den Tangentialraum von M im 
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Punkte —. Die Gleichungen dieses Tangentialraumes lauten, wenn die Koordi- 
naten &,,..., &, dem Hilfssatz entsprechend numeriert werden 


r ag, 

r+. bio= ) Sea-8) 
j 

(4) Se @.6@ @ 8 dice ce a oP Sele 12 eA ee ie 


dé, 
n-n= of (n; — &). 


1 

Beweis. Wir haben erstens zu zeigen, daB der durch (4) definierte 
lineare Raum in allen Hyperebenen (3) enthalten ist. Setzt man (4) in (3) 
ein, so ergibt sich fiir die linke Seite 


r n 
Dd w-Hse+ 2 7 Sein — 80 
j=1 k=rt+1j=1 k 
— 69 4D + : ‘ao 

- > ie *! +1 O5, ze) 

Durch Differentiation der Gleichung a = 0 cal &, sieht man aber, daB 

die letzte Klammer den Wert 0 hat. Also ist der durch (4) definierte Raum 

in (3) enthalten. 

Zweitens haben wir zu zeigen, daB unter den Hyperebenen (3) n — r 
linesr unabhingige vorkommen, deren Durchschnitt genau der Raum (4) 
ist. Zu dem Zweck nehmen wir fiir f = 0 diejenige irreduzible Gleichung, 
die &,,, mit &,, ..., &, verbindet: 


f (&, sey é., €43 = 0. 








Ihre Polare (3) lautet: 


4 a a 
P (; hae NSE + (r+. = bre dgg =z (0, 


j=l 





Dividiert man durch , so ergibt sich 


of 
OFe44 





ye oF — §,41) = 0; 


j=1 
das ist aber die erste Gleichung (4). Genau so erhalt man alle anderen Glei- 
chungen (4). Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Schreibt man die Gleichungen des Tangentialraums in der Gestalt (1), 
so sieht man, da8 der Tangentialraum unabhingig von der Numerierung 
der Koordinaten und projektiv invariant mit der Mannigfaltigkeit M ver- 
kniipft ist. Die unendlich vielen linearen Gleichungen (1) sind einem end- 
lichen Gleichungssystem vom Range » — r dquivalent. 
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Als niachstes beweisen wir, daB eine Mannigfaltigkeit M, und ein allge- 
meiner linearer Raum 8S, _, in ihren Schnittpunkten keine Tangente gemeinsam 
haben. Genauer: 

Satz 2. Eine irreduzible r-dimensionale Mannigfaltigkeit M wird von 
einem allgemeinen linearen Raum S,,_, in endlich vielen Punkten geschnitten 
und die Tangentialréume von M in diesen Punkten haben mit S,_, jeweils 
nur einen Punkt (den Beriihrungspunkt) gemeinsam. 

Beweis. Zuniachst zeigen wir, daB es nur endlich viele Schnittpunkte 
geben kann. Betrachtet man den S,_, als Durchschnitt von r allgemeinen 
Hyperebenen und schneidet M der Reihe nach mit diesen Hyperebenen, so 
erniedrigt sich die Dimension der irreduziblen Bestandteile der Schnitt- 
mannigfaltigkeit bei jedem Schritt um mindestens Eins; also bleibt zum 
Schlu8 nur eine nulldimensionale Schnittmannigfaltigkeit iibrig. — Die 
SchiuBweise bleibt giiltig, wenn man S,_, durch einen Punkt &’ von M, sonst 
aber allgemein wahlt. 


Um nun die iibrigen Behauptungen des Satzes zu beweisen, bilden wir 
eine Korrespondenz zwischen den Punkten von M und den Teilriumen S,,_, 
des Raumes S,,, indem wir einem Punkte £ von M alle durch ihn gehenden 
Riume S,_, zuordnen. Die Gleichungen der Korrespondenz sind unmittelbar 
hinzuschreiben: sie driicken aus, daB & in M liegt und daB S,_, durch & 
geht. Ein allgemeines Paar (¢, S,_,) der Korrespondenz-erhalt man, indem 
man fiir é einen allgemeinen Punkt § von M waht und diesen mit einem 
allgemeinen S,_,._, durch einen S,_, verbindet. Durch relationstreue 
Spezialisierung erhalt man aus dem allgemeinen Paar (é, S,,_,) in der Tat alle 
Paare (2’, S,_,). Die Korrespondenz ist also irreduzibel. 

Das Prinzip der Konstantenziéhlung ergibt fiir die Dimension des Bild- 
raumes den Wert 

r+(n—r)r=r(n—r+1); 

denn M hat die Dimension r und durch jeden Punkt von M gehen o“~”” 
Raume S,_,, wihrend umgekehrt einem allgemeinen S,,_,, der mindestens 
einen Punkt & enthalt, nach dem schon bewiesenen nur «° Punkte &’ ent- 
sprechen. Die Zahl r(m — r + 1) ist aber die Dimension der (irreduziblen) 
Gesamtheit aller Riume S,_,. Also fallt der Bildraum der Korrespondenz 
mit der Gesamtheit aller S,,_, zusammen, d. h. jeder, und insbesondere jeder 
allgemeine, Raum S,_, enthalt in der Tat Punkte von M. Ist & irgend ein 
solcher Punkt, so hingt das Paar (¢, 8,_,) wirklich von r (nm — r + 1) Para- 
metern ab, ist also ein allgemeines Paar der Korrespondenz. 

Alle allgemeinen Elementepaare einer irreduziblen Korrespondenz haben 
bekanntlich genau dieselben algebraischen Eigenschaften. Sie kénnen durch 
K6rperisomorphismen ineinander iibergefiihrt werden. Also brauchen wir 
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die behauptete Eigenschaft iiber den Tangentialraum aur zu beweisen fiir 
den Fall, daB ein allgemein gewahlter Punkt von M und S,, _, der allgemeinste 
durch & gehende linearé Raum ist. Fiir diesen Fall ist sie aber unmittelbar 
klar, denn ein allgemeiner 4, 


” 


, durch & hat mit einem spezicllen Raum S, 
durch £ nur den einen Punkt & gemeinsam. 

Wir werden den durch Satz 2 ausgedriickten Sachverhalt kurz so aus- 
sprechen: Der allgemeine Raum S, schneidet die Mannigfaltigkeit M. 


aber beriihrt sie nicht 


§ 2. 
Projektive Transformation von Mannigfaltigkeiten. 

M = M, sei eine irreduzible d-dimensionale algebraische Mannigfaltig- 
keit vom Grade g im projektiven Raum S,,; ihre Gleichungen mégen lauten 
(1) : fa (Me: Mi» - + +> Mn) = O. 

T sei eine projektive Transformation, die 7 in 7” iiberfihit: 

(2) nr = 2 te M- 

Unter M? verstehen wir nun die Mannigfaltigkeit mit den Gleichungen 
(3) h(n") = 1, (2 te m) = 0. 

Das heiBt also: » gehért zu M7, wenn 17 zu M gehért*). Die Definition 
soll auch fiir singulire projektive Transformationen gelten (d. h. fiir solche 
mit verschwindender Determinante). 


Wir konstruieren nun eine singulare Projektivitaét, welche den ganzen 


' . é ics “ 
faum S, auf den Unterraum S,_, projiziert, folgendermaBen: g”, ..., ¢” 
seien n + 1 linear-unabhingige Punkte von S,. Jeder Punkt ¢€ kann dann 
linear durch 7. ..., ¢” ausgedriickt werden: 
. (ry) « ‘> (rv) 4 . ve (r) 4 
(4) ha ona KH S2akKAT 2 Wk A 
0 0 n d+1 


Die beiden angegebenen Teilsummen nennen wir 7, und 7,; dann ist also 


Ae = Ne T Ne: 


Geometrisch liegt 7 auf der Verbindungslinie der Punkte 7 und 7. Der Punkt 7 


(0) (n — d) 


liegt in dem von q +49 aufgespannten Raum S,,_4, wahrend 7; 


in — d + 1) 


in dem von q ,q™ aufgespannten, zu S,_4 windschiefen Raum 


S,—, liegt. » ist also die Projektion von 7 aus S,_, auf S,_ 4. 

*) Eigentlich ist M?™ also die Transformierte von M mit der inversen Trans- 
formation 7'-'. Mit Riicksicht auf die singularen Transformationen, die keine Inverse 
besitzen, wurde die obige Definition gewahlt. 








n 


1) 


n 
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Lést man die linearen —— @ nach den A, auf und setzt diese in 
Ne - 7 qe? 4 A, 


ein, so sieht man, daB die C,, lineare Funktionen der 7; sind. Die Projektion, 
die 7 in » iiberfiihrt,. ist also eine singulire lineare Transformation. 


Wahlen wir alle gq,” 


als unabhingige Unbestimmte, so sind S,_, und 
S,_, allgemeine lineare Riume. Der Raum S,,_, schneidet also die Mannig- 


faltigkeit M, in endlich vielen Punkten 


o”,..., 0. Kin Punkt » gehért zu M, wenn a-1 

die Projektion 7 zu M gehért. 7 ist aber stets 

: . MG 
ein Punkt von S,_4; wenn also » auch noch ro 


zu M, gehéren soll, mu8 7 einer der Punkte 


a, ..., 0 sein. Ist etwa 7 =o, so ist J Me os 


n =» +7 ein Punkt des Verbindungsraumes 
=™ von S,_, mit o”. Demzufolge zerfallt die Fig. 1. 








transformierte Mannigfaltigkeit M, in lineare 

Riume =™,..., 2% von der Dimension d, die alle durch S4_, gehen. 
Wir wollen nun die Polaren der Punkte von = in bezug auf die Glei- 

chungen (3) bilden. Die Gleichung einer solchen Polaren heiBt, wenn & ein 

veranderlicher Punkt der Polare ist 


ys, a = me is 7 Wn 4 a 


0 "e 








oder wegen (2) 





—y yy, Of, (97) 
(4) pp? (2M a0 
Setzen wir nun 
Of, (7) 

(5) = Wy, 

7 ; 
so wird (4) 
(6) 22 1;,%; & = 0. 


u; sind die Koeffizienten der Gleichung der Polare des Punktes 77 in bezug 
auf die Form f, (n). Wir nennen diese Hyperebene kurz vu. Die Gleichung (6) 
besagt, daB der transformierte Punkt &7 mit den Koordinaten 
rT—2F Tr Fe 

in der Hyperebene u liegen soll, oder, was dasselbe ist, daB ¢ in der trans- 
formierten Hyperebene u7 liegen soll. Daher der Satz: Die Polare von n 
in bezug auf die transformierte Gleichung (3) ist die Transformierte u™ der 
Polare u des Punktes n? in bezug auf die urspriingliche Gleichung (1). 

Wenn der Punkt é allen Polaren (4) in bezug auf alle Gleichungen (3) 
angehért, so liegt er in dem Tangentialraum des Punktes 7 in bezug auf M7’. 
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Dazu ist notwendig und hinreichend, daB &7 allen Polaren des Punktes »7 
in bezug auf M angehért, mit anderen Worten, daB &7 in dem Tangential- 
raum des Punktes 77 in bezug auf M liegt. Das heiBt also: 

Satz 3. Der Tangentialraum von » in bezug auf M? ist der Transformierte 
des Tangentialraums von 47 in bezug auf M. 

Fiir nichtsingulare projektive Transformationen driickt dieser Satz nichts 
anderes aus als die projektive Invarianz des Tangentialraumes. Der Satz 
gilt aber auch fiir singulire Transformationen, vorausgesetzt, daB-¢ einen 
bestimmten Bildpunkt 7 besitzt, also daB die nf nicht alle Null werden. 
Wenden wir den Satz an auf die Projektion S, die 7 in 7 iiberfiihrt, so miissen 
wir fiir 7 einen Punkt nehmen, der einem der Raiume 2“, etwa dem Raum 2 
angehért, aber nicht dem Raum S,_,, da sonst der Punkt 7 nicht bestimmt 
wire. Der Punkt # fallt dann in o”. Dieser Punkt besitzt, als allgemeiner 
Punkt von M, einen bestimmten Tangentialraum S,. Nach §1 hat dieser 
mit S,_, nur den einen Punkt o gemeinsam. Der transformierte Raum 8. 
ist also dér Verbindungsraum dieses Punktes o” mit S,_,, d.h. S, fallt 
mit 5° zusammen. Damit ist bewiesen: 

Satz 4. Die zerfallende Mannigfaltigkett M = 5% +...+ 5” mit 
den Gleichungen (3) besitzt in jedem Punkt £ von =” oder 2, ..., 2%, der 
nicht zu S,_, gehért, einen Tangentialraum S,, der mit [ (baw. [®, ..., 2) 
zusammenfallt. 

Geometrisch ist das gefundene Ergebnis natiirlich véllig einleuchtend. 
Der Sinn des obigen Beweises liegt in dem Nachweis, daB der geometrische 
Tangentialraum mit dem algebraisch definierten Durchschnitt der Polaren 
der Gleichungen (3) zusammenfiallt, was z. B. nicht erfiillt wire, wenn M 
mehrfach zu ziahlende Bestandteile enthielte. Die Vollkommenheit des 
Grundkérpers ist dabei eine wesentliche Voraussetzung. 

Das gefundene Ergebnis bleibt natiirlich giiltig, wenn die Transformation 
» — » noch mit einer nichtsingularen projektiven Transformation zusammen- 
gesetzt wird, welche bewirkt, daB jeder einzelne der Raume =, ..., [® in 
allgemeine Lage beziiglich einer zweiten Mannigfaltigkeit M, _ 4 gebracht wird. 


Als Hauptergebnis dieses Paragraphen ist die Tatsache zu betrachten, 
daB in dér Familie der projektiv transformierten emer irreduziblen Mannig- 
faltigkeit M, vom Grade g als Grenzgebilde auch solche Mannigfaltigkeiten vor- 
kommen, welche in g verschiedene lineare Raume derselben Dimension d zer- 
fallen, die einen Raum S,_, gemeinsam haben. Diese Tatsache wurde von 
G. Schaake*) zuerst bemerkt und wie oben bewiesen. 


5) G. Schaake, Afbeeldingen van figuren op de punten ecener lineaire ruimte, 
Diss. Amsterdam 1922, Kapitel 6. Vgl. auch F. Severi, Mem. Aocad. Ital. 5 (1934), 
8. 239—283. 
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§ 3. 


Schnittpunkte von zwei Mannigfaltigkeiten. 


M, und M,,_, seien zwei absolut irreduzible Mannigfaltigkeiten von den 
Dimensionen d und » — d und den Graden g und h in S,. T sei eine allgemeine 
projektive Transformation (mit unbestimmten Koeffizienten). Es gilt dann 
der folgende 

Sutz A. M? und M,,_4 haben genau g -h Schnittpunkte. Wenn bei einer 
Spezialisierung der Transformation T die Anzahl der Schnittpunkte endlich 
bleibt, sind die bei der Spezialisierung entstehenden Vielfachheiten dieser Schnitt- 
punkte stets positiv. 

Haben insbesondere M, und M,_, selbst endlich viele Schnittpunkte, 
so erscheinen diese, wenn 7 zur Identitaét spezialisiert wird, mit positiven 
Vielfachheiten behaftet. Diese heiBen Schnittpunktsmultiplizititen. Thre 
Summe ist nach dem Prinzip der Erhaltung der Anzahl gleich g - h. 

Zunichst soll gezeigt werden, daB M7 und M,,_, endlich viele Schnitt- 
punkte haben. Wir betrachten eine Korrespondenz, welche jedem Punkt 1’ 
des (nm? + 2 m)-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten T; ze (j,k 
= 0,1, ..., ) alle Punktepaare (&’, 7’) von S,, zuordnet, fiir welche & zu M, 
und » zu M,_, gehért, wihrend die Transformation 7” gerade & in 7’ 
iiberfiihrt : 

(1) Ag = Lhe m- 

Die Gleichungen (1) kénnen natiirlich durch Elimination von A inhomogen 
gemacht werden; dazu treten dann noch die Gleichungen, welche ausdriicken, 
daB & zu M, und 7! zu M,_, gehéren. Da & zu M, gehért, gehort 7’ zur 
transformierten Mannigfaltigkeit M7". 7’ ist also ein Schnittpunkt von M7" 
und M,,_«. 

Ein allgemeines Element (t, &, 7) der Korrespondenz erhalt man, indem 
man fiir & einen allgemeinen Punkt von M,, fiir n einen davon unabhingigen 
allgemeinen Punkt von M,,_,, fiir T schlieBlich die allgemeinste projektive 
Transformation, die in 7 iiberfiihrt, wihlt. Das lineare Gleichungssystem (1) 
in den Unbekannten / und 1; , besitzt ja eine allgemeine Lésung, aus der 
jede Lésung durch Parameterspezialisierung entsteht. Die allgemeine Lésung 
haingt, von einem unwesentlichen Proportionalititsfaktor abgesehen, noch 
von n® +n Parametern ab. Die Existenz eines allgemeinen Elementes der 
Korrespondenz beweist ihre Irreduzibilitit. 

Nehmen wir an, da8 die an der Korrespondenz beteiligten Punkte 1’ 
eine a-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden und daB8 jedem allgemeinen 
Punkt + dieser Mannigfaltigkeit eine b-dimensionale Mannigfaltigkeit von 
Punktepaaren entspricht, so ist nach dem Prinzip der Konstantenzihlung 


a+b=d-+ (mn —d) + (n? +n) = n® + 20. 
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Wenn wir zeigen kénnen, daB b = 0 ist, so folgt a = n? + 2n, d.h. die 
Urmannigfaltigkeit der Korrespondenz ist der ganze (n? + 


2 n)-dimensionale 


i=} 


Raum, und einem allgemeinen Punkt t entsprechen endlich viele Punktepaare 
(€, 7). Das hei®t also, M7 und M,,_, haben fiir allgemeine T endlich viele 
Schnittpunkte, wie behauptet wurde. 

Gesetzt, die Behauptung wire falsch, dann wire 6 > 0, und jedem 
Element t’ der Urmannigfaltigkeit wiirden unendlich viele Punktepaare 
(£’, n') entsprechen, d. h. M7" und M,,_, hitten stets unendlich viele Schnitt- 


punkte. 


— woo 


Das wiirde auch dann gelten, wenn t’ eine singulire projektive 


Transformation darstellt. 


Nun gibt es aber, wie wir in § 2 sahen, singulire projektive Transforma- 


tionen, die M, in eine zerfallende Mannigfaltigkeit iiberfiihren, bestehend 


aus g linearen Riumen 2, welche zu M,,_, allgemeine Lage haben und daher 
q ‘ 


M,,_ 4 je in h Punkten schneiden. Wir kommen also zu einem Widerspruch. 

Es ist also gezeigt, daB M7 und M,,_, endlich viele Schnittpunkte haben, 
falls 7’ eine allgemeine projektive Transformation ist. Bei einer Spezialisierung 
T + T’ kénnen Schnittpunkte zusammenriicken und jeder Schnittpunkt 7 
erhilt eine bestimmte Multiplizitat. Da aber die Korrespondenz zwischen 


tt epee Ge 


T’ und 7’ nach dem obigen irreduzibel ist, sind die entstehenden Multiplizitaten 


alle positiv. 


Wahlt man fiir 7’ wieder die vorhin betrachtete singulire Transforma- 
tion S, die M, in eine in g lineare Raume zerfallende Mannigfaltigkeit M$ 
iiberfiihrt, so ist die Zahl der Schnittpunkte von Mf und M,,_, gleich g - h, 


) 
da jeder der g linearen Raume ~ genau h Schnittpunkte mit M,_, hat. 


Wenn wir noch zeigen kénnen, da8 diese Schnittpunkte bei der Spezialisierung 
notwendig die Multiplizitét Eins erhalten, so folgt daraus, daB auch bei 
allgemeinem 7 die Zah] der Schnittpunkte gleich g -h ist. 

Gesetzt, die Multiplizitat eines Schnittpunktes £ von M3 und M, _, ware 
gréBer als Eins. Dann miiBten nach ZAG V (Math. Ann. 110) die Polaren dieses 
Schnittpunktes ¢ in bezug auf die Gleichungen von M§ und M,,_, mindestens 
eine Gerade gemeinsam haben. Die Polaren von ¢ beziiglich M,_ 4 haben den 
Tangentialraum S,_, zum Durchschnitt, ebenso die beziiglich M$ nach §1 


den Tangentialraum 2. Da aber ~ allgemeine Lage zu M,_, hat, haben 


(ry) 


~ und S,_,4 nur einen Punkt gemeinsam (Satz 2). Damit haben wir einen 


Widerspruch gefunden und den Hauptsatz in allen Teilen bewiesen. 


Der Hauptsatz gilt ebenso auch fiir zerfallende Mannigfaltigkeiten M, 


und M,_4, vorausgesetzt, daB deren absolut irreduzible Bestandteile alle 
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dieselbe Dimension d bzw. n —d haben. Denn die Schnittpunkte von M7 
und M,_4 setzen sich zusammen aus den Schnittpunkten der absolut irre- 
duziblen Bestandteile von M? mit denen von M,,_,. Es gibt keine Schnitt- 
punkte, die mehreren irreduziblen Bestandteilen von M,,_, gleichzeitig an- 
gehéren, denn der Durchschnitt von zwei solchen Bestandteilen ist eine 
Mannigfaltigkeit von einer Dimension < n — d, welche M7? fiir allgemeine T 
nicht schneidet. 


Zweiter Teil. 


§ 4. 
Schnittpunktsgruppen von Systemen von algebraischen Mannigfaltigkeiten. 


In ZAG IX haben W.-L. Chow und ich®) den Begriff des algebraischen 
Systems von algebraischen Mannigfaltigkeiten definiert. Die einzelnen 
Elemente eines solchen Systems S sind rein d-dimensionale Mannigfaltig- 
keiten M, deren irreduzible Bestandteile M, mit gewissen Vielfachheiten a, 
versehen sind. Wir schreiben dementsprechend 

M = 2a, M,. 
Der Grad von M ist 
= 24,9, 
wo g, den Grad von M, bedeutet. Alle Mannigfaltigkeiten M des Systems S 
haben denselben Grad g und dieselbe Dimension d. 


Hat eine Mannigfaltigkeit M,,_, mit M, nur endlich viele Schnittpunkte, 
so bilden diese, mit ihren Vielfachheiten versehen, eine Schnittpunktsgruppe Q,. 
Unter der Schnittpunktsgruppe (kiirzer Schnittgruppe) Q von M und M,_, 
verstehen wir nun die Punktgruppe 


Q= 22,9, 
und bezeichnen sie mit M -M,_,. Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: 

Satz By. Durchléuft M = M, ein irreduzibles algebraisches System von 
Mannigjaltigkeiten, so durchliuft auch die Schnittgruppe Q = M,-M,,_4 ein 
irreduzibles System von nulldimensionalen Mannigfaltigkeiten, und die Zu- 
ordnung M +Q ist eine irreduzible Korrespondenz zwischen diesen beiden 
Systemen. 

Beweis. 1. Es geniigt, zu beweisen, daB die Paare (M, Q) eine irreduzible 
Korrespondenz bilden. M* sei das allgemeine Element des irreduziblen 
Systems, Q* seine Schnittgruppe mit M,_,. Das Paar (M*, Q*) ist jedenfalls 
das allgemeine Element einer Mannigfaltigkeit von Paaren (M’, Q’), die durch 
relationstreue Spezialisierung aus (M*,Q*) hervorgehen. Wir haben zu be- 


6) Math. Annalen 113 (1937), S. 692—712. 
Mathematische Annalen. 115. 
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weisen, daB die bei einer solchen relationstreuen Spezialisierung entstehende 
Punktgruppe Q’ genau die Schnittgruppe von M’ und M,,_, ist. Dabei kénnen 
wir M* und M,,_, als absolut irreduzibel annehmen, da sie andernfalls in 
ihre absolut irreduziblen Bestandteile zerlegt werden kénnen, was eine ent- 
sprechende Zerlegung der Schnittpunktsgruppe nach sich zieht. 

2. Wir beweisen unsere Behauptung zuniichst fiir den Fall, daB M,,_, 
ein allgemeiner (von M* und M’ unabhiangiger) linearer Raum S,,_,, Durch- 
schnitt der allgemeinen Hyperebenen u™, .. ., wu, ist. Ist nun M eine irre- 
duzible d-dimensionale Mannigfaltigkeit und sind 6, ..., £ die Schnitt- 
punkte von M mit S,_4, so ist die zugeordnete Form von M nach ZAG IX 
durch 


F (u, &®, ..., &®) = (2 ui ff”) 


definiert; sie ist also gleichzeitig die zugeordnete Form F (u®) der Schnitt- 
punktsgruppe (¢, ..., 6). Durch Produktbildung folgt dieselbe Tatsache fiir 
reduzible Mannigfaltigkeiten M, insbesondere fiir M* und M’. Die relationstreue 
Spezialisierung M*-—> M’ bedeutet nach Definition eine relationstreue Speziali- 


sierung der zugeordneten Form F (u®, ..., wu), also auch eine relations- 
treue Spezialisierung der Schnittpunktsgruppe (Cc, ..., 0), deren zu- 
geordnete Form ja ebenfalls F (uv, ..., u®) ist. Damit ist im Falle 


M,,_4 = S,—4 die Behauptung bewiesen. 

3. Nun ersetzen wir M,_, durch eine projektiv transformierte M7 _, 
mittels einer allgemeinen Projektivitét T. S sei eine singulire Projektivitat, 
welche (nach §2) M,,_,4 in eine zerfallende Mannigfaltigkeit 

MS _,=S8°.+...+8”, 


iiberfiihrt. Die Schnittgruppe von M* und M7? _, sei Q*. Wir spezialisieren 
T +S und M*-M’. Machen wir zuerst die Spezialisierung T — S, so 
riicken keine Schnittpunkte zusammen, denn M* und M8 _, haben in ihren 
Schnittpunkten keine Tangente gemeinsam, und daraus folgt (wie in § 3), 
daB alle Spezialisierungsmultiplizitaten gleich Eins sind. Bei der nachfolgenden 
Spezialisierung M*-» M’ gehen die Schnittpunktsgruppen der einzelnen 
S*_ , mit M* nach dem schon Bewiesenen in die von S‘” , mit M’ iiber. 
Insgesamt geht also Q* = (M*, M7_,) in (M’, 2 S&_,) = (M’, M5_,) iiber. 


Wird andererseits zuerst M*-— M’ und dann T —S spezialisiert, so 
geht bei der ersten Spezialisierung Q* in eine Punktgruppe Q” iiber, von der 
wir beweisen wollen, da8 sie mit der Schnittgruppe M’ - M? _, identisch ist. 
Q” besteht jedenfalls aus Schnittpunkten von M’ mit M7_, mit gewissen 
Multiplizitéten. Es sei nun 


(1) M’ = Za, M, 
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die Zerlegung von M’ in irreduzible Mannigfaltigkeiten. Da die Schnittpunkte 
der irreduziblen Mannigfaltigkeit M, mit M? _, alle konjugiert sind, kommen 
sie in Q’ alle mit der gleichen Multiplizitat f, vor. Es ist also 


(2) Q” = 2B, (M,, My -.). 


Bei der nachfolgenden Spezialisierung 7 — S geht (M,, M7 _,) in (M;,, M$ _,) 
iiber (nach Definition der letzteren Punktgruppe), mithin Q” in die Punkt- 
gruppe 

ZB, (Mi, MS_.). 


Wenn wir nun wiiBten, daB die Reihenfolge der beiden Spezialisierungen 
gleichgiiltig ist, so wiirde folgen 
ZB; (M;, My -«) = (M’, My -«) 
oder, wenn die Gruppe rechts vermége (1) in ihre Bestandteile zerlegt wird, 
fi, = «, 
also nach (2) 
Q” = 2a, (M,, My_4) = (M’, MZ _.), 
was zu beweisen war. 

Der Nachweis, daB die Reihenfolge der beiden Spezialisierungen gleich- 
giiltig ist, kann folgendermaBen gefiihrt werden. Das allgemeine Element M* 
des irreduziblen Systems S kann mit dem besonderen Element M’ durch ein 
eindimensionales Teilsystem von S (eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit S) 
verbunden werden’). M’ kann ein singulirer Punkt dieser Kurve sein; in 
diesem Falle lésen wir die Singularitaét auf, betrachten also M’ als Bildpunkt 
eines einfachen Punktes P’ einer Hilfskurve C, wihrend M* das Bild eines all- 
gemeinen Punktes P* der Kurve C ist. Statt M’ und M* schreiben wir also 
fortan M (P’) und M(P*). Statt nun direkt M* zu M’ zu spezialisieren, 
spezialisieren wir im obigen Beweis P* zu P’, was von selbst die Spezialisierung 
M*-» M’ zur Folge hat. Mit dieser Abanderung fiihren wir nun den obigen 
Beweis durch und haben zu zeigen, daB die Reihenfolge der Spezialisierungen 
T —S und P* + P’ fiir das Ergebnis gleichgiiltig ist. 

Wir betrachten die algebraische Korrespondenz, die zwischen den Paaren 
(P*, T) einerseits und den Punkten Y der Punktgruppe Q* andererseits 
besteht. Die Gleichungen der Korrespondenz driicken aus, da8 P* ein Punkt 
von C ist und daB Y zu M (P*) und zu M?_, gehért. Dem speziellen Paar 
(P’, 8S) entsprechen in der Korrespondenz nur endlichviele Punkte Y’. Die 
Urmannigfaltigkeit der Korrespondenz besteht aus allen Paaren (P’”, T”’), 
wobei P” irgend ein Punkt der Kurve C und 7” irgend eine projektive Trans- 


1) ZAG XI, Math. Annalen 114 (1937), § 1, Hilfssatz, 8. 684. 











632 B. L. van der Waerden. 


formation ist. Das Paar (P’, S’) stellt einen einfachen Punkt der Urmannig- 
faltigkeit dar, denn /” ist ein einfacher Punkt der Kurve C und S ist ein, 
selbstverstiindlich einfacher, Punkt des Raumes aller projektiven Trans- 
formationen. Wenn aber einem einfachen Punkt der Urmannigfaltigkeit in 
der Korrespondenz endlichviele Punkte der Bildmannigfaltigkeit entsprechen, 
so haben alle diese Punkte nach ZAG VI 8), §3, Satz1 ganz bestimmte 
Spezialisierungsmultiplizitéten, unabhangig davon, wie die relationstreue 
Spezialisierung P*— P’, T +S, Q*-Q’ ausgefiihrt wird. Es ist also auch 
gleichgiiltig, ob man zuerst P*—> P’ und dann T +S spezialisiert oder um- 
gekehrt. 

Es wire an sich denkbar, da die Zahlen B, davon abhangig waren, auf 
welchem Zweig der Kurve M* gegen M’ strebt, d. h. also welchen der endlich 
vielen Punkte P’ man dem Element M’ zuordnet. Der obige Beweis zeigt 
aber, daB die Zahlen’f’, unabhingig von der Wahl von P’ immer gleich «, sind. 

4. SchlieBlich untersuchen wir, was mit der PunktgruppeQ* = M*-M?_, 
geschieht, wenn M* zu M’ und T zur Identitat J spezialisiert wird. Speziali- 
sieren wir zuerst T + J/, so geht Q* in M*- M,,_, iiber, denn so wurde die 
Punktgruppe M* - M,,_ 4 gerade definiert. Spezialisiert man sodann M*— M’, 
so geht Q* in eine Punktgruppe Q iiber, bestehend aus Schnittpunkten von M 
und M,_4 mit gewissen Multiplizitaéten. Dasselbe Ergebnis mu8 auf Grund 
der obigen SchluBweise auch bei der anderen Reihenfolge der Spezialisierungen 
zum Vorschein kommen. Lat man zuerst M* in M’ iibergehen, so geht 

* — M*-M?_, nach dem schon Bewiesenen in M’-M7_, iiber. Geht 
nun T in die Identitat J iiber, so geht M’-M7_, in M’ - M,_, iiber, denn 
so wurden die Multiplizitaten der Punkte von M’- M,,_, gerade definiert. 
Vergleich mit dem Ergebnis der ersten Reihenfolge der Spezialisierungen ergibt 


Q = M’-M,.,. 


“—n— 


Damit ist Satz By in allen Teilen bewiesen. 

Wir betrachten nun etwas allgemeiner zwei Mannigfaltigkeiten M, 
und M, mit d+ e¢ = n+ k, von denen M, ein irreduzibles System durch- 
liuft. Der Durchschnitt D von M, und M, hat mit einem allgemeinen linearen 
Raum S,,_, jedenfalls Punkte gemeinsam, also hat D mindestens die 
Dimension k; wir nehmen an, daB D genau die Dimension k hat. Die irre- 
duziblen Bestandteile von D haben dann (nach Satz 2 aus ZAG XII) genau 
die Dimension k. Wir zihlen sie mit gewissen Vielfachheiten, die folgender- 
maBen definiert werden: Der allgemeine S,,_ , schneidet M, und M, in Schnitt- 
mannigfaltigkeiten N,_, und N,_,, die endlich viele Schnittpunkte haben, 
alle nach dem vorangehenden mit gewissen Vielfachheiten versehen. Diese 


*) Math. Annalen 110 (1934), S. 144. 
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Schnittpunkte sind genau die Schnittpunkte von D mit S,_,, sie verteilen 
sich also auf die irreduziblen Bestandteile von D und jeder von ihnen gehért 
einem und nur einem dieser Bestandteile an. Es sei D, ein solcher Bestandteil. 
Da die Schnittpunkte von D, mit S,_, algebraisch konjugiert sind, haben 
sie alle (als Schnittpunkte von N,_, und N,_,) dieselbe Multiplizitit j,. 
Diese definieren wir als Multiplizitat von D, als Bestandteil der Schnitt- 
mannigfaltigkeit D von M, und M,,. 

Nun kann Satz B, unmittelbar auf den Fall d + e = n + k ausgedehnt 
werden : 

Satz B. Durchléujft M, ein irreduzibles algebraisches System von Mannig- 
faltigkeiten, so durchliuft auch die Schnittmannigfaltigkeit Q,. = M,-M, ein 
irreduzibles System von k-dimensionalen Mannigfaitigkeiten, und die Zuordnung 
M,—>Q, ist eine irreduzible Korrespondenz. 

Beweis. Mj sei wie im vorigen Beweis das allgemeine Element des 
gegebenen irreduziblen Systems, QF seine Schnittmannigfaltigkeit mit ,. 
Das Paar (M3, Qi) definiert wieder eine irreduzible Mannigfaltigkeit von 
Paaren (M,,Q;), die durch relationstreue Spezialisierung entstehen. Wir 
haben zu beweisen, daB Q’ genau die Schnittmannigfaltigkeit M’ . M, ist. 
Dazu schneiden wir alle Mannigfaltigkeiten M,, M7, Q;,. M,, Q;. mit einem 
allgemeinen linearen Raum S,,_ ,. Dadurch gehen sie in M,_ ,, MZ_,, Q*. 
M;_,, Q, iiber. Die einfache Uberlegung im 2. Teil des Beweises von Satz Bo, 
die von dem Schnitt mit linearen Raiumen handelt, liefert unmittelbar das 
Ergebnis, daB das Paar (M;,, Q,) eine relationstreue Spezialisierung von 
(M7, Q>) ist. Da Q* die Schnittgruppe von Mj_, und M,_, (im Raum S,,_,) 
ist, so folgt aus Satz By, daB Q) die Schnittgruppe von M,_, und M,_ , ist. 
Daraus folgt auf Grund unserer Definitionen der Vielfachheiten der irre- 
duziblen Bestandteile von M, - M,, daB Q, genau die Schnittmannigfaltigkeit 
M,- M, ist, was zu beweisen war. 

Bemerkung. Die Beweise der Siitze B, und B gelten mit einer 'in- 
schrinkung auch noch dann, wenn in dem betrachteten irreduziblen System © 
von Mannigfaltigkeiten M, einzelne Mannigfaltigkeiten vorkommen, die einen 
mehr als k-dimensionalen Durchschnitt mit M, haben (k = d+ e—n). Es 
ist nur vorauszusetzen, daB das allgemeine Element Mj mit M, wirklich 
einen nur k-dimensionalen Durchschnitt besitzt. Die Schnittmannig‘altig 
keit QF = Mj -M, definiert dann ein irreduzibles System von Mannigfaltig- 
keiten, welches zum System © in Korrespondenz steht, derart, da} jedem 
allgemeinen Mj ein einziges Qf entspricht. Der Beweis des Satzes B liefert 
nun folgendes Ergebnis: Ist M, ein solches Element von S, das mit M, einen 
nur k-dimensionalen Durchschnitt hat, so entspricht diesem M, in der Korre- 
svondenz nur ein Bildelement Q,, niimlich M',:M,. Hat aber M, einen mehr 
als k-dimensionalen Durchschnitt mit M, , so kinnen dem M, inder Korrespondenz 
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mehrere Bildelemente Q, entsprechen. Uber die letzteren Bildelemente sagt 
der Satz nichts aus. 

Man kann nach Severi*) die Schnittmannigfaltigkeit M,-M, auch 
dann, aber nicht eindeutig, definieren, wenn M, und M, einen mehr als 
k-dimensionalen Durchschnitt haben. Zu dem Zweck bettet man M, in 
ein irreduzibles System ein, dessen allgemeines Element M$ mit M, einen 
k-dimensionalen Durchschnitt Qf hat, und nimmt dann wie oben eine relations- 
treue Spezialisierung (Mj, Q¢) > (M,,Q,) vor. Irgend eine der so erhaltenen 
rein k-dimensionalen Mannigfaltigkeiten Q, gilt als virtuelle Schnittmannig- 
faltigkeit M,- M,. 


§ 5. 
Schnitt von Mannigfaltigkeiten auf ©. 


Es sei M, eine singularitatenfreie Mannigfaltigkeit im Raum S,. Haben 
zwei Mannigfaltigkeiten M, und M, in M,, einen nur k-dimensionalen Durch- 
schnitt D, (k = d+ e—n), so definiert man nach Severi?) die Vielfach- 
heiten der irreduziblen Bestandteile Di” von D, folgendermaBen: 

Verbindet man alle Punkte von M, mit allen Punkten eines allgemeinen 
(also M,, nicht treffenden) linearen Raumes S,_,,_,, so erhalt man einen 
projizierenden Kegel K,,,_,. Enthalt M, mehrfach gezihlte Bestandteile, 
so werden die entsprechenden Bestandteile von K,,,_, ebenso oft gezihlt 
wie jene. Jeder Bestandteil Di’ von D, ist gleichzeitig ein irreduzibler Be- 
standteil des Durchschnittes M,-K,,,_, und hat als solcher eine Multi- 
plizitét u. Diese soll gleichzeitig als Multiplizitat von Df in D, = M,-M, 
gelten. 

Zur Rechtfertigung der Definition ist nachzuweisen, daB der Durch- 
schnitt M,-K,.,_, tatsiichlich nur Bestandteile von einer Dimension Sk 
hat. Das geht so: Ist P ein nicht in D, enthaltener Punkt von M,-K,.,_,. 
so liegt P auf einer Verbindungslinie QR, wo Q auf M, und R auf S,_,_, 
liegt. Wir betrachten nun eine algebraische Korrespondenz zwischen P 
und R, bestehend aus den Punktepaaren (P, R), bei denen P zu M,, R zu S, 
gehért, waihrend die Verbindungslinie PR einen Punkt von M, enthilt. 
Aus dem Prinzip der Konstantenzihlung ergibt sich, da8 die Dimension 
eines irreduziblen Bestandteils der Korrespondenz einerseits gleich d + e + 1, 
andererseits gleich a + 6 ist, wobei a die Dimension der Bildmannigfaltig- 
keit (der Gesamtheit der Punkte R) ist, wahrend einem allgemeinen Punkte R 
dieser Bildmannigfaltigkeit «’ Punkte P entsprechen. Schneidet man nun 
die Bildmannigfaltigkeit mit dem allgemeinen Raum S,_,_,, legt also dem 
Punkte R noch n + 1 allgemeine lineare Bedingungen auf, so verringert sich 
die Dimension @ um n + 1, wiahrend 6 ungeandert bleibt. Die Dimension 
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der Korrespondenz wird also (d + e+ 1)—(n+1)=k. Die Dimension 
der Urmannigfaltigkeit, d. h. der Gesamtheit der Punkte P, denen Punkte R 
auf S,_,_, entsprechen, wird nun wieder nach dem Prinzip der Konstanten- 
zihlung Sk, womit unsere Behauptung bewiesen ist. Mit genau denselben 
Schliissen, bei denen M,, die Rolle von M, iibernimmt, beweist man, daB der 
vollstandige Schnitt M,,-K,,,—, nur Bestandteile von einer Dimension S e 
enthalt. Dieser Durchschnitt besteht somit aus M, und einem Restschnitt N,: 


M,,- K.4,-, = M,+N,. 


Nun sei e < n, und es sei P irgend ein fester, von S,_,,, , unabhiangiger Punkt 
von M,. Wir wollen beweisen, daB P nicht zu N, gehért. 

Beim Beweis kénnen wir M, als irreduzibel annehmen. N, sei ein irre- 
duzibler Bestandteil von N,. Gesetzt, P wiirde zu N, gehéren. P* sei ein 
allgemeiner Punkt von N, (nicht in M,); dann ist P*— P eine relations- 
treue Spezialisierung. Verbinde P* und P mit S,_,,_,; das ergibt zwei Ver- 
bindungsriume S?_, und S,_,, von denen der letzte eine relationstreue 
Spezialisierung des ersteren ist. S?_, ist ein erzeugender Raum des projji- 
zierenden Kegels K,,,_, von M,; also hat S?_, einen Punkt Q* (+ P*) 
mit M, gemeinsam. Die relationstreue Spezialisierung P*— P, S?_,, > S,_, 
kann durch Q*->Q erweitert werden. Q ist ein gemeinsamer Punkt von 
S,_, und M, (denn Q* war ein solcher von S?_,, und M,). Nun haben aber 
M, und S,_,, wegen e < » auBer P keinen gemeinsamen Punkt®). Also ist 
Q = P. Das heiBt, die beiden verschiedenen Schnittpunkte P* und Q* von 
S?_,, mit M, gehen bei der relationstreuen Spezialisierung S?_,— S,_, in 
einen einzigen Punkt P = Q iiber. Dieser wire also ein doppelt zu zihlender 
Schnittpunkt von M, und S,_,. Aber P ist ein einfacher Punkt von M,, * 
und der Verbindungsraum von P mit einem allgemeinen Raum S,_,,_, hat 
daher in P nur einen einfach zu zihlenden Schnittpunkt mit M,. Wir sind 
somit auf einen Widerspruch gestoBen. 

Bei dem oben gefiihrten Beweis ist ganz wesentlich die Voraussetzung 
benutzt, daB P ein einfacher Punkt von M,, ist. Fiir singulire Punkte gilt 
die Behauptung im allgemeinen nicht, wie man sich durch Beispiele leicht 
klar machen kann. 

Jetzt sind wir im Stande, den Satz B auf Mannigfaltigkeiten in M,, zu 
iibertragen : 


*) Denn der Kegel, der M, aus P projiziert, hat nur die Dimension e + 1 =n 
und hat daher mit einem allgemeinen linearen Raum 8, __,,__ , keine Punkte gemeinsam. 
Er hat also auch mit dem Verbindungsraum 8, _ ,, keinen erzeugenden Strahl ge- 


meinsam. Das wire aber doch der Fall, wenn S, _ ,, einen von P verschiedenen Punkt Q 
von M, enthielte. 
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Satz C. Durchléiuft M, ein irreduzibles algebraisches System von Mannig- 
jaltigkeiten in M,,, so durchliiuft die Schnittmannigfaltigkeit D, = M,:M, 
mit dem festen M, ein irreduzibles System von k-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten, und die Zuordnung M, > Q, ist eine irreduzible Korrespondenz. Dabei 
ist vorausgesetu, daB M,, singularititenfrei ist und daB der Schnitt M,-M 
nur Bestandteile von hichstens der Dimension k = d + e — n enthilt. 


a 


Beweis. Es sei wieder (wie bei den Beweisen der Satze B, und B) Mj das 
allgemeine Element des gegebenen irreduziblen Systems, Qf seine Schnitt- 
mannigfaltigkeit mit M,, und es sei Mj -- M,, Qf —Q, eine relationstreue 
Spezialisierung. Wir haben zu beweisen, daB Q, genau die Schnittmannig- 
faltigkeit von M, und M, ist. Wir ergiinzen Qf durch Rf zum vollstandigen 
Schnitt Qj + Rj = Mj -K,..,-». Die irreduziblen Bestandteile von Mj 
kommen nach Definition mit genau derselben Multiplizitét in Mj - K,.,_, 
vor, und der vollstindige Schnitt Mj - K,,,_,, besteht somit aus M3 und einigen 
weiteren Bestandteilen, die nach dem obigen ebenfalls k-dimensional sind 
und nicht zu M,, also zum Restschnitt N, gehéren: 


(1) R? CN,. 


Die relationstreue Spezialisierung Mj > M,, Qf >Q, laBt sich nun durch 
R; + R, erginzen. Die Summe Qj + Rj = Mj -K,.,,_, ergibt dann bei 
der relationstreuen Spezialisierung nach Satz B 


(2) Q. +R, = M,-K 


wobei die Relation (1) ebenfalls erhalten bleibt: 


R, CN,. 


Aus demselben Grunde ist weiter 
Q.cM, und QCM, 


Es sei nun /, ein irreduzibler Bestandteil von M, - M, und P cin fester Punkt 
von /,. Dann liegt P nach dem friiher Bewiesenen nicht in N,, also nicht 
in R,; mithin ist 7, nicht in R, enthalten. Die Vielfachheit von J, als Be- 
standteil von Q, + R, = M, - K,..,_, ist somit gleich der Vielfachheit von /, 
als Bestandteil von Q,; andererseits ist sie nach Definition auch gleich der 
Vielfachheit von I, als Bestandteil von M,-M,. Da dasselbe fiir alle irre- 
duziblen Bestandteile von M, - M, gilt, so folgt die Behauptung 


M; : 





M, = Q. 








so WN 


~~ ws 
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§ 6. 
Der Schubertsche Kalkiil!. 


In §5 haben wir nach Severi die Schnittmannigfaltigkeit M,-M, = M, 
von zwei Mannigfaltigkeiten M, und M, in M,,, deren Durchschnitt die 
Dimension k = d + e—n hat, definiert. M, ist entweder leer (M, = 0) 
oder eine Summe von irreduziblen Bestandteilen mit bestimmten positiven 
Multiplizitéten. Um nun das Rechnen mit dem Symbol M,-M, zu er- 
méglichen, haben wir zunachst das kommutative und das assoziative Gesetz 
der Multiplikation sowie die Distributivgesetze nachzuweisen. 

1. Das kommutative Gesetz. Es geniigt, den Falld +e = n,k = 0 
zu behandeln, da der allgemeine Fall sich durch Schnitt mit einem allge- 
gemeinen S,_ , in S, darauf zuriickfiihren laBt (vgl. den Ubergang von Satz B, 
zu Satz B in §4). Weiter kénnen wir M, und M, als absolut irreduzibel 
annehmen. 

Es sei P ein Schnittpunkt von M, und M,. Wir haben zu beweisen, 
daB die Multiplizitét von P als Punkt von M, - M, dieselbe ist wie die Multipli- 
zitat von P als Punkt von M,-M,. Beim Beweise folgen wir Severi*), indem 
wir die in §5 gegebene Definition der Schnittpunktsmultiplizitét durch eine 
andere, allgemeinere ersetzen. 

Wir nehmen zu M, eine Mannigfaltigkeit N, hinzu, welche P nicht 
enthalt, auf M,, liegt und welche ebenso wie M, nur endlich viele Punkte 
mit M, gemeinsam hat, und wihlen sie so, daB M, + N, = L, ein Element 
eines irreduziblen Systems von Mannigfaltigkeiten ist, dessen allgemeines 
Element L7 die Mannigfaltigkeit M, nicht beriihrt. DaB es eine solche Mannig- 
faltigkeit N, wirklich gibt, wird sich nachher zeigen. Die Multiplizitaiten der 
Schnittpunkte von Lj und M, nach der in §4 gegebenen Definition sind 
dann gleich Eins; denn wenn Lj und M, sich nicht beriihren, so beriihrt L4 
auch den projizierenden Kegel K,,,_,, nicht. Bei der relationstreuen Speziali- 
sierung L3 > L, = M,+ Ny gehen eine gewisse Anzahl « von Schnitt- 
punkten von LZ und N, in den Punkt P iiber, und aus Satz C folgt, dab 
diese Anzahl gleich der Multiplizitét von P als Schnittpunkt von M, + Ng 
mit M,, also auch von M, mit M, ist. 

Wir haben hier also eine zweite Definition der Schnittmultiplizitit 
gefunden, welche den Vorteil hat, daB sie nur die Mannigfaltigkeit M, und 
nicht den umgebenden Raum benutzt. Severi hat diese Definition sogar 
an die Spitze gestellt. Aus ihr folgt, nebenbei bemerkt, die Invarianz der 

Schnittpunktsmultiplizitat bei birationalen Transformationen, fiir welche 
der Schnittpunkt P nicht Fundamentalpunkt ist. 

Um nun zu zeigen, daB es tatsichlich Mannigfaltigkeiten N, mit den 
gewiinschten Eigenschaften gibt, projizieren wir M, (wie in § 5 M,) aus einem 
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allgemeinen linearen Raum S,_,_ ,. Der projizierende Kegel K,,,_,, schneidet 
M,, in M, und einem Restschnitt N,. Unterwerfen wir den Kegel K,.,,_,, einer 
allgemeinen projektiven Transformation 7, so schneidet K7,,_,, die Mannig- 
faltigkeit M,, nach einer Schnittmannigfaltigkeit Lj. Durchliuft T alle 
projektiven Transformationen, so durchlauft nach §4 die Schnittmannig- 
faltigkeit Lj = Kj,,_, : M,, ein irreduzibles algebraisches System von Mannig- 
faltigkeiten. Der allgemeine Kegel K7,,_,, beriihrt nach § 2 die feste Mannig- 
faltigkeit M, nicht, also beriihren auch Lj und M, sich nicht. Die Anzahl 
der Schnittpunkte von Lj und M, oder, was dasselbe ist, von K7,,_,, und M,, 
welche bei der Spezialisierung T—J in P iibergehen, ist also nach dem 
vorhin Bewiesenen gleich der Multiplizitat von P als Punkt von M, M,,. 


Dieselbe Zahl stellt nach der Definition des §3 auch die Multiplizitat 
von P als Schnittpunkt von M, und K,,,_, dar, oder nach der Definition 
von § 5 die Multiplizitéat von P als Punkt von M, - M,. Damit ist das kommu- 
tative Gesetz bewiesen. 


2. Das assoziative Gesetz. Offenbar stellen die Symbole M,-(M,-M,) 
und (M,-M,)-M, dieselbe Punktmenge dar. Wir wollen nun zeigen, daB 
jeder irreduzible Bestandteil von der Dimension | = d +-e+/f—2n in 
M,:(M,-M,) und in (M,- M,) - My; mit derselben Multiplizitéat vorkommt. 


Wir betrachten zuerst den Fall dreier Mannigfaltigkeiten im projektiven 
Raum S,. Wir kénnen d + e+ f = 2m annehmen, da der Fall d+e+/ 
2n +1 durch Schnitt mit einem allgemeinen linearen Raum S,,_ , auf den 
ersteren zuriickgefiihrt werden kann. Weiter diirfen M,, M, und M, als absolut 
irreduzibel angenommen werden. 


Es seien S und T zwei voneinander unabhangige, allgemeine projektive 
Transformationen. Dann bestehen sowohl Mj -(M,- M7?) als (Mj -M,)- M7 
aus lauter einfach gezihlten Punkten. Sie stimmen also iiberein. Bei der 
relationstreuen Spezialisierung S J und der nachfolgenden Spezialisierung 
T I geht (nach Satz B) M§ - (M, - M7) in M, - (M, - M,) und (M§ - M,)- M7 
in (M,-M,)-M, iiber. Also stimmen auch diese Punktgruppen iiberein. 


Nun gehen wir zu dem Fall iiber, daB M,, M,, M, in eine singularitaten- 
freie M,, eingebettet sind. Es seien K,,,_, und K,,,_, die projizierenden 
Kegel von M, und M, aus zwei allgemeinen linearen Raumen S,_,,_,, S,_,_1. 
Nach §5 stimmt der Schnitt M,-M, mit dem Schnitt K,,,_, - M, iiberein, 
wenn man von solchen Restbestandteilen von K,,,_,-M, absieht, welche 
keinen festen Punkt enthalten. Also stimmt auch (M,-M,)-M, mit 
(Ka.r-n*M,)-My, und ebenso weiter mit (K,.,_,°M.)-K;,,_, tiber- 
ein, abgesehen von Restbestandteilen ohne feste Punkte. Ebenso stimmt 
M,:(M,-M,) mit Ky,,-, (M, - K;,,_,) ttberein, wieder abgesehen von 
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Restbestandteilen ohne feste Punkte. Nach dem schon Bewiesenen gilt 
aber in S, 

(Karen Me) Bj prin = Karen’ (Me* Kj,,—n)s 
also nach Weglassen der von S,_,_, undS,_,_, abhiingigen Restbestandteile: 
(M,-M,.)-M, = M,:(M,- M,). 

3. Die Distributivgesetze: 
M,:(M,+ M,) = M,:M, +- M,-M., 
(M,+M,)-M,=M,-M,+M,:M 
Diese sind selbstverstandlich, da der Schnitt M,-M, im Fall eines zer- 
fallenden M, = = M? als Summe 2M? M. erklart war, und ebenso 


fiir zerfallende M,. 


Um nun von dem bisher behandelten Kalkiil der Schnittmannigfaltigkeiten 
zum Schubertschen Kalkiil der abzihlenden Geometric?) iiberzugehen, miissen 
wir den Begriff der Schnittpunktszahl [M,-M,,_,] einfiihren. Haben M, 
und M,,_, nur endlichviele Schnittpunkte, so ist [M,-M,_,4] einfach die 
Summe der Multiplizitaten dieser Schnittpunkte. Haben aber M, und M,,_, 
unendlich viele Punkte gemeinsam, so nehme man (wie unter 1.) zu M, eine 
Mannigfaltigkeit N, hinzu, welche mit M,,_ , nur endlich viele Punkte gemein- 
sam hat, derart, daB M, + N, = L, ein Element eines irreduziblen Systems 
von Mannigfaltigkeiten ist, deren allgemeines Element Lj mit M,_, nur 
endlich viele Schnittpunkte hat. Dann definiert man die Schnittpunktszahl 
{M,-M,,_4] als die Differenz 

[Lz *M,a) — (Na: M,-¢)- 
Sie kann allerdings negativ ausfallen"). : 

Die Schnittpunktszahl [M,-M,,_4] ist von der Wahl von Ny und L, 
unabhangig und ist symmetrisch in M, und M,,_ 4. Ist nimlich Mz + Ng = Lg 
wie oben und ebenso M,_, + N,_4 = L,_4, wobei N,_, und L* , mit L, 
nur endlich viele Schnittpunkte haben, so ist 


[M,- M,_4) = (L3 - M,_ 4) — (Na- Man-a] 
= [Lz ‘ L, - al — [Lz . N, a] a [Na L,,-a] + [Na , N,, - al 
= [Lj - Ly_ a) — (13 -N,-a) — (Nas Dra) + (Na Naa 





) H. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879. 
1) Beispiel: Ist M, eine Gerade auf einer doppelpunktfreien kubischen Flache M, 
des Raumes S, und N, ein Kegelschnitt, der M, zu einem ebenen Schnitt L, der Flache 
erganzt, so ist 
[M,-M,) = (Lt- M,)—[N,-M,) = 1-—2=-—1. 
Dabei bedeutet L* den Schnitt der Flache mit einer allgemeinen Ebene. 
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und ebenso 


[M,, a* M,) 5 [Ly a ca] —— [Ly a- N,] rie [N,,, - "6 Lj) i [N,-¢ ; Nal 
= [Lz , Ly al we [Na ' Ly - al we [Lz : N, al “J [Na . N,,-a)- 
also 


[M, ¥ M,, a] : [M,, -a° M,), 


und da die rechte Seite von der Wahl von Lj und N, unabhiingig ist, ist die 
linke es auch. 
Genau analog kann man Schnittpunktszahlen von mehreren Mannig- 
faltigkeiten, z. B. 
[Ma -M,.-Mg,~4-<] 


auch in dem Falle definieren, da8 diese mehr als nur endlich viele Schnitt- 
punkte haben, und die Unabhiangigkeit der Produkte von der Reihenfolge 
der Faktoren beweisen. Bei der nun folgenden Begriindung des Schubert- 
schen Kalkiils werden wir immer nur den Fall betrachten, daB alle vor- 
kommenden Schnittmannigfaltigkeiten M,-M, die ,,richtige‘‘ Dimension 
d + e—n haben (oder leer sind). Der andere Fall la8t sich immer darauf 
zuriickfiihren, indem man M, durch eine Differenz Lj — N, (oder M, durch 
L* — N.) ersetzt. 

Im Schubertschen Kalkiil wird jeder Mannigfaltigkeit M, auf der festen 
M,, ein ,,Bedingungssymbol‘‘ u (oder A, v, 4, &, p, 9, g, A, ...) zugeordnet: 
u bedeutet die einem Punkte von M,, auferlegte Bedingung, zu M, zu gehéren. 
Ist die Dimension d = n — k, so heiBt mw eine k-stufige (oder k-fache) Be- 
dingung. Der Summe zweier Bedingungssymbole von gleicher Stufe soll die 
Summe der zugeordneten Mannigfaltigkeiten, dém Produkt zweier Be- 
dingungssymbole das Produkt der Mannigfaltigkeiten (die Schnittmannig- 
faltigkeit) entsprechen, alles unter Beriicksichtigung der Multiplizititen der 
irreduziblen Bestandteile der Mannigfaltigkeiten und Schnittmannigfaltig- 
keiten. Das Produkt einer k-stufigen und einer /-stufigen Bedingung ist eine 
(k + l)-stufige Bedingung. Mehr als n-stufige Bedingungen werden nicht 
betrachtet ; eine n-stufige Bedingung stellt eine endliche Zahl von Punkten dar. 

Das Entscheidende ist aber die Gleichheitsdefinition. Zwei k-stufige 
Bedingungen werden einander gleich gesetzt, wenn die Schnittpunktszahlen 
der zugehérigen Mannigfaltigkeiten mit jeder beliebigen Mannigfaltigkeit Q, 
auf M,, dieselben sind: 


pw =v, wenn stets [M,_,°Q.) = [Nn_ .- Qs] gilt. 


Dabei geniigt es, wenn die Gleichheit der Schnittpunktszahlen fiir diejenigen 
Q, gilt, welche M,,_, und N,_, nur in endlich vielen Punkten schneiden: 
sie gilt dann ganz von selbst fiir alle Q,, da diese, wie angegeben, durch 
Differenzen ersetzt werden kénnen. 
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Die Gleichheitsdefinition ist offenbar symmetrisch, reflexiv und transitiv; 
auch kann man symbolische Bedingungsgleichungen ohne weiteres addieren 
und subtrahieren. Man kann eine Gleichung zwischen Bedingungssymbolen 
aber auch auf beiden Seiten mit einem beliebigen Symbol multiplizieren, 
vorausgesetzt, daB die Stufenzahl dabei Sn bleibt. Denn wenn 


M,-+°Q = Nn Q 
fiir beliebige Q, gilt, so gilt fiir beliebige L,_, und Q,, , 
M,,- k * Inns *Qas = | b*Dn-r *Qns k 


d.h. aus w = » folgt vA = vA. 

Zwei n-stufige Bedingungen sind nach der Definition einander gleich, 
wenn sie dieselbe Anzahl von Punkten darstellen. Man kann also auch jedes 
n-stufige Bedingungssymbol einer Zahl gleichsetzen. 

Beispiel zum Schubertschen Kalkiil. M,, sei die singularitatenfreie 
(weil homogene) Mannigfaltigkeit aller Geraden des Raumes S;. Es bedeute g 
die einer Geraden auferlegte Bedingung, eine gegebene Gerade zu schneiden 
oder allgemeiner einem gegebenen linearen Komplex anzugehéren. Die 
Lage der gegebenen Geraden oder die Wahl des Komplexes ist dabei gleich- 
giiltig, da alle linearen Komplexe eine irreduzible Mannigfaltigkeit bilden 
und alle Bedingungen g daher im Sinne des Kalkiils gleich sind. g, bedeute 
die einer Geraden auferlegte Bedingung, durch einen gegebenen Punkt p 
zu gehen, g, die (ebenfalls zweistufige) Bedingung, in einer gegebenen Ebene 
zu liegen, g, die dreistufige Bedingung, einem gegebenen Geradenbiischel 
anzugehdren, schlieBlich G die vierstufige Bedingung, mit einer gegebenen 
Geraden zusammenfallen. Man kénnte nach der eben gemachten Bemerkung 
G auch durch die Zahl 1 ersetzen. 

gq? bedeutet die Bedingung, zwei gegebene Geraden zu schneiden. Waihlt 
man die gegebenen Geraden so, daB sie sich schneiden, so gehen die Geraden, 
welche beide schneiden, entweder durch den Schnittpunkt oder sie liegen 
in der Ebene der beiden gegebenen Geraden. Da die beiden durch die Be- 
dingungen g definierten speziellen linearen Komplexe sich auch in diesem 
Spezialfall nicht beriihren (vgl. ZAG VIII, Math. Annalen 113, 8. 203), so 
sind die Bedingungen g, und g,, in die g* sich aufspaltet, beide mit der Vielfach- 
heit Eins zu zahlen. Es gilt also 


(1) G=Iot+ 9, 


in Worten: Die Anzahl der Geraden einer algebraischen Strahlenkongruenz, 
die zwei gegebene Geraden schneiden, ist gleich der Summe aus Biindelgrad und 
Feldgrad der Kongruenz. 
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Multipliziert man (1) auf beiden Seiten mit g, so folgt, da g -g, und g - 9, 
beide dasselbe bedeuten wie g,: 


(2) gf = 249,. 
Nochmalige Multiplikation mit g ergibt: 
(3) g = 2G, 


in Worten: Es gibt genau zwei Geraden, welche vier gegebene Geraden 
schneiden oder allgemeiner vier gegebenen linearen Komplexen angehéren. 

Natiirlich lat sich das Ergebnis in diesem einfachen Fall noch direkt 
algebraisch bestatigen. Es war mir aber nur darum zu tun, durch ein méglichst 
einfaches Beispiel den Schubertschen Kalkiil zu erlautern. 

Es sei noch bemerkt, da8 der in der ersten Hilfte dieses Paragraphen 
behandelte Kalkiil der Schnittmannigfaltigkeiten weiter reicht als der Schubert- 
sche Kalkiil, da der letztere sich nur mit Anzahlen, der erstere aber sich mit 
den Schnittmannigfaltigkeiten selbst befaBt. Der Kalkiil der Schnittmannig- 
faltigkeiten kann zur Begriindung der Severischen Theorie der Aquivalenz- 
scharen auf algebraischen Mannigfaltigkeiten*) verwendet werden. 


(Eingegangen am 30. 10. 1937.) 














Berichtigung 
zu der Arbeit von Wilhelm Magnus in Frankfurt a. M.: 
,,Uber die Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen Klassen von 
positiv-definiten quadratischen Formen‘, 
Math. Ann. 114, 8. 465—475. 


Einer Mitteilung von Fraulein H. Braun verdanke ich den Hinweis, daB die 
Formel (23), 8. 474, falsch ist und durch die Formel 


(23*) M (dS) = M(S) 

zu ersetzen ist, da die in Hilfssatz 1 angegebene Formel (6) unrichtig und durch 
* —. gm? ao — a 

(8*) c,(6 =r vs.” S) 


zu ersetzen ist. Der Fehler beruht darauf, daB bei Siegel nicht wie bei Minkowski, 
aus dessen Arbeit Hilfssatz 1 entnommen wurde, vorausgesetzt wird, daB die Deter- 
minante der Matrix % in (3) kongruent 1 mod. gq ist. Die von Minkowski angegebene 
Uberlegung fiihrt dann sofort zu (6*) anstatt zu (6). — Der Hilfssatz 1 wird erst beim 
Beweise von Hilfssatz 5 wieder gebraucht, der seinerseits zur Ableitung der Formel (21) 
benutzt wird. Fihrt man nun statt der in Hilfssatz 5 benutzten Zahlen B, die fir 
p > 2 mit diesen identischen Zahlen 7, ein durch die Definitionen 

_=+! _=+! —~8m+1 
(A) y¥,=S8, * a(S) fir p>2; y,=—S, * a5(S)2 fir p = 2, 
so erhélt man aus (19), wenn man noch das Produkt aller y~ 1 erstreckt tiber die 
in S aufgehenden Primzahlen p, mit We (GS) bezeichnet, statt (21) die Formel 


aie) M(G)BI(Z) (FZ)... 7(F)a-m tame +" w, (S), 
da fiir nicht in S aufgehende Primzahlen p stets ¥. = 1 ist, und zum Beweis des ersten 


(richtigen) Teils des Hauptresultats (auf 8. 473) ist nun zu zeigen: Wenn die Matrix S 
primitiv ist, d.h. wenn der gréBte gemeinsame Teiler der Elemente von GS gleich 1 


ist, so besitzt die (urspriinglich in (21) durch s? nach unten abgeschitzte) Funktion 
W., (S) jedenfalls die Eigenschaft, fir alle m = 3 gleichmaBig nach unten beschrinkt 
zu sein, fiir m > 34 stets => 1 zu sein, und bei festem m mit S — oo ebenfalls iiber alle 
Grenzen zu wachsen. Hierzu geniigt es zu beweisen: Ist S = S, 8S, 8,, wobei S, also 
alle von 3 und 5 verschiedenen in S aufgehenden Primfaktoren enthilt, so gilt: 


W,(6)=st far m=7, 
” | W,,, (S) = sf sts} (1 + 3) 0 4 5) "a-tm aast (5) 


fir 62=m23. 
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Zum Beweis leite man zunachst mit den nach Hilfssatz 5 (auf 8. 471, unten) angegebenen 
Uberlegungen mit Hilfe von (6*) statt (6) die Formeln ab 


Tr 
mor fy g Lytt b ze atemeen—me) ; 
79 S27 (1+ 5) 2 fir p> 2, 

(C) r 
-_ } Py "ee (™ - ™o) 

v3 =2 _ fir p= 2. 
Die Zahlen r, «,, m, hangen dabei noch von p ab; da S primitiv sein soll, gelten jedoch 
jedenfalls die Ungleichungen 
(D) l=rSm—1; wo, =1, m, (m—m,) = m—1; 


r r 
2° ™e » oe Mel™—™e) 
= p* . 





(E) S, =e 
Ist nun die Primzahl p, so groB, daB 
of 
1\2 
(F 2(1+—) = p,‘ 
, ( mt Po 


ist, so erh&lt man aus (C), (D), (E), (F) die Abschitzungen 


r 
P 1209 —F Fm ™o(™—™%) ai 

|» =[2(1+ 3) Te 8, 
(m—1}) 


(G) 
| s[2(1+<) pr ‘ [st=ss,? fir p= po 





wegen (E) und der zweiten Ungleichung (C) gilt auch noch y, = Sy + Nun rechnet 
man leicht nach, daB man fiir m= 3 jedenfalls p, = 7 und fir m7 sogar p, = 3 
wahlen darf. Indem man noch fiir 6 = m |} 3 die Zahlen +, und y, direkt mittelst (C) 
und (E) abschatzt, erhilt man aus (G) unmittelbar (B). 

Bisher wurde S primitiv angenommen. Ist nun d eine natirliche Zahl, so ist 
die Anzahl der im Geschlecht von dS enthaltenen Klassen dquivalenter Matrizen 
gleich der Anzahl der im Geschlecht von S enthaltenen Klassen; dies folgt am kiirzesten 
aus dem Satz (siehe Minkowski, Ges. Abh. I, 8. 221/222), daB verwandte Matrizen 
sich durch eine Matrix ineinander transformieren lassen, deren Determinante gleich 1 
ist und deren Elemente rationale Zahlen mit zu einer beliebig vorgeschriebenen Zahl d 
teilerfremden Nennern sind. Alle mit dS verwandten Matrizen lassen sich also in 
der Gestalt dS, schreiben, wobei S, eine mit GS verwandte Matrix bedeutet. Dies 
widerspricht dem zweiten Teil des Hauptresultats, welches also nunmehr so zu for- 
mulieren ist: 

Es gibt nur endlich viele nicht dquivalente positiv-definite quadratische Formen 

m 
Om Z ,%0%* (sn = a) 
in m > 3 Variablen z;, mit ganzzahligen Koeffizienten Sey deren gréBter gemeinsamer 
Teiler gleich 1 ist, fiir die die Anzahl der im Geschlecht von Q enthaltenen Klassen dqui- 
valenter Formen unterhalb einer festen Zahl liegt. — Fiir m > 34 gibt es keine Form, 
deren Geschlecht nur eine Klasse enthdlt. 


(Eingegangen am 22. 11. 1937.) 











Zur algebraischen Geometrie. XV. 
Losung des Charakteristikenproblems fir Kegelschnitte. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Chasles hat empirisch gefunden, daB die ,,Anzahl‘‘ der Kegelschnitte*) 
einer festen Ebene, in welchen sich ejn System von o! und ein System von «* 
Kegelschnitten durchdringen, durch einen Ausdruck von der Form 
(1) au + by 
angegeben wird, wobei a, b Zahlen sind, die nur von dem System o*, und 
u,v Zahlen, die nur von dem System o! abhingen. Genauer sind y, v die 
,,Anzahlen“ der Kegelschnitte des Systems o!, welche irgendeinen gegebenen 
Punkt enthalten bzw. irgendeine gegebene Gerade beriihren. 

Die Formel (1) wird selbstverstandlich, aber auch ziemlich nutzlos, wenn 
man unter einem Kegelschnitt nur ein Punktgebilde: eine Kurve 2. Ordnung 
versteht, denn die Kurven 2. Ordnung hangen von sechs homogenen Para- 
metern (Gleichungskoeffizienten) ab und bilden daher einen projektiven 
Raum S,; im S, aber gilt fiir die ,,Anzahl‘‘ der Schnittpunkte eines Systems 
von oo! und eines Systems von of Punkten sogar die einfachere ,,Bezoutsche“ 
Formel yu (Produkt der Gradzahlen). Die Forme] (1) erhalt dagegen ihren 
vollen Sinn, wenn man nach Study*) den Begriff des vollstdndigen Kegel- 
schnitts einfiihrt. Ein solcher besteht aus einer Kurve 2. Ordnung und einer 
Kurve 2. Klasse, die so miteinander verkniipft sind, daB sie zusammen als 
Grenzgebilde einer nicht zerfallenden Kurve 2. Ordnung und deren Tangenten- 
gebilde aufgefaBt werden kénnen. 

Es gibt, wie im folgenden §1 naher ausgefiihrt werden soll, drei Arten 
von vollstandigen Kegelschnitten: 

1. Eine nicht ausgeartete Kurve 2. Ordnung mit ihrem Tangentengebilde. 

2. d-Ausartung. Ein Geradenpaar und ein doppelt gezihltes Strahlen- 
biischel, dessen Scheitel beiden Geraden angehért. 

3. n-Ausartung. Eine doppelt gezihlte Gerade und zwei Strahlenbiischel, 
deren Zentren auf der Geraden liegen. 


1) ,,Anzahl“ in Anfihrungsstrichen bedeutet Summe der Schnittpunktsmultiplizi- 
taten. 
*) E. Study, Uber die Geometrie der Kegelschnitte, insbesondere deren Charak- 
teristikenproblem, Math. Annalen 26 (1886), S. 58— 101. 
Mathematische Annalen. 115. 4? 
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Den Fallen 2 und 3 gemeinsam ist die ,,67-Ausartung“, die aus einer 
doppelt gezihlten Geraden und einem doppelt gezaihlten Strahlbiischel be- 
steht. Von diesem Fall abgesehen, geniigt in den Fallen 1 und 2 die Angabe 
der sechs Koeffizienten der Kurve 2. Ordnung, um den vollstandigen Kegel- 
schnitt festzulegen. Im Fall 3 geniigt das aber nicht, da die beiden Strahlen- 
biischel dann noch auf der Geraden verschoben werden kénnen. Die voll- 
stindigen Kegelschnitte entsprechen somit nicht ausnahmslos eineindeutig 
den Punkten eines projektiven Raumes S,, und davon riihrt es her, daB die 
einfachere Bezoutsche Regel durch die zweigliedrige Formel (1) ersetzt werden 
muB*). 

Study hat fiir die Formel (1) einen Beweis gegeben, der nur in Hinblick 
auf das Fehlen eines exakten Multiplizitatsbegriffs einer Erginzung bedarf. 
Wir werden in § 2 die Formel (1) mit den Methoden von ZAG VI*) herleiten. 

Unter Heranziehung der scharferen Methoden von ZAG XIV 5) gelingt 
auch die Bestimmung der ,,Anzah]‘ der gemeinsamen Elemente eines Systems 
von o” und eines Systems von o* Kegelschnitten. Das Ergebnis ist die 
sogenannte Cremonasche Charakteristikenformel *). 


§ 1. 
Die Mannigfaltigkeit M, der vollstindigen Kegelschnitte. 
Eine allgemeine Kurve 2. Ordnung 
(2) £4, 2%, = 0 (a;, Unbestimmte) 
definiert eine Kurve 2. Klasse, ihr Tangentengebilde 
(3) La, ,u;u, = 0, 


wobei die Matrizes (a; ,) und («,;,) zueinander ‘nvers sind. Die 2 - 6 Koordinaten 
4,, und «,, definieren einen Punkt A in einem zweifach-projektiven Raum S, ,. 
Der Punkt A hangt rational von den Unbestimmten a;, ab, ist also der all- 
gemeine Punkt einer irreduziblen rationalen Mannigfaltigkeit M, in S, ;. 
Die Mannigfaltigkeit MN, ist durch ihren allgemeinen Punkt A vollstandig 








%) Auf die scharfe Polemik zwischen Study und Zeuthen, die sich an die hier ge- 
schilderte Studysche Auffassung gekniipft hat, brauchen wir hier nicht einzugehen, 
da sie weniger die Sache selbst betraf als die Frage nach dem Werte anderer Unter- 
suchungen von Halphen und die Ehre seines Andenkens. Wir stellen uns hier einfach 
auf den — mathematisch jedenfalls einwandfreien — Studyschen Standpunkt. 

*) Math. Annalen 110 (1934), S. 134—160. 

*) Math. Annalen 115 (1938), Heft 4, S. 619—642. 

*) Sie heiBt nun einmal so. In Cremonas gesammelten Werken habe ich sie nicht 
finden kénnen. Eine Beweisandeutung bei Study’). 
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bestimmt. Jeder Punkt B von M, definiert eine Kurve 2. Ordnung und eine 
Kurve 2. Klasse: 


(4) 2b,.2;2, = 0, ZBi.Uity, = 0, 


die zueinander in der Beziehung stehen, daB sie alle (homogenen) algebraischen 
Relationen erfiillen, welche im allgemeinen Fall zwischen den Kurven (2), (3) 
bestehen. Ein solches Kurvenpaar nennen wir einen vollstdndigen Kegelschnitt. 
Da zu jedem Punkt von M, ein vollstaindiger Kegelschnitt gehért und um- 
gekehrt, kann man M, die Mannigfaltigkeit der vollstandigen Kegelschnitte 
nennen. 

Zu den algebraischen Relationen, die im allgemeinen Fall zwischen 
den zueinander inversen Matrizes (a,,), («;,) bestehen, gehéren die folgenden: 


Layee, = Oi (= 0 fir i + 1 und = 1 firi=)), 
oder homogen geschrieben: 
2a,.%, = 0 fir k + I, 
Lay pkey = LAgp eq = Lagp hp. 
Dieselben Relationen miissen nun auch die spezialisierten 6 und f erfiillen: 
Jb Be, = 0 fir k + I, 


2b eBer = VberBe2 = Tsxhes- 
Daraus folgt: 


(5) 2b eB x: = £6;1 (e€ = 0 oder a 0). 


Wir wollen nun zeigen, daB M, eine singularitétenfreie Mannigfaltigkeit 
ist, und daB ihre Punkte genau die drei in der Einleitung aufgezahlten Arten 
von vollstindigen Kegelschnitten definieren. Zu diesem Zwecke geniigt es, 
erstens zu zeigen, da8 keine anderen Kurvenpaare die Relationen (5) erfiillen 
als die drei aufgezihlten Arten, und zweitens fiir die Kurvenpaare der an- 
gegebenen Arten in der Nachbarschaft eines vorgegebenen solchen Kurven- 
paares K, K’ eine eineindeutige (rationale) Parameterdarstellung anzugeben, 
welche fiir spezielle Werte der Parameter genau das jeweils vorgegebene Kurven- 
paar (K, K’) ergibt, fiir allgemeine Werte der Parameter aber das allgemeine 
Kurvenpaar (2), (3) darstellt. 

Das erstere zeigen wir so: Die Matrix (b,,) der quadratischen Form 
2b,,2;2, kann durch Koordinatentransformation jedenfalls auf eine der drei 


Gestalten 
0 0 1 0 0 
. Os | 0 0 0 
0 0 0 0 0 


42* 
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gebracht werden. Die Relationex (5) besagen dann, daB die Matrix (f;,) in 
diesen drei Fillen die Gestalt 


fe 0 O 0 0 0 0 O 0 
(o é 0}, (o 0 0 } (o Bae ts 
0 0 eé/ 0 0 Bss 0 Bse Bsz/ 


hat. Im dritten Fall kann man durch eine weitere Koordinatentransformation 


Boe Bes, 


auch die Matrix ( } noch auf Diagonalform bringen. Schreibt man nun 
32 33 
in diesen drei Fallen die Kurvenpaare (4) hin, so erhalt man genau die in der 


Einleitung unter 1., 2., 3. angegebenen geometrischen Gestalten. 

Die so erhaltene gleichzeitige Diagonalform des Matrixpaares (b,,), (8; x) 
bildet auch den Ausgangspunkt bei der Herleitung der Parameterdarstellung 
der Kurvenpaare in der Nachbarschaft eines gegebenen. Die Matrizes (6, ,), 
(8; 4) des vorgegebenen Kurvenpaares K, K’ seien, wenn wir aus typographischen 
Griinden nur ihre Hauptdiagonalen angeben: 

im Fall 1: (1 ] 
im Fall 2: (1 0 
im Fall 3: (1, 0, 0 
oder (1, 0, 0 


urd (1, 1, 1); 


oe 
, 1, 0) und (0, 0, 1) (6-Ausartung); 
) 
) 


und (0, 1, 1) (y-Ausartung); 

und (0, 0, 1) (67-Ausartung). 
Wir bilden nun die Formen: 

(6) f(z) = (4% + Pye%2 + Prg%s)?+ G2 (Ze + Pes%s)® + 929373, 

(7) P (MU) = Go95%F + Fs (%y1%y + Ug)? + (72g 4%, + yoo + U5)’, 


wobei die p,, und g, Unbestimmte sind und die 2,, so bestimmt werden, daB 
die Matrizes 





1 Piz Pr) 1 0 0\ 
| 0 1 Po3| und [a 1 0 
0 0 1 / Nts N3o «1 


zueinander gespiegelt invers sind. Die Formen (6) und (7) sind dann zueinander 
kontragredient, d.h. ihre Matrizes sind zueinander invers. AuBerdem laBt 
sich die Form (2) sehr leicht (bis auf einen Faktor a,,, auf den es nicht an- 
kommt) auf die Gestalt (6) bringen; die inverse Form (3) wird dann natiirlich 
gleich (7). (6) und (7) sind also nur andere Parameterdarstellungen des all- 
gemeinen Formenpaares (2), (3). Gibt man aber speziell den p,;, und 2;, 
die Werte Null und setzt 


im Fall 1: gq, = 93 = 1, 
im Fall 2: gg = 1, q3 = 0, 
im Fall 3: gq, = 0, gq, = 1, 
bzw. q2 = %3 = 9, 














Zur algebraischen Geometrie. XV. 649 


so gehen (6) und (7) genau in die oben in Matrixgestalt angegebenen Normal- 
formen der Kurvenpaare (K, K’) iiber. AuBerdem sind fiir jedes Formen- 
paar /, gy, das sich iiberhaupt auf die Gestalt (6), (7) bringen laBt, die Koeffi- 
zienten p,;, und q; eindeutig bestimmt. Die Parameterdarstellung ist also, 
soweit sie iiberhaupt reicht, eineindeutig. Damit sind alle Behauptungen 
bewiesen. 


Wir fassen zusammen: 


Die vollstindigen Kegelschnitte bilden eine singularitatenfreie rationale 
Mannigfaltigkeit und haben genau die in der Einleitung angegebenen Gestalten 
(nicht ausgearteter Kegelschnitt, 6-Ausartung und »-Ausartung). 


§ 2. 
Die Chaslessche Charakteristikenformel. 


Die Mannigfaltigkeit M, der vollstandigen Kegelschnitte ist birational 
und in einer Richtung eindeutig abgebildet auf den Raum S, der Kurven 
2. Ordnung; denn jeder vollstaéndige Kegelschnitt definiert in eindeutiger 
Weise eine Kurve 2. Ordnung, und jede Kurve 2. Ordnung definiert umgekehrt 
im allgemeinen eindeutig einen vollstandigen Kegelschnitt. Die Eindeutigkeit 
der umgekehrten Abbildung erleidet aber eine Ausnahme, wenn die vorliegende 
Kurve 2. Ordnung eine doppelt gezihlte Gerade ist; eine solche kann namlich 
in oo” Weisen durch Wahl zweier Punkte auf der Geraden zu einer 7-Ausartung 
erginzt werden. Die »-Ausartungen bilden eine vierdimensionale Teilmannig- 
faltigkeit H von M,, deren Bild in S, eine nur zweidimensionale Mannigfaltigkeit 
F ist, welche man die Veronesesche Fliche nennt. 

Ist nun € eine Kurve und 8 eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit 
in M,, und sind €’, B’ ihre Bildmannigfaltigkeiten in S,, so ist nach ZAG VI, 
§7, Formel (29) die Schnittpunktszahl (€ - $B) gleich der Schnittpunktszahl 
[€’ - B’], vermindert um die b-fache Schnittpunktszahl [€ -H], wobei die 
ganze Zahl b nur von 8 abhangt (und insbesondere dann gleich Null ist, wenn 


%’ die Flache F nicht enthilt): 
[(€ -B] = [(C’- B] — b- [C- H). 


Nach dem Bezoutschen Satz ist [€’ - B’] gleich dem Produkt der Grad- 
zahlen von €’ und 8’. Diese seien c’ und 6’. Dann folgt: 


(8) [B -€] = b’c’ — b[C- H}. 


e’ ist offenbar gleich der Schnittpunktszahl von € mit einer Mannigfaltigkeit M, 
die durch eine lineare Bedingung in den Koordinaten },, gegeben wird. 
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(M ist z. B. die Gesamtheit aller Kegelschnitte durch einen festen Punkt.) 
Also kann man statt (8) auch schreiben: 


(9) (B -C€] = b'[M-C] — 6[H -), 
wobei 5 und 6’ nur von $ abhingen. 

Die Gleichang (9) hat schon die typische Gestalt einer Charakteristiken- 
formel. Sie kann auch als symbolische Gleichung im Schubertschen Sinne 


geschrieben werden, indem man den Mannigfaltigkeiten 8,M,H Symbole 
B, uw, n zuordnet: 


(10) B = b'u + by. 
Die Bedeutung einer solchen symbolischen Gleichung ist namlich die, daB sie 
nach Bildung der Schnittpunktszahl der zu den Symbolen £, u, 7 gehérigen 
Mannigfaltigkeiten 8, M, H mit einer beliebigen Kurve € eine richtige Zahlen- 
gleichung (9) herauskommt. 

Zweiter Beweis von (9). Wir werden zeigen, da8 nicht nur die sym- 


bolische Gleichung (10), sondern dariiber hinaus sogar eine Aquivalenz im 
Sinne der Theorie der linearen Scharen besteht: 


(11) B+bH~D-M. 


Das heibt, die Mannigfaltigkeiten 8 + 6 Hundb’ Mgehéreneiner und derselben 
linearen Schar von vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten auf Mt, an. 

Die Gleichung der Hyperfliche 8’ vom Grade b’ sei / (b,;,) = 0; die 
lineare Gleichung von M sei /(6,,) = 0. Wir betrachten die durch die 
Gleichung 

Af (b,x) + Ay! (b;x)” = 0 

definierte lineare Schar von vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten auf M,. 
Das eine Basiselement der Schar ist die 6’-mal gezihlte Mannigfaltigkeit M; 
das andere, mit der Gleichung / (b,,) = 0, besteht aus der Mannigfaltigkeit 8, 
einmal gezahlt, und eventuell noch der Mannigfaltigkeit H mit einer gewissen 
Vielfachheit 5. Dabei ist 6 = 0, wenn 8’ die Veronesesche Flache F nicht 
enthalt, denn dann geniigen die Punkte von H nicht der Gleichung 
f (5; x) = 0. 

Um die Charakteristikenformel (9) auf die Chaslessche Gestalt zu bringen, 
wenden wir (9) speziell auf den Fall an, daB 8 die Mannigfaltigkeit N der 
Kegelschnitte ist, die eine lineare Bedingung in den Koordinaten f,, er- 
fiillen (z. B. eine gegebene Gerade beriihren). Die Bildmannigfaltigkeit 8’ 
ist in diesem Fall eine quadratische Hyperfliche, mithin ist b’ = 2. Man erhilt 


(12) [N-€] = 2[M-C] —}, [H-@). 


Um 6, zu bestimmen, wiahlen wir fiir € speziell ein Biischel von doppelt- 
beriihrenden Kegelschnitten, besteh-nd aus den Kegelschnitten, die in zwei 
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gegebenen Punkten zwei gegebene Geraden beriihren. In diesem Fall wird 
M-€ = N-€ = 1, also nach (12): 
by: (H-€] = 1, also by = 1. 

Aus (12) wird jetzt: 
(13) (N -€] = 2(M-C€] — [H-@). 

Subtrahiert man die mit # multiplizierte Gleichung (13) von (9) und setzt 
b’ — 26 = a, so folgt: 
(14) [SB -€]) = a[M-€) + 5[N-C)]. 


Das ist die Chaslessche Charakteristikenformel (1). Sie kann auch als 
symbolische Gleichung 8 = au + byw geschrieben werden. 

Die Herleitung der Endformel (14) gilt zunachst nur fiir solche Kurven €, 
die nicht aus lauter 7-Ausartungen bestehen. Geht man aber, statt von (9) 
auszugehen, von (11) aus, so erhilt man an Stelle von (14) die lineare Aqui- 
valenz 


(15) B~aM+bN, 
aus der (14) fiir ganz beliebige Kurven € folgt. 
Nebenbei folgt aus der Gleichung (13), wenn fiir die Mannigfaltigkeiten 


M,N,H die Schubertschen Bedingungssymbole yu, v, 7 eingefiihrt werden, 
die Schubertsche Gleichung 


y= 2u—7. 
Dual dazu hat man 
w= 2v— 4. 
§ 3. 


Die Cremonasche Charakteristikenformel. 


Wir wollen die Schnittpunktszah] eines Systems von o* und eines 
Systems von «* Kegelschnitten ermitteln. Dazu soll die von Schaake’) an- 
gegebene Methode der ausgearteten Kollineationen verwendet werden. Wir 
verwenden die Begriffe und Bezeichnungen der vorangehenden Arbeit ZAG XIV. 

Gegeben sei ein System S von o* vollstindigen Kegelschnitten. Wir 
unterwerfen die Ebene der Kegelschnitte einer Punkttransformation 


| Lo = Xo, 
(16) t, = %, 
| By = Ad. 


1) G. Schaake, Diss. Amsterdam 1922. Siehe auch ZAG XIV, Math. Ann. 116. 
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Die Kegelschnittkoordinaten transformieren sich dabei folgendermaBen: 


boo = boo Boo _ Boo 
bo: = box Bos —_ Bos 
b, = 5, Bi, = By 


bos —_ A~* bos Bos = A Bos 
big = A“* Bis Bis = ABrs 
bys = A-* bys Bos = A* Bos 


Das System S wird in ein System G, transformiert, das durch einen 
von A abhingigen Punkt S, eines Bildraumes abgebildet werden kann. Es 
gibt eine relationstreue Spezialisierung S, dieses Bildpunktes fiir A = 0. 
S, ist wiederum Bildpunkt eines Systems G,. Da nun G, fiir 4 = 1 in S 
und fiir 4 = 0 in G, iibergeht, so gilt fiir die Schubertschen Bedingungs- 
symbole o,, 0,0, von S,, S, S, die Gleichung 








c= 0) = Oo- 
Wir wollen nun GS, naher untersuchen. Es sei 


f (boo, S01, O11, -+ +s | Boos ++ Bz2) = 0 
eine der Gleichungen des Systems S. Dann gilt fiir S, die Gleichung 


(17) f (Boo, B01, 611, 40a, AB:2, A? by 2|A* Boo, A*Bor, A?Bir, ABo2, ABi2 B22) = 0. 


Die Tatsache, daB alle Punkte von S, die Gleichung (17) erfiillen, la8t 
sich durch algebraische Gleichungen in den Koordinaten des Systems G, aus- 
driicken (vgl. ZAG XI, §2, Math. Annalen 113, 8.700, oben), welche fir 
A = 0 erhalten bleiben. Also gilt fiir S, die Gleichung 


(18) f (b30, 531, 57,, 0, 0,0 | 0,0, 0, 0,0, BF,) = 0. 
Die Gleichung (18) bedeutet folgendes: Wenn der Kegelschnitt 
K* (bg0, ---, 622 | Boo, ---» Bz2) 
zu S, gehdren soll, so muB der Kegelschnitt 
K (b§o, 531, 5f;, 0, 0, 0! 0, ..., 0, BR.) 


die Gleichungen von & erfiillen, also zu S gehéren. 

Wir miissen nun 2 Fille unterscheiden: 

Fall 1. 6% + 0. Der Kegelschnitt K (b%,, bf, bf,, 0, 0,0 | 0,..., 0, BF) 
ist eine 6-Ausartung mit Doppelpunkt in (0, 0, 1), bestehend aus zwei Geraden, 
die diesen Punkt mit den Schnittpunkten von K* und der Geraden z, = 0 
verbinden. Es gibt in S nur endlich viele solche Kegelschnitte, wenn S nicht 
aus lauter é-Ausartungen besteht; denn von den héchstens «? 46-Aus- 
artungen des Systems S haben nur endlich viele einen beliebig gegebenen Punkt 
zum Doppelpunkt. Diese endlich vielen 6-Ausartungen definieren je ein Schnitt- 
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punktpaar mit der Geraden z, = 0. Die Kegelschnitte K* des Systems S, 
miissen je eines von diesen endlich vielen Punktpaaren enthalten. 

Fall 2. ff, = 0. Die Gleichungen (18) sind dann, soweit sie in den 
B-Koordinaten einen nicht verschwindenden Grad haben, von ‘selbst erfiillt. 
Die Gleichung ff, = 0 bedeutet, daB K* die Gerade z, = 0 beriihrt. 

Es folgt, daB das System GS, in irreduzible Systeme zerfillt, welche 
entweder bestehen aus lauter Kegelschnitten durch zwei feste Punkte, oder 
aus lauter Kegelschnitten mit einer festen Tangente. Jedes System S von 
o* Kegelschnitten liBt sich somit durch eine ausgeartete Kollineation in eine 
Summe von Systemen tiberfiihren, deren Kegelschnitte entweder zwei feste Punkte 
oder eine feste Tangente haben. 

Dual dazu gilt: Jedes System S von o* Kegelschnitten laBt sich durch 
eine ausgeartete Kollineation in eine Summe von Systemen iiberfiihren, deren 
Kegelschnitte entweder zwei fesce Tangenten oder einen festen Punkt gemein- 
sam haben. 

Das Schubertsche Symbol fiir das (irreduzible) System der Kegelgchnitte 
mit zwei festen Tangenten ist »*. Das Symbol fiir ein dreidimensionales 
System P mit einem festen Punkt sei xz. Dann folgt also die Gleichung 


(19) o=cr+a. 
Der feste Punkt des Systems f habe etwa die Koordinaten (y, y;, ¥2). 
Die Kegelschnitte des Systems geniigen also der Gleichung 


(20) Boo yo + 2bo1 Yo Yr + ir YE + 2do2 Yo Yo + 2bie Yr Yo + Oae yi = O. 
Wir wenden nun auf das System $ noch einmal die Transformation (17) an 
und gehen wieder zu A = 0 iiber. geht dabei iiber in ein System Pp, dessen 
Kegelschnitte entweder zwei feste Punkte oder eine feste Tangente haben. 
Die Gleichung (20) aber gibt, wie die obige Herleitung zeigt, zu einer Gleichung 
(21) boo Yo + 263; yoy + OF, yi = 0 

AnlaB&, welche bedeutet, da8 die Kegelschnitte des Systems , alle den festen 
Punkt (y, y,, 0) auf der Geraden z, = 0 enthalten. $B, ist also eine Summe 
von Systemen, welche entweder zwei feste Punkte enthalten oder einen festen 
Punkt (¥, y;, 0) mit einer festen Tangente z, = 0 in diesem Punkt. 

Das Symbol eines Systems mit zwei festen Punkten ist u?. Das Symbol 
fiir das irreduzible System der Kegelschnitte, die einen festen Punkt enthalten 
und in diesem Punkt eine feste Tangente besitzen, sei 77. Wie wir sehen 
werden, ist jy wohl zu unterscheiden von 4», dem Symbol des Systems der 
Kegelschnitte durch einen beliebigen Punkt und mit einer beliebigen (im 
allgemeinen nicht durch den Punkt gehenden) Tangente. 

Wir haben also auf Grund der ausgearteten Kollineation, die $ in Py 
iiberfiihrt, die symbolische Gleichung 


(22) nm = ap* + bpp. 
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Aus (19) und (22) folgt die gesuchte Charakteristikenformel 
(23) o = ap? + bf + ce, 


in der die Zalflenfaktoren a, b,c vom System S (von der Bedingung oc) ab- 
hangen. Multipliziert man (23) mit einem beliebigen, zu einem System T 
gehérigen Symbol rt, so erhalt man die Zahlengleichung 


(24) ot =a'p?rt+b- py tte: rt. 


Zwischen den Symbolen yz, 2%, v® besteht keine lineare Gleichung der 
Gestalt 
2+ far+gr = 0. 


Denn andernfalls wiirde durch Multiplikation mit 6»? folgen e = 0, durch 
Multiplikation mit 44? ebenso g = 0 und durch Multiplikation mit y* schlieB- 
lich { = 0. Eine weniger als dreigliedrige Charakteristikenformel ist also un- 
méglich. 

Die Formel (23) gilt insbesondere fiiro = uv. Es gilt also 


py = ap? + bay + cr. 


Multipliziert man beide Seiten mit 6v* und mit 7y*, so folgt wieder a = 0 
und c = 0. Multipliziert man nun mit p’, so folgt 


pty = by? py. 

Die linke Seite hat den Wert 2, denn das Symbol » stellt eine quadratische 
Hyperflaiche im Raum S, der Punktkegelschnitte dar. Das Produkt yu’ - 7 
rechter Hand hat aber den Wert 1, denn das Symbol /<7 stellt eine lineare 
Schar von o* Kegelschnitten dar, die mit je drei allgemeinen Hyperebenen 
in S, nur einen Punkt mit der Multiplizitaét Eins gemeinsam hat. Daher ist 
b = 2 und somit 

py = 2p. 


Dieses Ergebnis ist geometrisch offenbar folgendermaBen zu inter- 
pretieren: Der Durchschnitt des Systems der Kegelschnitte durch einen festen 
Punkt und des Systems der Kegelschnitte mit einer festen, diesen Punkt ent- 
haltenden Tangente ist das doppelt gezahlte System jz. Dieses Beispiel zeigt 
wieder einmal, wie vorsichtig man beim Prinzip der Erhaltung der Anzahl 
mit den Multiplizitaéten sein muB! 

Der hier gegebene Beweis der Formel (23) beruhte auf der Annahme, daB 
das System S héchstens o*? 7-Ausartungen und das System  héchstens 
oo” §-Ausartungen enthilt; er versagt also zunichst, wenn einer der irre- 
duziblen Bestandteile von S ganz aus n-Ausartungen oder wenn ein Bestand- 
teil von $ ganz aus 6-Ausartungen besteht. Der letzte Fall ist ganz leicht: zum 
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betreffenden irreduziblen Bestandteil von $ gehért dann das Symbol yd, 
und nach § 2 ist 

6 = 2y— yp, 
also 


(25) wd = 2uv— pw? = 47 — pi. 


Wenn aber GS ganz aus 7-Ausartungen besteht, so hilft man sich mit einem 
auch in ZAG XIV mehrmals angewandten K unstgriff: Man stellt S als Differenz 
von zwei Systemen dar, von denen das erste einem irreduziblen System von 
Mannigfaltigkeiten angehért, dessen allgemeines Element nicht aus lauter 
n-Ausartungen besteht, wahrend der Subtrahend ebenfalls nicht aus lauter 
n-Ausartungen besteht. 

In dieser Weise ergibt sich, da8 die Formeln (23) und (24) ganz allgemein 
gelten. Allerdings kénnen die Koeffizienten a, b,c unter Umstanden negativ 
ausfallen, wie das Beispiel (25) zeigt. 





(Eingegangen am 10. 12. 1937.) 














Neuer Beweis eines Satzes von Minkowski. 
Von 
Oskar Perron in Minchen. 


Minkowski hat auf geometrisch-anschauliche Art den folgenden Satz ge- 
funden und bewiesen’): 

Sind a, B, y, 6, u;v reelle Zahlen und ist «bd — By = +1, 80 gibt es 
ganze rationale Zahlen x, y derart, dap 


—tS[e(z—4)+Bb(y— fy (z—#) + O(y—»)) St. 

Der Satz hat schon zahlreiche Forscher zu neuen teils geometrischen, teils 
arithmetischen Beweisen angeregt; die Literatur findet man bei Koksma?. 
lm folgenden soll noch ein besonders einfacher arithmetischer Beweis mit- 
geteilt werden. 

Die zu beweisende Ungleichung nimmt durch Ausmultiplizieren die 
Gestalt 
(1) —} Sa(z—pP+b(x—p)(y—»+e(y—»P St 
an, wobei 


(2) b? — 4ac = (ad + py)? —4ayfhd = (ad — py? = 1 
ist. Da die Formeln (1) und (2) in sich iibergehen, wenn man a, 6, c durch 
—a, —b, —e ersetzt, darf man a => 0 annehmen. Bekanntlich gibt es 
ganze rationale Zahlen p,r, die nicht beide verschwinden, und fiir die 

ertberterl si 

o 

ist. Ich werde mit der schwicheren auch von anderen Autoren benutzten Un- 
gleichung 
(3) ap? + bpr+er?| 1 


auskommen, deren Erfiillbarkeit man z. B. so einsehen kann: Fiir a S 1 


setzt man einfach p = 1,r = 0. Fiira > 1 bringt man (3) durch quadratische 
Erginzung auf die Form 


(3 a) la(pt+acr) -z” 


“ 
4a Ss! 


, 





') Math. Annalen 54, S. 108. Auch Minkowski, Gesammelte Abhandlungen I, 
S. 336. 

*) J. F. Koksma, Diophantische Approximationen = Ergebnisse der Mathematik 
“ und ihrer Grenzgebiete IV, 4. Berlin 1936. Kap. II, § 3. 
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und nun kann man etwa durch das bekannte Dirichletsche Schubladenver- 
fahren solche ganzzahligen p,r nachweisen, fiir welche 


b 1 
0<r<2Ya, lptact <= 
\a 
ist; dann ist (3a) gewiB erfiillt. 
Natiirlich kann man p,r relativ prim annehmen. Wahlt man sodann 


zwei ganze rationale Zahlen g,s so, dab ps — rq = 1 ist, so geht die Un- 
gleichung (1) durch die Substitution 


a= pX+qY, y=rX+sY; u=pM+qNn, v=rM-+-sN 


iiber in 





(4) —}5 A(X — M+ B(X —M)(Y —N)+C(Y —NYP Si, 
wobei 

(5) |A| = |ap* + bpr 4- cr?| S 1, 

(6) Be 4AC = B—4ac =1 


ist; dabei diirfen wir wieder dA => 0 annehmen. Es geniigt der Nachweis, daB 
die Ungleichung (4) durch ganze rationale X, Y befriedigt werden kann. Fiir 


A = 0 ist das trivial; dann ist wegen (6) nimlich B = + 1, und es ist nur 
nétig, Y und X der Reihe nach so zu wihlen, dab 
l\Y—N| Ss}, +(X —M)+C(Y —N)| Ss} 


ist. Fiir A > 0 bringen wir die Ungleichung (4) durch quadratische Erginzung 
auf die Form 


—2 <5 4(X—KY—L) - 


oder nach Division durch A: 
(Y—Ny—A hgeeaes ag a ek A 
(7) a Ss (X- KY - 1 < “>. 
Nun wihlen wir Y so,daB! Y — N| S fist. Wenndann A = (Y — N)?, 
so ist die linke Halfte der Ungleichung (7) gegenstandslos, und die rechte ist 
wegen 


Y —N} <-, 


l 
ra \ 


ad 





Y—N)?+A A l 
gewiB erfiillt, wenn man X so wiahlit, daB |X — KY —L| S } ist. 

Wenn dagegen A < (Y — N)*, so kann man X ebenfalls der Forderung (7) 
entsprechend wahlen, weil das durch (7) fiir die GréBe |X — KY — L| 
geforderte Intervall mindestens die Linge 1 hat. In der Tat ist 


= 

















WY—NP+A VWY—NP—A _ I 
PA rA ivoup satires a 
1 1 
gt SEE +dr—m—, 7) = 
2);Y¥—N} ' r 2|Y¥Y—N|) 


(Eingegangen am 7. 4. 1938.) 











Uber singulire Elementarflichen und das Dehnsche 
Lemma II. 


Von 


Ingebrigt Johansson in Oslo. 





§ 1. 
Einleitung. 


1. In Anschlu8 ‘an eine Veréffentlichung von M. Dehn") hat der Verfasser 
friiher eine Abhandlung*) iiber dasselbe Thema geschrieben wie jetzt. Die 
vorliegende Arbeit ist aber zum Teil davon unabhiangig, indem ihre erste 
Halfte ohne Kenntnis der vorigen verstanden werden kann. 

Das noch unbewiesene Dehnsche Lemma besagt: Wenn in einem drei- 
dimensionalen Raume R eine singuldre Elementarfliache F ohne Randsingu- 
laritaten gegeben ist, so laBt sich in R auch eine singularitétenfreie Elementar- 
fliche F* mit demselben Rand wie F auffinden. 


2. Wenn man diese Vermutung beweisen oder widerlegen will, so geniigt 
es solche Fille zu betrachten, wo die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


a) Die gegebene singulare ElementarflacheF besitzt keine anderen Singu- 
laritaten als Doppelkurven und dreifache Punkte*). Da keine Rand- 
singularitéten vorliegen diirfen, miissen also die Doppelkurven ge- 
schlossene Kurven sein. 


b) Jede Doppelkurve schneidet sich selbst wenigstens einmal. Denn 
sonst lieBe sie sich durch ,,Umschaltung“ sofort beseitigen*), wobei 
auch die Anzahl der Doppelstrecken verkleinert werden wiirde. 


Im § 2 dieser Arbeit soll der Beweis des Lemmas fiir nicht-orientierbare 
Raume auf den fiir orientierbare zuriickgefiihrt werden, so da8 wir kiinftig 
die Bedingungen hinzufiigen diirfen, da& der umgebende Raum R orientier- 
bar ist. 


1) M. Dehn, Uber die Topologie des dreidimensionalen Raumes, Math. Annalen 
69 (1910), S. 137—168, insbesondere §. 147ff. 

2) I. Johansson, Uber singulare Elementarflachen und das Dehnsche Lemma, 
Math. Annalen 110 (1935), S. 312—320. 

3) Vgl. *), S. 148, Abschnitte a, b und A. 

+) Vgl. *), S. 150, Abschnitt B, angenommen, die ,,Gruppe“‘ besteht aus einer 
einzigen Kurve, die sich selbst nicht schneidet. 
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3. In der vorigen Arbeit?) wurde gezeigt, daB nicht jedes Dehn-Diagramm 
(Kurvensystem, das — fuBerlich betrachtet — wie das singularititenfreie 
Abbild einer singularen Elementarflache ohne Randsingularititen aussieht) 
raumlich realisierbar ist. AuBerdem wurde mittels Klassenteilung der so- 
genannten Nachbarpunkte eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die raumliche Realisierbarkeit gegeben. 

Jetzt soll in §3 die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Realisierbarkeit in irgendeinem orientierbaren Raume gegeben werden. Ein 
solches Kriterium wird jetzt auch eine gewisse praktische Bedeutung haben, 
wenn man sich bestrebt, das Lemma durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen. 
Moéglicherweise wird es auch fiir einen etwaigen Beweis des Lemmas niitz- 
lich sein. 


§ 2. 


Ein Satz zur Ausschaltung der nicht-orientierbaren Raiume. 


1. In diesem Paragraphen, der auch ohne eingehende Bekanntschaft 
mit dem Lemma-Problem verstanden werden kann, soil der folgende Satz 
bewiesen werden: 

Wenn das Dehnsche Lemma fiir alle orientierbaren (dreidimensionalen) 
Réume richtig ist, so ist es auch fiir die nicht-orientierbaren richtig. 


2. Zum Beweis denken wir uns das Lemma fiir orientierbare Raume 
bewiesen und betrachten in einem beliebigen nicht-orientierbaren Raume R 
eine singulare Elementarfliche F ohne Randsingularititen. 

Unter dem Raume U' verstehen wir eine Umgebung von F, die aus den- 
jenigen Punkten des Raumes R besteht, die von F einen Abstand < e¢ 
haben, wo ¢ so klein gewahlt worden ist, daB 
die Wahl eines kleineren Abstandes statt ¢ nur 
eine zu U homeomorphe Umgebung liefern wiirde. 
Die Fig. 1 dient zur Veranschaulichung dieser 
Definition; was schraffiert ist, bedeutet einen 
Teil von F in der Umgebung einer Doppelkurve, 
wahrend die unschraffierten Flichen die Be- 
grenzung von U andeuten. DaB wir die Definition 
metrisch formuliert haben, hat keine weitere 
Bedeutung als die, da8 es bequem war, weil 
die Anschauung dadurch gestiitzt wurde. 

Wir setzen voraus, da8 der Raum U nicht-orientierbar ist. Denn wire 
er orientierbar, so lieBe sich schon nach Voraussetzung darin eine singulari- 
tatenfreie Elementarfliche F* mit demselben Rand wie F auffinden, so daB 
nichts zu beweisen wire. 
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Wir wollen im folgenden einen orientierbaren Raum V konstruieren, 
der den Raum JU teils einfach, teils doppelt iiberdecken soll. Dabei darf 
doppelte Uberdeckung nur in der Umgebung von gewissen auserwahlten 
Doppelkurven (und dreifachen Punkten) auftreten, die durch die folgende 
Uberlegung bestimmt werden. 


3. Auf der singuliren Elementarfliche F wird als Flaichenindikatrix 
ein kleiner Zykel (orientierter Kreis) gewahlt. Indem wir durch diesen Zykel Z 
(Fig. 1) einen Pfeil P durchstechen, entsteht eine Raumindikatrix (Z, P). 
Dieselbe wird dann so auf der Fliche F herumgeschoben, daB der Zykel Z 
stindig darin liegen bleibt und bei den Doppelkurven nie das eine Blatt 
verla8t, um in dem anderen weiterzuschreiten. 

Jeder geschlossene Weg, den die Indikatrix nach dieser Vorschrift be- 
schreiben darf, ist ein geschlossener Weg auf der Flaiche F, und zwar auch 





Fig. 2. Fig. 3. 


im singularitatenfreien Abbild dieser Flache. (Wenn bei den Doppelkurven 
das Uberschreiten von einem Blatt in das andere gestattet wire, wiirde dies 
natiirlich nicht gelten; denn dann kénnte der auf F geschlossene Weg im 
singularitaétenfreien Abbild als eine Menge von Wegstiicken erscheinen.) — 
Da nun die Fliche F (oder genauer: das singularitatenfreie Abbild davon) 
eine Elementarfliiche ist, so ist jeder geschlossene Weg darauf zusammen- 
ziehbar; die Raumindikatrix (Z, P) bleibt also ungedndert, wenn sie einen 
solchen Weg durchliuft. 

Hiernach ist klar, da8 jedem Punkte von F auBerhalb der Doppel- 
kurven eine eindeutig bestimmte Raumindikatrix zukommt. Langs den 
Doppelkurven aber hat man zwei Indikatrizen, nimlich in jedem Blatt eine 
(vgl. Fig. 2a und b). Diese beiden kénnen wir z. B. dadurch vergleichen, daB 
wir die eine um 90° drehen. Dann sind zwei Fille méglich: 


a) Die beiden Indikatrizen stimmen iiberein (Fig. 2a). Dann soll die 
Doppelkurve als Hauptkurve bezeichnet werden. 


b) Die Indikatrizen stimmen nicht iiberein (Fig. 2b). Die Doppelkurve 
wird dann Nebenkurve genannt. 
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In den dreifachen Punkten der Fliche F haben wir natiirlich drei Indi- 
katrizen. Wenn wir sie vergleichen, sind offenbar nur die beiden folgenden 
Méglichkeiten vorhanden: 


a) Alle drei Indikatrizen stimmen iiberein (Fig.3a). Der Punkt soll 
dann Hauptpunkt genannt werden. 


b) Zwei von dén Indikatrizen stimmen iiberein, wahrend die dritte 
ihnen entgegengesetzt ist (Fig.3b). Dann nennen wir den Punkt 
einen Nebenpunkt. 


4. Bevor wir nun zur Definition des Raumes V schreiten, beweisen 
wir noch den folgenden Hilfssatz: 


Durch einen Hauptpunkt gehen immer drei Hauptkurven, und durch einen 
Nebenpunkt gehen zwei Nebenkurven und eine Hauptkurve. 

Beweis: Bei einem Hauptpunkt (Fig. 3a) stimmen alle drei Blatter 
in ihren Indikatrizen iiberein, so daB die drei hindurchgehenden Doppel- 
kurven simtlich Hauptkurven sein miissen. — Und bei einem Nebenpunkt 
(Fig. 3b) wird das alleinstehende Blatt a, dessen Indikatrix den beiden 
anderen entgegengesetzt ist, die beiden anderen Blatter 6 und y lings 
Nebenkurven schneiden, wihrend der Schnitt von 8 mit y eine Haupt- 
kurve wird. 

Weiter ist klar, daB sowohl Hauptkurven wie Nebenkurven wirklich 
vorkommen. Denn erstens beschiftigen wir uns nur mit dem Fall, da8 drei- 
fache Punkte vorhanden sind; und durch jeden dreifachen Punkt geht nach 
dem Hilfssatz wenigstens-eine Hauptkurve. Und zweitens haben wir -voraus- 
gesetzt, daB U nicht-orientierbar ist, und das kénnte unmédglich der Fall 
sein, wenn alle Doppelkurven Hauptkurven waren, und zwar aus folgendem 
Grunde: Ein beliebiger geschlossener Weg im Raume U laBt sich offenbar 
in einen ganz auf der Flache F liegenden Weg stetig deformieren. Dieser 
Weg, der natiirlich bei den Doppelkurven von dem einen Blatte in das andere 
iiberspringen darf, soll nun von einer Indikatrix durchgelaufen werden. Die 
Indikatrix wird im Ausgangspunkte so gewahlt, daB sie mit der friiher be- 
trachteten, iiberall auf der Fliche F ausgebreiteten Indikatrix (Z, P) (Fig. 1) 
iibereinstimmt. Wenn sie nun unseren Weg durchlauft, so wird sie offenbar 
stindig mit (Z, P) iibereinstimmen, solange sie bei den Doppelkurven im 
selben Blatte weiterschreitet oder bei Hauptkurven vom einen Blatte in das 
andere iiberspringt; eine Uniibereinstimmung kann nur dadurch zustande 
kommen, daB sie bei einer Nebenkurve das eine Blatt verlaBt, um in dem 
anderen weiterzuschreiten. Wenn also keine Nebenkurven vorhanden waren, 
so wiirden keine indikatrixumkehrenden Wege existieren kénnen. und der 
Raum U miiBte orientierbar sein. 
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5. Nun wird der Raum V aus U dadurch gebildet, daB die Umgebungen 
der Nebenkurven als doppelt iiberdeckt gedacht werden, naimlich einmal als 
Umgebung des einen Flaichenblattes und einmal als Umgebung des anderen. 
DaB eine solche Goppelte Uberdeckung wirklich méglich ist, soll im folgenden 
gezeigt werden. 

Wir denken uns bequemlichkeitshalber, daB sich die Fliche F lings 
allen Doppelkurven orthogonal schneidet. Dann kann der umgebende Raum U 


c 


Fig. 5. 


offenbar in sehr natiirlicher Weise in Teilriumen von folgenden drei Typen 
zerlegt werden: 


a) Wiirfel (Fig. 4a), die die dreifachen Punkte umgeben, und deren 
Seitenlingen 2¢ betragen. (Uber die Zahl ¢ vgl. den Anfang des 
Paragraphen.) 


Réhren (Fig. 5a), die die iibriggebliebenen Teile der Doppelkurven 
umschlieBen, und deren Querschnitte Quadrate mit der Seitenlange 
2 e sind. 

c) Scheiben konstanter Dicke 2 ¢, die nur singularitétenfreie Gebiete 
der Flache F enthalten. 


Jetzt wird jede Réhre, die eine Nebenkurve umschlieBt, zweimal gezahlt, 
so da8 daraus zwei Réhren entstehen (Fig. 5b und c). Die beiden darin 


b 
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liegenden Blatter der Flache F werden aber nur einfach gezahit, indem jede 
nur in der einen Réhre gezeichnet wird. 

In ahnlicher Weise wird jeder Wiirfel, der einen Nebenpunkt enthalt, 
zweimal gezaihlt. Das alleinstehende Blatt (« in der Fig. 3b), das die beiden 
anderen Blatter (8 und y) lings Nebenkurven schneidet, wird in dem einen 
der beiden Wiirfel gezeichnet (Fig. 4b). Die beiden anderen Blatter, die sich 
langs einer Hauptkurve schneiden, werden in dem anderen Wiirfel auf- 
genommen (Fig. 4c). 

Ungeandert bleiben aber alle Wiirfel, die Hauptpunkte enthalten, alle 
Roéhren, die Hauptkurven umschlieBen, und alle Scheiben. 

Hiermit haben wir die Bausteine angegeben, aus denen der Raum V 
zusammengesetzt werden soll. Nun wird festgesetzt, daB die Zusammen- 
fiigung dieser Bausteine in der Weise erfolgen soll, daf die Fliche F in ihrer 
urspriingichen Gestalt (bloB mit weniger Singularitaten) wiederhergestellt wird. 
Wir miissen aber beweisen, daB hierdurch wirklich ein Raum (und nicht nur 
ein Raumkomplex) entsteht. 

Die Seitenflichen eines Wiirfels waren urspriinglich mit gewissen End- 
flachen von Réhren identisch. — Wenn der Wiirfel einen Hauptpunkt enthielt, 
so ist er auch weiterhin nur ein einziger Wiirfel und enthalt in seinem Innern 
alle drei Blatter (Fig. 4a). Da die hindurchgehenden Doppelkurven Haupt- 
kurven sein miissen, so bleiben auch die anstoBenden Réhren samtlich ein- 
fach gezihit (Fig. 5a). Jede Seitenfliche des Wiirfels ist also wie zuvor mit 
genau einer Réhrenendfliche zu identifizieren. — Wenn aber der Wiirfel 
einen Nebenpunkt enthielt, so ist er zu zwei Wiirfeln geworden (Fig. 4b und c). 
Die in Fig. 4c beibehaltene Doppelkurve war eine Hauptkurve, so da8 die an 
die Seitenflichen abcd und a’b’c'd’ stoBenden Réhren einfach gezahlt ge- 
blieben sind; das liefert dieselbe Zuordnung wie zuvor. Zu bemerken ist, daB 
die entsprechenden Seitenflichen der Fig. 4b mit nichts identifiziert werden; 
sie bilden einen Teil der Oberfliche von V. Die beiden anderen hindurch- 
gehenden Doppelkurven waren Nebenkurven; die entsprechenden Réhren 
sind also doppelt gezihlt worden. Wenn wir dann z. B. die beiden mit aa’b’b 
bezeichneten Seitenflichen der Fig. 4b und c betrachten, so schlieBt sich 
daran in eindeutiger Weise je eine von zwei Endflichen von Rohren, die auch 
urspriinglich identisch waren (wie Fig. 5b und c). Wir sehen also, daB auch 
in diesem Falle niemals mehr als eine Réhrenendflache mit derselben Wiirfel- 
seitenfliche zu identifizieren ist. — In ahnlicher Weise sieht man auch, daB 
keine Réhrenendfliche mit mehr als einer Wiirfelseitenfliche zusammenzu- 
fiigen sein wird. — Das Einpassen der Scheiben bietet keine wesentliche 
Schwierigkeit. 

Man iibersieht iibrigens diesen Aufbau des Raumes V am besien, wenn 
man sich die Bausteine nicht zunichst auseinandergezogen, dann zum Teil 
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doppelt gezihlt und schlieBlich wieder zusammengestellt denkt. Es wird 
deutlicher, wenn man sich vorstellt, da8 sie alle an ihrer urspriinglichen Stelle 
im Raume U ruhig bleiben. Denn das Doppeltzihlen kann man sich ja rein 
abstrakt vorstellen, und man hat weniger Miihe, die Bausteine in richtiger 
Weise zusammenzufiigen, weil sie schon in der richtigen Weise nebeneinander- 
liegen. 


6. Wenn wir nun die Lage unserer singuliren Elementarfliche F im 
Raume V betrachten und sie mit der Lage im Raume U vergleichen, so sehen 


wir, da8 einige von den Singularitéten verschwunden, andere aber beibehalten 
sind : 


a) Die Nebenkurven sind keine Singularitéten mehr, weil ihre Um- 
gebungen doppelt iiberdeckt worden sind (Fig. 5b und c). 


b) Die Hauptkurven sind Doppelkurven geblieben (Fig. 5a). 


c) Jeter Nebenpunkt ist gew6hnlicher Punkt einer Doppelkurve (Haupt- 
kurve) geworden (Fig. 4c), weil die beiden hindurchgehenden Neben- 
kurven als Singularitaéten verschwunden sind. Als Punkt des allein- 
stehenden Blattes (Fig.4b) ist er gewdhnlicher (nicht-singulirer) 
Fiachenpunkt geworden. 


d) Jeder Hauptpunkt ist dreifacher Punkt geblieben (Fig. 4a). 


7. Da der Raum U nur dadurch nicht-orientierbar sein konnte, daB 
einige von den Doppelkurven Nebenkurven waren, und da im Raume V nur 
die Hauptkurven als Singularitaéten beibehalten sind, so ist V ein orientier- 
barer Raum. 

Aus unserer Voraussetzung, da8 das Lemma in allen orientierbaren 
Raumen gilt, folgt dann, da8 wir in V eine singularitétenfreie Elementar- 

fliche F* mit demselben Rand wie F 

finden kénnen. (Das Wort ,,singulari- 

titenfrei« bedeutet hier natiirlich 

singularitatenfrei in V, nicht in U.) 

Ry Es wird nicht vorausgesetzt, daB F* 

aus F einfach durch ,, Umschaltungen* 

langs den Hauptkurven entsteht; die 

Fig. 6. Fig. 7. Parzellen von F mégen teils mehrfach, 

teils einfach und teils gar nicht iiber- 

deckt sein (vgl. Fig. 6). Dagegen setzen wir voraus, daB F* keine.,,Falten“ 


(Fig. 7) aufweist; denn solche kénnen offenbar durch ,,Zusammenziehen“ 
weggeschafft werden. 
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8. Wir kehren nun zum Raume JU zuriick und untersuchen, welche 
Singularitaten die neue Elementarfliche F* darin haben kann. Es ergibt 
sich dann folgendes: 


a) Da wo urspriinglich eine Hauptkurve von F ging, gibt es jetzt auf F* 
keine Singularitét. Denn eine Hauptkurve ist auch in V Doppel- 
kurve und ist also beim Ubergang von F zu F* durch singularitaten- 
freie Flachenstiicke ersetzt worden (Fig. 6). 


b 


~— 


Da wo urspriinglich eine Nebenkurve von F ging, gibt es jetzt eine 
Anzahi*) von Doppelkurven. Denn die Nebenkurve gehért nicht zu 
den Doppelkurven in V, so daB diese Singularitaét beim Ubergang 
von F zu F* nicht verschwunden ist. Wenn die beiden Blatter, die 
sich lings der Doppelkurve schnitten, durch bzw. m und n Blatter 
ersetzt worden sind, so entstehen aus der Nebenkurve offenbar m-n 
Doppelkurven. 


c) Da wo urspriinglich em Hauptpunkt von F lag, gibt es jetzt auf F* 
keine Singularitét. Denn ein Hauptpunkt ist auch in V dreifacher 
Punkt, so daB alle Singularititen in seiner Umgebung beim Ubergang 
von F zu F* verschwunden sind. 


d 


~— 


Da wo urspriinglich ein Nebenpunkt von F lag, passiert jetzt eine 
Anzahl von Doppelkurven vorbei, ohne aber zusammenzutreffen und 
dreifache Punkte zu bilden. Denn an Stelle des alleinstehenden 
Blattes « (Fig. 3b) erhalten wir eine Anzahl von ,,parallelen“ Blattern, 
und an Stelle der beiden Blatter # und y, die sich lings einer 
Hauptkurve schnitten, tritt eine Anzahl von Filachenblaittern, 
die sich gegenseitig nicht treffen (wie in Fig. 6). Diese beiden 
Systeme schneiden sich lings Kurven, die Doppelkurven der Flache 
F* sein werden, aber diese Kurven kénnen einander offenbar nicht 
treffen. 


Als Hauptresultat kénnen wir herausziehen, da8 die Anzahl der Doppel- 
kurven beim Ubergang von F zu F* vielleicht ungeheuer erhéht worden ist, 
daB aber gleichzeitig keine dreifachen Punkte mehr vorhanden sind. Die Sin- 
gularititen von F* in U bestehen also ausschlieBlich aus singularitaétenfreien 
Doppelkurven, und solche lassen sich bekanntlich*) durch ,,Umschaltungen“ 
beseitigen, so daB eine Fliche F** entsteht, die auch in U singularitatenfrei 
ist, und die denselben Rand hat wie F* und F. 


Hiermit ist der am Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Satz 
bewiesen. 








5) Eine Anzahl darf hier und im folgenden auch Null sein. 
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§ 3. 


Kriterium fiir die Realisierbarkeit eines gegebenen Dehn-Diagramms 
in irgendeinem orientierbaren Raume. 


1. Da nach dem Vorangehenden die nicht-orientierbaren Raume auBer 
Betracht gelassen werden kénnen, solange wir uns nur mit der Lemmafrage 
beschaftigen, so wird es von Bedeutung sein, ein Kriterium von der in der 
Uberschrift erwahnten Art zu haben. Ein solches la8t sich denn auch ziemlich 
leicht angeben, und zwar in AnschluB an das friiher*) gegebene Kriterium fiir 
die réumliche Realisierbarkeit iiberhaupt. 

Es wurde dort vorausgesetzt, daB die Identifikation der Spurkurven 
mittels sogenannter Nachbarpunkte, die zu je zwei gleich bezeichnet sein 
miiBten, festgelegt worden war (vgl. Fig. 8, wo sie teils durch Buchstaben, 














Fig. 8. 


teils durch Zahlen bezeichnet sind). Durch dieselben wurden dann die Nachbar- 
kurven ,,parallel“ zu den Spurkurven gezogen, und schlieBlich faBten wir die 
Nachbarpunkte unter Anwendung der folgenden Prinzipien in Klassen zu- 
sammen: 
«) Nachbarpunkte, die auf derselben Nachbarkurve liegen, werden zu- 
sammengefaBt. 
8) Gleich bezeichnete Nachbarpunkte werden zusammengefaBt. 
y) Wenn a mit 6 und b mit c zusammengefaBt sind, dann wird auch 
a mit ¢ zusammengefaBt (Klassenbedingung). 
(In der Fig. 8 erhalt man in dieser Weise die folgenden vier Klassen: 
{a, 2, k, g, 5, d, 8, 1, 3, g}, {b, 1, i, h, 6, ¢, 7, m, 4, p}, {o, e} und {n, f}, von denen 
die beiden ersteren einander entgegengesetzt sind, und ebenso die beiden 


*) Vzl. *), S. 314ff., insbesondere S. 315—316. 
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letzteren. ,,Entgegengesetzt‘‘ heiBen dabei Klassen, die aus entgegengesetzten 
Nachbarpunkten — wie 1 und 2 — bestehen.) 

Das folgende Kriterium wurde dann bewiesen: Fiir die riumliche Realisier- 
barkeit eines Dehn-Diagramms ist notwendig und hinreichend, da entgegen- 
gesetzte Nachbarpunkte niemals zu derselben Klasse gehéren. 

2. Jetzt wollen wir die Zusammenfassung in Klassen etwas weiter treiben. 
Wir bilden Grofklassen von Nachbarpunkten dadurch, daB wir zu den drei 
obigen Prinzipien «), 6) und y) das folgende hinzufiigen: 

6) Wenn die Nachbarpunkte a und b einander entgegengesetzt sind (Fig. 9), 

und wenn c links von der einen der beiden von a nach 6 gerichteten 
Strecken ab, und f rechts von der anderen 


liegt, so sollen c und f derselben GroB- . \ 
klasse gehéren. b by 
(In der Fig. 8 erhalt man nur zwei GroB- . 4 
klassen, namlich: {a, 2, k, g, 5, d, 8,1,3,9,0,e}  - ‘ign 
und {6, 1, i, h, 6, c, 7, m, 4, p, n, f}. Natiirlich ‘ ; 
sind auch Fille méglich, in denen die GroB- Fig. 9. 


klassen genau mit den Klassen zusammenfallen.) 

Dann kénnen wir das folgende Kriterium beweisen: Fiir die Realisierbar- 
keit eines gegebenen Dehn-Diagramms in irgendeinem orientierbaren Raume 
ist notwendig und hinreichend, da entgegengesetzte Nachbarpunkte niemals zur 
selben GroBklasse gehdren. 

3. Beweis fiir die Notwendigkeit. Wir denken uns das Diagramm 
in einem orientierbaren Raume realisiert und betrachten eine wandernde 
Indikatrix, die aus einem Zykel mit einem durchgestochenen Pfeil besteht 
(die also genau vom selben Typus wie in § 2 ist). In ihrer Ausgangsstellung 
soll sie um einen Punkt einer Doppelkurve gelegen sein, und zwar so, daB 
der Pfeil im einen Blatt und der Zykel im anderen liegt. Die Regeln, nach 
denen die Indikatrix wandern darf, sind die folgenden: 

a) Die Indikatrix darf so lings einer und derselben Doppelkurve ver- 
schoben werden, da8 sowohl der Pfeil wie der Zykel in seinem Blatte 
bleibt. (Solange man dieser Regel folgt, ist man offenbar gezwungen, 
bei den dreifachen Punkten geradeaus zu gehen.) 

b) Rei den dreifachen Punkten darf man den Lauf der Indikatrix ab- 
lenken, so daB sie langs einer der kreuzenden Doppelkurven weiter- 
schreitet, jedoch nur in der Weise, daB der Zykel in demselben Blatt 
bleibt, wahrend der Pfeil in ein neues Blatt iiberspringt. 

c) Die Indikatrix darf so um die Doppelkurve gedreht werden, daB 
der Zykel in dasjenige Blatt kommt, in dem der Pfeil friiher lag, und 

umgekehrt (Fig. 10a). Diese Drehung ist offenbar in zwei Richtungen 
méglich, aber nur die eine soll erlaubt sein: Der Zykel soll in seiner 
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neuen Stellung dieselbe Orientierung der singultren Elementarfliche be- 
stimmen wie in seiner alten. 

Die Regeln a) und b) sind dieselben wie in der friiheren Arbeit’); die 
Regel c) verleiht aber der Indikatrix eine gréBere Beweglichkeit hier als dort. 
(Zum Unterschied von § 2 dieser Arbeit ist die Indikatrix in ihrer Bewegung 
jetzt daran gebunden, den Doppel- 
kurven zu folgen. Im allgemeinen 
wird sie also nicht alle diese 
Kurven durchlaufen kénnen; fiir 
jedes zusammenhangende Konti- 
nuum von Doppelkurven braucht 
man eine neue Indikatrix.) 

Es ist offenbar keine Ein- 
schrinkung, wenn wir voraus- 

Fig. 10. setzen, daB sowohl die Spitze 

wie die Feder des Pfeiles lings 

Doppelkurven wandern sollen; nur wenn die Indikatrix nach c) um die 

Doppelkurve gedreht wird, mu8 natiirlich fiir einen Augenblick von dieser 

Bedingung abgesehen werden; denn solange die Drehung dauert, bewegt 
sich ja der Pfeil im Raume auBerhalb der Flache. 

Wenn wir nun alle diejenigen Nachbarpunkte zusammenfassen, die 
mittels erlaubter Bewegungen der Indikatrix von der Spitze ihres Pfeiles 
erreicht werden kénnen, so erhalten wir eben eine GroSklasse im obigen 
Sinne. Denn erstens entsprechen — genau wie in der vorigen Arbeit — 
die Bewegungsvorschriften a) und b) den Zusammenfassungsprinzipien «) 
und #). Zweitens ist y) auch hier nur die Klassenbedingung. Und drittens 
entsprechen einander die Bewegungsvorschrift c) und das Prinzip 4), was 
folgendermaBen eingesehen wird: 

Wir betrachten die Fig. 10a, die die Drehung der Indikatrix um eine 
Doppelkurve veranschaulicht, und zeichnen alles, was darin vorkommt, im 
singularitatenfreien Abbild ab. Indem wir beachten miissen, daB die beiden 
Zykeln dieselbe Orientierung der Elementarfliche bestimmen sollen, entsteht 
hierbei die Fig. 10b (oder deren Spiegelbild, was aber im wesentlichen das- 
selbe ist); nachdem wir das Abzeichnen sorgfaltig durchgefiihrt haben, zeigt 
sich, daB die eine Pfeilspitze s rechts von der einen Spurkurve p’q’ liegt, die 
andere Pfeilspitze ¢ aber links von der anderen Spurkurve p” q’. Die Drehung ver- 
ursacht also, da8 diejenigen Nachbarpunkte, die rechts von der einen von zwei 
korrespondierenden Spurkurven liegen, mit denjenigen, die links von der ande- 
ren liegen, zusamimengefaBt werden miissen. Das ist aber eben das Prinzip 4). 








") Vgl. *), 8. 316, untere Halfte. 
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Wenn nun die Indikatrix unter Befolgung der Vorschriften a), b) und c) 
in irgendeiner Weise herumgefiihrt wird und zum Ausgangspunkt zuriick- 
kehrt, so muB der Zykel dabei ungeiindert geblieben sein; denn bei allen drei 
Bewegungstypen wird er standig dieselbe Orientierung der Elementarfliche 
bestimmen. Da nun die Indikatrix als Ganzes nicht umgekehrt worden 
sein kann, weil der umgebende Raum orientierbar vorausgesetzt wurde, so 
kann auch der Pfeil nicht die umgekehrte Orientierung erhalten haben. Es 
ist folglich ausgeschlossen, daB ein Nachbarpunkt, der von der Feder des Pfeils 
beriihrt worden ist, spiter von seiner Spitze erreicht wird. Entgegengesetzte 
Nachbarpunkte kénnen also nicht in dieselbe GroBklasse geraten, w. z. b. w. 


4. Beweis fiir die Hinlanglichkeit. Wir denken uns jetzt, da8 in 
einem gegebenen Spurdiagramm die Nachbarpunkte in GroBklassen zu- 
sammengefaBt sind, und daB dabei keine zwei entgegengesetzten Nachbarpunkte 
in dieselbe GroBklasse geraten. Dann laBt sich genau wie friiher*) ein Raum 
konstruieren, in dem das Spurdiagramm realisiert ist. Es gilt nur zu zeigen, 
da8 dieser Raum orientierbar sein mu8, wenn die GroBklassen an Stelle der 
Klassen getreten sind. 

Bei der Konstruktion des umgebenden Raumes wurden damals zwei 
,,Begrenzungsebenen“, eine ,,obere“ und eine ,,untere“, benutzt. Wir ordnen 
nun (aknlich wie in § 2 dieser Arbeit) jedem Punkte der Elementarfliche eine 
Indikatrix zu, die aus einem Zykel mit einem durchgestochenem Pfeil besteht; 
auBerdem sollen alle Zykeln dieselbe Orientierung der Elementarfliche be- 
stimmen. Langs den Doppelkurven erhalt man dann zwei Indikatrizen, von 
denen wir beweisen wollen, daB sie iibereinstimmen. (Im Sprachgebrauch 
von § 2 wollen wir also zeigen, daB jede Doppelkurve eine Hauptkurve ist.) 

Seien p’q’ und pq” (Fig. 10b) zwei korrespondierende Spurstrecken. 
Wir zeichnen um p” und um q’ Zykeln, die dieselbe Orientierung der Ele- 
mentarfliche bestimmen, und durch p’ und q” Pfeile, deren Spitzen ,,oben“ 
und deren Federn ,,unten“ liegen. Wenn z. B. die rechts von p'q’ laufende 
Nachbarkurve S ,,oben“ liegt, so ist es die links von p’’q’’ laufende Nachbar- 
kurve 7, die ,,oben“ liegt; denn Nachbarpunkte derselben GroBklasse liegen 
entweder simtlich ,,oben“ oder simtlich ,,unten“, und die auf S und 7 
liegenden Nachbarpunkte gehéren nach dem Prinzip 4) zur selben GroBklasse. 
Die Richtungen der beiden Pfeile werden also wie in Fig. 10b. 

Wenn man sich jetzt die Sache im Raume vorstellt (Fig. 10a), so sieht 
man, daB die Indikatrizen iibereinstimmen. Und da es bei allen Doppel- 
kurven so sein muB, so ist der Raum orientierbar, w. z. b. w. 


8) Vgl. *), S. 317—318. 


(Eingegangen am 19..12. 1937.) 
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Einleitung und Inhaltsiibersicht*). 


$9, 1." Anwendungen des Riemann-Rochschen Satzes: Genaue Formeln fiir 
die Anzahl der Basisformen einer Formenschar ; Evxistenzsiitze iiber ganze 
Formen von der Dimension —r mit kleinem positiven r zu beliebigen 
oder nur hinsichtlich der Verzweigung eingeschriinkten Multiplikator- 
systemen (Satz 20, 21). 
Es sei J’ eine Grenzkreisgruppe von erster Art (d. h. mit einem endlichen 
Erzeugendensystem), r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu I’ und — r; 
man bezeichne mit 


Ry, SRR 8 A eee 


0° e 


0 
die parabolischen und elliptischen Erzeugenden eines kanonischen Erzeugenden- 
systems von J" (vgl. GI (45)), mit 1,,1,,...,1,,..., l, die inhomogenen 
Ordnungen dieser elliptischen Erzeugenden. Dann sei — 


2aix. 

v(P;)) =e 7 mit 0S Rex, <1, (lsj S09), 
mip +2nte, 

v(Z.) =e mit 0=e,<1, a,= 0,1, ganz (Lo k<e,). 


k =k ok 


Weiter sei p das Geschlecht, 


& 
/ 1 


k=1 


‘) Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen, Teil I, Teil II, Teil III, 
Math. Annalen 115 (1938), S. 23—67, S. 175—204, S. 518—572; im folgenden zitiert 
mit GI, GII, GIII. Theorie aer automorphen Formen beliebiger reeller Dimension 
und ihre Darstellung durch eine uewe Art Poincaréseher Reihen, Math. Annalen 103 
(1930), S. 369—436; im folgenden zitiert mit B. Vgl. auch: Neuere Untersuchungen 
iiber automorphe Formen komplexer Dimension [Bericht, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 47 (1937), S. 161—176]. Die vorliegende Abhandlung 
wird mit GIV zitiert. 
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das VerzweigungsmaB von J. Versteht man unter d einen Divisor mit ganzen 
Exponenten, unter y,(— 7, v;) die Maximalzahl der linear unabhingigen 
Formen {I°, — r, v}, welche Multipla von » sind, so gilt [G II (63)]: 

l ‘ 
(1) »)(— 17,0; 0) = -- ordd + C(— 7,0) —p+1+ »,(— (2—1), =; >): 
Hier bezeichnet C(—r, v) eine Invariante der Formenklasse {I, — r, v}, 
namlich die ganze Zahl 


0 e, 
C(—r, v) = r(p— 1+4)- )'x—D'o, 
j=1 k=1 


und a ihren Erginzungsdivisor, namlich das Produkt derjenigen Spitzen 
eines kanonischen Fundamentalbereichs R von I’, fiir welche x, verschwindet. 

Diese Gleichung gibt in den Fallen eine genaue Formel fiir », (— r, v; d), 
in denen der Wert », (— (2 — r), =; >| aus irgendeinem Grunde bekannt 
ist. Es wird gezeigt, daB solche genauen Formeln fiir diejenigen Dimensionen 
¥ (— 7, 0; d) bestehen, fiir die ordd eine gewisse obere Schranke nicht 
iiberschreitet. Wird die Komplementirdimension ¥», (— (3 — 1), is +) 
durch Null ersetzt, so ergeben sich, falls die rechte Seite von (1) nach dieser 
Ersetzung positiv ausfallt, nichttriviale Abschitzungen von y, (— r, v; dD) 
nach unten, also Existenzsiitze iiber Formen {J', — r, v}, die Multipla eines 
gewissen Divisors sind. Man findet auf diesem Wege zunichst Aussagen 
iiber die Existenz ganzer Formen {J’, — r, v} zu véllig beliebigen Multipli- 
katoren des Betrages 1 fiir alle reellen Dimensionen — r, wenn r gewissen 
Ungleichungen geniigt. Diese Satze gehen weit iiber das hinaus, was die 
klassischen Existenzsitze fiir Differentiale liefern; z. B. ergibt sich die Existenz 
von asymptotisch mindestens Const. N’ linear unabhingigen ganzen Formen 
und asymptotisch mindestens Const. N’ linear unabhingigen ganzen Spitzen- 
formen (d.h. ganzen Formen, die in allen Spitzen verschwinden) zu jeder 
Dimension — r, wenn die reelle Zahl r > 1 ist, zur Hauptkongruenzunter- 
gruppe N-ter Stufe /'(N) der Modulgruppe und zu véllig beliebigen Multi- 
plikatorsystemen des Betrages 1. 

Werden iiber das Verzweigungsverhalten von v einschrinkende Annahmen 
gemacht, und zwar des Inhalts 


2) 0Sx,<e(ISjSo-1), 0, =00SkSe,) 


(wobei natiirlich o = 2 zutreffen mu8), so erhalt man, wenn das Verzweigungs- 
ma8 q von I nicht gar zu klein ist, zu véllig beliebigen v dieser Art [|v 1} 
bereits nicht identisch verschwindende ganze Formen {I’, — r, v} mit r < 1. 
So gibt es etwa fiir nicht zu kleines r < 1 bereits Const. N’ linear unabhingige 


ganze Formen {J’, — r, v}, und zwar zu vdllig willkiirlichen v des Betrages 1, 
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wofern diese nur den Einschrankungen (2) unterliegen. Uberdies ergeben 
sich aber bei diesen v des Betrages 1, die (2) erfiillen, wesentliche Ver- 
schirfungen der Existenzsiitze, d.h. Erniedrigungen der Schranke fiir r, 
bis zu der man herabsteigen darf, ohne alle ganzen Formen zu verlieren, wenn 
der ,,Rang“ p— 1+ 4q der Gruppe J" zwischen gewissen Grenzen liegt. 
Ich erwihne die Existenz von zwei linear unabhingigen ganzen Formen 
{['(N), — rv, v} fir 
N=5,r=}; N=6,r=}; N=7,r=}; N=8, 7 =j; 
N=1llr=2% 
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zu jedem unverzweigten v des Betrages 1, sowie die zahlreichen speziellen 
Kongruenzgruppen, zu denen es fiir jedes in den Spitzen unverzweigte v des 
Betrages 1 nicht identisch verschwindende ganze Formen von der Dimension 

- 4 gibt, der gleichen Dimension, wie sie die uniren Thetareihen (Theta- 
Null- und Teilwerte) aufweisen. Bei einem erheblichen Teil dieser Gruppen J" 
kann » so eingerichtet werden, daB v (LZ) auf einer Untergruppe von J", die 
zur Substitutionsgruppe J” einstufig isomorph ist (also die Matrix — J nicht 
enthalt, vg]. G ITI, § 8, Satz 18), nur die Werte + 1 annimmt. Die genaueren 
Aussagen dieser Art sind aus den drei Tabellen des Textes zu entnehmen. 
Es ist hervorzuheben, daB diese Ergebnisse von der speziellen Natur der 
hier genannten Untergruppen der Modulgruppe unabhingig sind; sie gelten 
fiir alle diejenigen Grenzkreisgruppen, welche mit jenen speziellen Gruppen 
die Daten 

P, @, €,, Lasks e,) 
gemein haben. 


§ 9, 2. Reprisentantensysteme (Satz 22, 23). 
Ist in einem Fundamentalbereich R der Gruppe J" eine endliche oder 
unendliche Punktgruppe © und eine lineare Schar G von automorphen 


Formen {/ } 


’ — 1, v} vorgelegt, so wird gefragt, ob man ein (méglichst un- 
verkiirzbares) Teilsystem R von S explizit angeben kann, welches folgende 
Eigenschaft hat: Zu jeder Form f aus © gibt es eine Form ¢ aus &, deren 
Entwicklungen in den Punkten von © bis zu den Gliedern einer vorge- 
schriebenen Héchstordnung mit denen von f iibereinstimmen. Ein solches 
Teilsystem R heiBe ein Reprisentantensystem von S beziiglich © mit den 
vorgeschriebenen, explizit anzugebenden Héchstordnungen. 

Das Problem, ein solches Repriisentantensystem in einem konkreten 
Falle zu bestimmen, tritt in allen Untersuchungen iiber die Darstellbarkeit 
der automorphen Formen durch explizite analytische Ausdriicke auf. Be- 
steht z. B. G aus allen Punkten von &, S aus allen Formen {I°, — r, v}, und 
ist die vorgeschriebene Héchstordnung der jeweils gréBtmégliche negative 
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Exponent (= — 1), der in der Entwicklung einer Form nach der Ortsvariablen 
eines Punktes auftreten kann, so erhilt man das wohlbekannte Problem, 
explizite Ausdriicke zu konstruieren, welche in vorgegebenen Punkten Pole 
mit vorgegebenen Hauptteilen — soweit bei einer Form {I’, — r, v} méglich — 
aufweisen, sonst regulir sind und Formen {J’, — 1, v} darstellen. Dieses 
Problem wurde bei Grenzkreisgruppen von erster Art zuniichst fiir ganze 
Dimensionen << — 2 durch den urspriinglichen Ansatz der Poincaréschen 
Reihen gelést, allerdings unter der Einschrinkung, daB aus G die Spitzen 
getilgt werden muBten; iibrigens eignen sich hierfiir auch die Reihen zu den 
hyperbolischen Fixpunktepaaren, die in Teil V (§ 11, 12 der Gesamtdarstellung) 
konstruiert werden. Wenn dagegen © die Spitzen mitumfaBt, mu8 man 
bereits fiir ganze Dimensionen die Poincaréschen Reihen neuer Art aus B 
heranziehen; diese Reihen lésen auch das allgemeine Problem (Formen reeller 
Dimension — r mit r > 2 zu beliebigen Multiplikatorsystemen des Betrages 1). 
Nimmt man die verallgemeinerten Eisensteinreihen in die Menge der dar- 
stellenden Ausdriicke auf, so erhéhen sich dadurch die vorgeschriebenen 
Héchstordnungen in den Spitzen auf Null, d. h. man erhalt ein Reprisentanten- 
system beziiglich der Punktgruppe aller Punkte von & mit den angegebenen 
Héchstordnungen im Innern der oberen Halbebene, aber mit der Héchst- 
ordnung Null in simtlichen Spitzen. Im iibrigen sind diese Sitze ohne allzu- 
groBe Schwierigkeiten auf die Formen {/', — 2, 1} iibertragbar, wenn I 
eine Kongruenzuntergruppe der Modulgruppe bezeichnet?). 

Die hier genannte Konstruktion fiihrt nur in Spezialfillen auf ein un- 
verkiirzbares Reprisentantensystem. Der Begriff ,,unverkiirzbar“ deckt sich 
im wesentlichen mit dem Begriff ,,reduziert‘‘, der folgendermaBen bestimmt 
wird: Ein Reprisentantensystem R von S beziiglich der Punktgruppe G 
mit den vorgeschriebenen Héchstordnungen heiBt reduziert, wenn die von 
den Formen von ® erzeugte lineare Schar R* keine Form enthiilt (sie sei 
denn identisch Null), deren Ordnungen in den simtlichen Punkten von 6 
iiber den vorgeschriebenen Héchstordnungen liegen. Das Problem, ein 
reduziertes Reprisentantensystem in einem konkreten Falle aufzustellen, 
ist zuerst fiir die Schar der ganzen Modulformen von der Stufe N, ganzer 
Dimension S — 2 und Multiplikatoren 1 beziiglich der Punktgruppe der 
Spitzen mit den Héchstordnungen Null von Herrn Hecke gelést worden). 
Das dort entwickelte Verfahren la8t sich auf den allgemeinen Fall beliebiger 








*) H. Petersson, Darstellung der eigentlich-automorphen Formen (— 2)-ter Dimen- 
sion durch eine Art Poincaréscher Reihen bei gewissen Grenzkreisgruppen, Math. 
Annalen 105 (1931), S. 206—239. 

3) E. Hecke, Theorie der Eisensteirischen Reihen héherer Stufe und ihre An- 
wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik, Abhandlungen aus d. Math. Seminar 
Hamburg 5 (1927), S. 199—224. 
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Grenzkreisgruppen mit endlich vielen inaquivalenten parabolischen Fix- 
punkten, die zugehérigen ganzen Formen reeller Dimension < —2 mit be- 
liebigen Multiplikatoren des Betrages 1 iibertragen; hierdurch wird die oben 
genannte Erhéhung der Héchstordnung in den Spitzen erméglicht. Das so er- 
haltene Repriisentantensystem besteht aus einer von den allgemeinen Eisen- 
steinreihen (vgl. B) bzw. g-Teilwerten (vgl.*), r = 2) erzeugten linearen Schar; 
die einzelne Form der Schar hat in den Spitzen willkiirlich vorschreibbare 
konstante Glieder (soweit bei einer Form der Klasse iiberhaupt méglich) 
und ist durch diese eindeutig bestimmt. Als Teilresultat dieser Untersuchungen 
ergibt sich die Kenntnis der notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir ein System komplexer Zahlen, damit dieses mit den konstanten Gliedern 
einer Form in den Spitzen identisch sei. SchlieBlich ist hervorzuheben, da8 
die genannten linearén Scharen vollstaindig durch die Formenklassen, denen 
sie angehéren, bestimmt sind und insbesondere auch nicht von der Wahl 
eines Fundamentalbereichs von J" abhiangen. 


Demgegeniiber hangt die lineare Schar, die ein reduziertes Reprisentanten- 
system in dem zuerst genannten Beispiel aufspannt, wesentlich von der Wahl 
eines Fundamentalbereichs von J’ ab; denn jenes Problem ist erst gelést, 
wenn man zu jeder mit Polen behafteten Form eine der Reihen des genannten 
Typus eindeutig festgelegt hat, welche dieselben Hauptteile besitzt, wie die 
Form. Die explizite Aufstellung eines reduzierten Reprisentantensystems 
erfordert also auBer der Angabe des Reihentypus, der die Reprisentanten 
darstellt, noch eine eindeutige Festsetzung der Grenzen fiir die in diesen Aus- 
driicken auftretenden Pole, d.h. eine in numerischen Fallen brauchbare 
Abgrenzung eines Fundamentalbereichs von I. Den damit entstehenden 
im allgemeinen uniiberwindlichen Schwierigkeiten kann man nur so aus dem 
Wege gehen, da8 man zunichst die simtJichen Reihen mit véllig willkiirlichen 
Polen betrachtet und an Stelle dieser Abgrenzung die Bestimmung der Re- 
lationen vornimmt, die zwischen den allgemeinen Reihen bestehen; als Re- 
lation gilt hier offenbar eine Gleichung, die aussagt, daB eine Linearkombi- 
nation dieser Reihen (also eine Form aus ®*) eine ganze Form darstellt, die 
in den Spitzen verschwindet (die also iiberall die Héchstordnung iiberschreitet). 
Die Untersuchung dieses Sachverhalts fiihrt ziemlich tief in die Theorie der 
automorphen Formen hinein; denn es zeigt sich, daB bereits.sehr spezielle 
solche Linearkombinationen alle ganzen, in den Spitzen verschwindenden 
Formen darzustellen vermégen (vgl. B). In dem Falle der eigentlich auto- 
morphen Formen zu einer Kongruenzuntergruppe der Modulgruppe kann 
man, allerdings unter erheblicher Schwierigkeiten, die analogen Aussagen 
auch noch fiir die Dimension — 2 als richtig nachweisen‘). 


*) H. Petersson, |. c. *). 
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Das Problem, im Falle einer allgemeinen Grenzkreisgruppe von erster 
Art, reeller Dimension < — 2 und eines beliebigen Multiplikatorsystems 
vom Betrage 1 die genannten Relationen aufzustellen, laBt sich, wie ich an 
anderer Stelle zeigen werde, durch Heranziehung von gewissen Reihen lésen, 
welche Funktionen in mehreren komplexen Verinderlichen darstellen. 

In der vorliegenden Arbeit zeige ich an einigen, fiir die Theorie wichtigen 
Formenklassen, daB der Riemann-Rochsche Satz die Existenz von reduzierten 
Reprasentantensystemen nachzuweisen gestattet. Es sei J’ von erster Art, 
o=1, r = 2, v ein beliebiges Multiplikatorsystem zu J’ und — 2, S die 
Schar der ganzen Formen {I’, — 2, v}, G die Punktgruppe, die aus sirotlichen 
Spitzen besteht, und es seien die vorgeschriebenen Héchstordnungen Null. 
Der gewiinschte Nachweis gelingt sehr einfach, und es wird auch die genaue 
Kenntnis der konstanten Glieder der ganzen Formen in den Spitzen gewonnen. 
Die entsprechende Aufgabe fiir r = 1 wird histsichtlich I’ in der gleichen 
Allgemeinheit, hinsichtlich v» unter der Einschrankung 


v(L) = + 1 fiir alle Z aus 


gelést; es ergibt sich die Existenz eines reduzierten Reprisentantensystems 
und daraus die Kenntnis der konstanten Glieder der ganzen Formen in den 
Spitzen. 

Die ersten Einblicke in die Struktur dieser Schar verdankt man Herrn 
Hecke, der den speziellen Fall J. = I’(N) = Hauptkongruenzuntergruppe 
von der Stufe N der Modulgruppe, 


_ 1 0 
o(L) = 1 fiir L=(, 1 
mit Hilfe der von ihm aufgestellten Eisensteinreihen der Dimension -- 1 
(¢-Teilwerte) untersucht hat®). Herr Hecke weist in seiner Arbeit auf gewisse, 
zwischen diesen ¢-Teilwerten bestehende Relationen hin; diese sind, wie man 
sofort sieht, auch bei dem allgemeinen Problem, das hier behandelt wird, 
erfiillt. Der wesentliche Schlu8 des Vorgehens bei dem allgemeinen Problem 
besteht in dem Nachweis, daB gerade diese Relationen die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir darstellen, da8 ein bestimmtes Reprisentanten- 
system reduziert sei; der Nachweis lat sich auf Grund des Riemann-Roch- 
schen Satzes mit den einfachsten Hilfsmitteln der linearen Algebra erbringen. 
Damit ist die gestellte Frage beantwortet; die Antwort besagt im genannten 
Spezialfall genau soviel, wie das von Herrn Hecke erwahnte SchluBresultat 
iiber die ¢-Teilwerte, das Herr Feyerabend in einer Examensarbeit bewiesen 
hat. Der hier bewiesene Satz hat also offenbar mit der speziellen Theorie der 
Modulfunktionen nichts zu tun, sondern gehért in die allgemeine Theorie 


(mod N) 


5) E. Hecke, 1. c. *). 











H. Petersson. 





676 


der automorphen Funktionen. Dagegen ist die von Herrn Hecke gegebene 
explizite Konstruktion eines Reprisentantensystems wesentlich in der spe- 
ziellen Natur der Gruppen J'(N) begriindet; zur Behandlung des ent- 
sprechenden allgemeinen Problems reichen die gegenwirtigen Kenntnisse 
in der Theorie der automorphen Funktionen wohl nicht aus. 


§ 10, 1. Anwendungen der Primformen: Evxistenzsitze iiber ganze Formen von 
der Dimension —r mit kleinem positiven r zu speziellen Multiplikator- 
systemen; Existenz von Funktionen niedriger Wertigkeit zu speziellen 
Grenzkreisgruppen (Satz 24, 25). 

Ist I’ von erster Art, o = 1, so erhalt man in geeigneten Primform- 
Potenzprodukten eime (o — 1)-fach unendliche multiplikative Schar von 
ganzen automorphen Formen fester Dimension — 7 mit beliebig vorgegebenem 
reellen r > 0 und Multiplikatoren des Betrages 1. Wahrend also die Existenz 
von einer nicht identisch verschwindenden ganzen Form {I°, — r, v} zu be- 
liebig kleinem r feststeht, bedarf es sehr tiefer Kenntnisse iiber das durch I" 
definierte algebraische Gebilde, um zu entscheiden, welches die kleinste 
positive Zahl r derart ist, daB zu I" mindestens zwei linear unabhangige ganze 
Formen von der Dimension — r existieren, welche zum gleichen unverzweigten 
(im iibrigen beliebigen) Multiplikatorsystem v gehéren. Denn diese Existenz 
besagt genau, daB die niedrigste Wertigkeit einer nicht konstanten auto- 
morphen Funktion zu I" gleich r(p — 1+ 44) ist. "ie meines Wissens 
einzige Aussage in dieser Richtung besteht in einer Behauptung von Brill 
und Noether®) folgenden Inhalts: 

Auf jedem algebraischen Gebilde vom Geschlecht p gibt es eine Funktion, 
deren Wertigkeit héchstens gleich 

+3 

"a 

ist; bei allgemeinen Moduln des Gebildes ist @, die minimale Wertigkeit, die eine 
nicht konstante Funktion des Gebildes aufweisen kann. 

Brill -und Noether haben diese Behauptung nicht bewiesen. Da aber 
Severi’?) den Brill-Noetherschen Beweisansatz richtiggestellt und durch- 
gefiihrt hat, soll der zitierte Satz in diesem Abschnitt zugrunde gelegt werden. 

Aus ihm ergibt sich durch einen iiberaus einfachen Schlu8 die Tatsache, 
da8 zu einer Untergruppe I” (von endlichem Index) einer beliebig gegebenen 
Grenzkreisgruppe J" von erster Art in den weitaus meisten Fallen Funktionen 
von viel niedrigerer als der allgemeinen (bei Gebilden des gleichen Geschlechts 


& =6,=| 


*) A. Brill und M. Noether, Uber die algebraischen Funktionen und ihre An- 
wendung in der Geometrie, Math. Annalen 7 (1873), S. 269—310. 

7) F. Severi, Vorlesungen iiber algebraische Geometrie, iibersetzt von E. Léffler, 
Leipzig, Teubner, 1921; siehe insbesondere Anhang G). 
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giiltigen) Minimalwertigkeit existieren. Die Bedeutung dieses Satzes liegt 
nicht so sehr darin, da8 eine — im iibrigen von vornherein zu erwartende — 
Spezialisierung der ,,meisten“ Untergruppen von I erschlossen wird, sondern 
darin, da8 eine bestimmte Art der Spezialisierung nachgewiesen wird; denn 
sie erweckt die begriindete Hoffnung auf die Méglichkeit, diese Speziali- 
sierung durch gewisse Einschrankungen, denen die Integralperioden erster 
Gattung von J" unterliegen, sichtbar zu machen. Im iibrigen weisen auch 
die Spezialisierungen, die durch den erwahnten Schlu8 erhalten werden, 
noch eine Besonderheit auf: Die Funktion zu I”, die die Erniedrigung der 
Minimalwertigkeit anzeigt, ist sogar eine Funktion zur Obergruppe J” von J”. 

An den speziellen Beispielen der Hauptkongruenzuntergruppen J’ (N) 
der Modulgruppe zeigt sich, daB alle J’(N) mit N => 18 in diesem Sinne spe- 
zialisiert und zum Teil hoch spezialisiert sind. Die Theorie der Grenzkreis- 
gruppen liefert ferner einen Ansatz, um zu einem gegebenen algebraischen 
Funktionenkérper eine endliche algebraische Erweiterung zu bestimmen, 
welche prozentual beliebig hoch spezialisiert ist, d.h. in der es Funktionen 
gibt, deren Wertigkeit einen beliebig kleinen Bruchteil der Minimalwertig- 
keit des allgemeinen Gebildes vom gleichen Geschlecht betrigt. Verzichtet 
man auf die Anwendung der Brill-Noetherschen Aussage, so kann man in 
vielen Fallen den verallgemeinerten Riemann-Rochschen Satz benutzen, um 
die Spezialisierungen gewisser Untergruppen J” einer gegebenen Gruppe I” 
durch den Nachweis von geeigneten Funktionen zu diesen Untergruppen J” 
zu gewinnen. Z. B. ergibt sich die gewiinschte Spezialisierung unmittelbar 
aus der Existenz von zwei linear unabhingigen ganzen Formen {I°, — r, v} 
mit 0 < r < $ und dem gleichen unverzweigten v. Man erkennt, daB diese 
Existenz fiir eine Untergruppe J” in I’ von endlichem Index folgendes besagt: 
Es gibt einen Divisor von der Ordnung Null zu I”, der insgesamt aus weniger 
als p —1+ 44 (p, q gehdren zu J’) Punkten besteht, und dessen Relativ- 
norm beziiglich J" in die Divisoren-Hauptklasse (im Sinne der klassischen 
Divisorentheorie) von I" fallt. 

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, daB alle hier angedeuteten Satze 
,,im wesentlichen“ von der feineren Struktur der betrachteten Grenzkreis- 
gruppen J" unabhangig sind, vielmehr ausschlieBlich durch die Werte der 
formalen Daten 


P, 9,¢,1, (lL SkSe,) 


bedingt werden. Der Zusatz ,,im wesentlichen“ bedeutet z. B. bei Aussagen 
iiber Spezialisierung, daB von der Gruppe I’, fiir deren Untergruppen Speziali- 
sierungen nachgewiesen werden, nur die formalen Daten in Betracht kommen. 
Ein Satz iiber eine Grenzkreisgruppe J”, die Untergruppe vom Index y in 
einer umfassenden Gruppe J’ ist, hat nur insofern allgemeinen Charakter, als 
Mathematische Annalen. 116. 44 
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es auf die feinere Struktur von I" nicht ankommt; er gilt fiir alle Gruppen I", 
zu denen eine Obergruppe J’, existiert, welche mit I” die formalen Daten 
gemein hat, und in welcher J", den Index yz besitzt. 


§$ 10,2. Charakterisierung der Theta-Nullwerte (Satz 26). 


Es mu8 nach dem zuletzt Gesagten als sehr merkwiirdig angesehen 
werden, da8 es gelingt, nicht nur eine Gruppe, sondern dariiber hinaus eine 
Formenklasse durch gewisse wenige Forderungen festzulegen, welche einzeln 
relativ geringe Konsequenzen haben. Die im vorletzten Absatz erwahnte 
Existenzaussage iiber ganze Formen von der Dimension — 1 mit r< } 
zeichnet diejenigen Gruppen aus, bei denen sie mit r = }, aber nicht mit 
kleinerem r > 0 zutrifft. Auch die Brill-Noethersche Aussage la8t erkennen, 
daB diese Gruppen eine Grenzmannigfaltigkeit innerhalb der Menge aller 
Gruppen bilden, wenn man zwischen Gruppen unterscheidet, die in allen 
ihren Untergruppen eines bestimmten Normaltypus eine Spezialisierung der 
betrachteten Art induzieren, und solchen, die das nicht tun. Innerhalb dieser 
Grenzmannigfaltigkeit der Gruppen I’ = I) sind diejenigen Gruppen I, 
ausgezeichnet, zu welchen iiberhaupt keine ganzen unverzweigten Formen 
von der Dimension —r mit 0 < r< } existieren. (Hier heiBt eine Form 
unverzweigt, wenn sie zu einem unverzweigten Multiplikatorsystem gehért.) 
Beide Forderungen bedeuten eine so erhebliche Einschrankung fiir = yo, 
da8 diese Gruppe durch eine rein gruppentheoretische Zusatzforderung ganz 
allgemeinen Charakters eindeutig festgelegt wird. (Es wird verlangt, daB 
Io mindestens eine Spitze besitzt und Normalteiler von maximalem, iiber- 
haupt méglichen Index innerhalb einer umfassenden Grenzkreisgruppe ist.) 
Dann zeigt sich, daB I,, durch eine gemeinsame Transformation aller Ma- 
trizen mit einer festen unimodularen reellen Matrix in die Hauptkongruenz- 
untergruppe vierter Stufe J°(4) der Modulgruppe iibergefiihrt werden kann. 
Zu dieser existiert, wie bereits in B nachgewiesen, ein einziges unverzweigtes 


Multiplikatorsystem von der Dimension — }, namlich das des Theta-Null- 


werts Boo (+). Und nun ergibt sich ohne nennenswerte Schwierigkeiten die 


gesuchte Charakterisierung in dem folgenden Satz: 

Die Gesamtheit aller unverzweigten ganzen Formen zu I von der Dimen- 
sion — } bildet eine einzige lineare Schar mit genau zwei Basiselementen. Als 
diese kinnen nach Ausiibung einer geeigneten linearen Transformation die 
Theta-N ullwerte 


+ co ai 


a)= De?” =0,,(§), Orr= DY (-1y"e* 


a= — oo m= — co 


2 


gewdhilt werden. 








Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. IV. 679 


§ 9. 
Anwendungen des verallgemeinerten Riemann-Rochsehen Satzes. 

1. Genaue Formeln fiir die Anzahl der Basisformen einer Formenschar; 
Existenzsttze tiber ganze Formen von der Dimension — r mit kleinem positiven r 
zu beliebigen oder nur hinsichtlich der Verzweigung eingeschriinkten Multipli- 
katorsystemen. 


In Erginzung der Bezeichnungen aus der Einleitung nennen wir in Uber- 
einstimmung mit G II: 


v= v(—1,v) = I] w TT es" 


j=1 
den Verzweigungsdivisor, 


a 


7 =n (—1,v) = ord v(— 1,0) = Ya + Dei (mmr (p —1+ $) (mod 1)) 


j=1 k=1 
das VerzweigungsmaB, 


I {1 wenn Re x, = 0 , 

=a(— a 

Cae = LT)?» _o hes Re x, >0 @Sj50 
den Ergianzungsdivisor der Klasse ‘ —r, v}. Dann ist 


:. 
(1) »(—17,0;0) = — ord d+ C(—1,0) -p+1+ %(— (2 —1), =t 5): 
(1) hat zunachst bei allgemeinen r, v, dD die triviale Konsequenz 
(3) ¥% (— 7, v; 0) 2 — ordd + C (—1, 0) — p +1. 


Dariiber hinaus gelangt man zu einer Gleichung oder wenigstens zu einer 
erheblichen Verscharfung der Ungleichung (3) durch folgende Uberlegung: 
Ist {/ C {I’, —r, v} ein nichtidentisch verschwindendes Multiplum von bd, 
so gilt (vgl. GII, §3, Satz 7): 

(4) C(—r4,v) Dord d, d.h. (Rer)(p— 1+ 4) > ord d+ Ren. 


Hier steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn vd der Divisor 
von / ist, also in der Menge aller Klassen {J’, — r, v} mit gleichen |v| und p 
und bei gegebenem d von der Ordnung C (— r, v) nach einem Satz aus G II, 
§ 3, Abschnitt 4 fiir héchstens eine, aber nicht immer eine Form / (wenn man 
alle Formen Const.-/ +0 als nicht verschieden zahlt). Daher ergibt sich 
nach GIT, §3, (54) mit 7, = Ren: 

v (—1, 03d) = —ordd+C(—r,0)—p+l], 


(5) wenn n, + ordd < (Ker) (p—1-+ 4) — (2p — 2); 


¥, (— 17, 0; d) = — ordd + C (— r, v) — p + {1 oder 2}, 


(6) wenn n, + ordd = (Ker) (p —1+ 4) —(2p — 2). 


44* 
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Im zweiten Falle hat man fiir die geschweifte Klammer genau dann 2 ein- 
zusetzen, wenn eine Form i, r — 2, +) mit dem Divisor 
av — 3 (0' = »(-(2-»),4)) 
d vd v! 
existiert (vgl. G II, § 4, Abschnitt 4). Wenn bei fest gegebenem d die Formel (6) 
fiir eine Klasse {I", — r, v} mit 2 in der geschweiften Klammer zutrifft, dann 
steht fiir alle anderen Klassen {I’, — r, »*}, deren Verzweigungsdivisoren p* 
mit p und deren Multiplikatorsysteme v* dem Betrage nach mit |»| iiber- 
einstimmen, in der geschweiften Klammer 1. 
Bei den Formen, welche den Abelschen und Prymschen Differentialen 
entsprechen, ist 


(7) r=2|vj=1, x, =O0(LSj<o) o9,=1-7 (lSkS<e), 
: 
folglich 
v, (— 2, 0; d) = — ord d + p—1 +a, 


wenn ordd} So, und wenn es keine multiplikative Funktion Ir, 0, =| 


mit dem Divisor 


gibt; falls es jedoch eine multiplikative Funktion zum Charakter = mit 
diesem Divisor gibt (was nur fiir ord d = o eintreten kann), gilt 
vy, (— 2,0; d) = — ordd + p+a, 

dagegen 

v, (— 2, 0%; d) = —ordd + p—1+a, 
wenn v* ein von v verschiedenes Multiplikatorsystem bezeichnet, welches (7) 
erfiillt (was genau besagt, daB die zugehérigen Formen Abelschen oder Prym- 
schen Differentialen entsprechen). 

Fiir die allgemeineren multiplikativen Differentiale, also fiir r = 2 
und einen Charakter v mit |v| +1 oder mit einem anderen Wertsystem 
*,2,1ISjSe1Sks €,), als in (7) angegeben, findet man 
} 

vy (— 2,0; d) = —ordd+ p—1+q-—y, 
wenn ord} Sq — » und wenn es keine multiplikative Funktion zum Cha- 
rakter — mit dem Divisor SS (ord d = q — m) gibt; wenn es dagegen eine 
solche multiplikative Funktion mit diesem Divisor gibt, gilt 
vy, (— 2,0;d) = —ordd+p+q-—y, 


vy, (— 2, o*; d) = —ordd+p—l+q—y (v* +», |v*| =|v|, o* = pv); 
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dabei bezeichnet v* den Verzweigungsdivisor der Klasse {I", — 2, v*}. Hier- 


aus folgt insbesondere: 


€ 
0 


i . / y 1 
(7,) y,(—2,0;a)=p—1 +)" (1 — mex) + > (1 mak ty 0,) + {0 oder 1}, 
j=1 =1 
wo der Strich an dem ersten Summenzeichen die Bedingung Re x, > 0 
zum Ausdruck bringt. Die Maximalzah] linear unabhingiger multiplikativen 
ganzen in den Spitzen verschwindenden Formen von der Dimension — 2 zum 


Multiplikatorsystem v ist also mindestens p—1 und kleiner als p + q. 
1 


Wahlt man e¢ unter der Voraussetzung o =} 2 so, dab 0< « = , und 
verlangt 

0, = 0(1 SkSe,), 0< wee (25) 09), 
so wird 


4 (— 20 a)—=p—1+ Sax) + D (1-7), 
j=l =1 
also 


v, (— 2,030) >pt+q—2—(o—lhe=>p+q-3, 
daher 
p+q>% (—2,%;a) >p+q-—3. 
Die auf der rechten Seite von (7,) auftretende geschweifte Klammer, also 
die Zahl y, (0, =; (1)), ist genau dann gleich 1, wenn = Multiplikatorsystem 
einer multiplikativen Funktion / von der Gestalt 


o 


f(x) = [] ees? 


j=1 


ist, wo B, reell, D> = 0, w(t) ein Abelsches Integral erster Gattung auf 8 
j=1 


darstellt (vgl. GIII, §6, Satz 13). 
Fiir die Formenklasse {I, — r, v} mit (reellem) r > 2 ergibt sich 


y,(—1,0;0) = (r—2)(p — 1 +4) +q—(n+ordd) + p—1-+ {0 oder1} 
8 
©) wenn (r — 2)(p-1+4)+q—(y + ordd) >0. 


In der geschweiften Klammer erscheint dann und nur dann 1, wenn eine 


Form I, — (2—r), <\ mit dem Divisor 


3 3 f 
sp’ WO ord 5 = (2 —1)(p—1+ 4), 
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existiert. Aus 
n+ordasSsq 


folgt, daB die Formel (8) auch auf solche Formenscharen der Klasse {J°, — r, v} 
Anwendung findet, deren Formen ganz sind, in allen Spitzen verschwinden, 
und die iiberdies weitere Nullstellen mit einer gewissen maximalen Gesamt- 
ordnung aufweisen diirfen. 

Die Divisoren der Formenscharen, fiir deren algebraische Dimensionen 
die oben aufgestellten Gleichungen bewiesen wurden, gehéren dann und nur 
dann dem System der Spezialscharen an, wenn in die geschweifte Klammer 
auf der rechten Seite von (6) die Zahl 2 einzusetzen ist. Es handelt sich 
hier indessen um den bei weitem einfachsten Typus einer Spezialschar, weil 
die Entscheidung, ob eine Spezialschar vorliegt, auf die Frage nach der Existenz 
einer Form der Klasse mit eimem gegebenem Divisor zuriickgefiihrt wird und 
weil in diesem Falle der Anzahliiberschu8 nur den Wert 1 haben kann. 

Im folgenden sollen Existenzsitze iiber ganze Formen {I, — r, v} be- 
wiesen werden, fiir deren Dimension 0 < r < 2 zutrifft. Bei diesen Existenz- 
siitzen wird das Multiplikatorsystem » vom Betrage 1 gar keinen oder nur 
solchen Einschrankungen unterworfen, die sich auf dasVerzweigungsverhalten 
von v beziehen, also gegebenenfalls unmittelbar gepriift und bestitigt werden 
kénnen. 

Wenn J parabolische Matrizen enthilt (o > 0), wird eine Form {J°, — r, v}, 
die in allen Spitzen verschwindet, als Spitzenform bezeichnet. Eine solche 
verhalt sich in den Spitzen wie ein Multiplum des Ergiainzungsdivisors a 
der Klasse, d. h. es sind die Realteile der zu den Spitzen gehérigen Exponenten 
im Divisor der Form siémtlich positiv. Im iibrigen darf man sich bei der 
Betrachtung der Multipla eines festen Divisors innerhalb einer festen Formen- 
klasse nach G III, Satz 13 auf die Klassen reeller Dimension mit’ Multipli- 
katoren des Betrages 1 beschrinken. Da im weiteren nur ganze Formen 
gesucht werden, kann r >0O angenommen werden. Die Anwendung der 
Abschitzung (3) ergibt untere Grenzen fiir die Werte r, zu denen bei allge- 
meinem oder nur hinsichtlich des Verzweigungsverhaltens eingeschrinktem v 
mindestens g linear unabhingige ganze Formen bzw. ganze Spitzenformen 
existieren. Um auf alle Fille sicher zu sein, daB die gefundenen Grenzen 
wirklich einen brauchbaren r-Wert umschlieBen, wollen wir die Méglichkeit, 
r stetig zu variieren, also o > 0 voraussetzen (vgl. Hauptsatz 2 iiber die Existenz 
von automorphen Formen, G III, § 6). 


Es seien also die genannten Voraussetzungen erfiillt, und es sei g eine 
natiirliche Zahl. Aus 


»,(— 1,030) >r(p—1+4)—(p—1+9) 
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folgt die Existenz von mindestens g linear unabhingigen ganzen Spitzen- 


formen {I’, — r, v} (|v| = 1, v sonst beliebig), wenn 
(9) o> 0S §S8, 
p—1+42 


Ebenso ergibt sich die Existenz von mindestens g linear unabhangigen ganzen 
Formen {I°, — r, v} (v wie oben), wenn 





ME at eS ad Yl 


(10) p—i44 


Beide Schranken sind annihernd scharf fiir kleine Werte von p — 1+ 44, 
also, wie man sich iiberzeugt, z. B. im Falle der Modulgruppe, bei welcher 
p—1+4q = x; so erhilt man aus der ersten Schranke die Existenz 
von mindestens einer linear unabhangigen ganzen Spitzenform fiir alle r 
mit r > 14 (bei beliebigem v mit |v| = 1). 

Wir betrachten die Folge der Hauptkongruenzuntergruppen I’ = I" (N) 
der Modulgruppe: [Es sei N eine natiirliche Zahl; [’(N) besteht aus allen 

F 

6 
fiir welche elementweise L = + I (mod N) zutrifft. Ist p = p (N),e, =e, (N), 
o = a(N), gq = q(N) fir F = F'(N), w = w(N) der Index von I'(N) 
in der Modulgruppe J"(i), so gilt 

e,(N) = 0, q(N) = 0(N), w(N) = No(N) =4N* [J (1 - =) 


q\N 


den unimodularen Matrizen L = mit ganzen Elementen «, f, y, 6, 


(q durchlauft die verschiedenen positiven Primteiler von N), 
na ee 1 e 
p(N) —1+ 59(N) = p(N) —1+ se(N) = pH (N) = No (N).| 
Aus den Ungleichungen (9) und (10) folgt 
Satz 20. Es sei r >1 fest, N eine natiirliche Zahl >2 und = 


r—l r—l 


y(N) = SSW) — So (N) = (GS — sy) #0), 


g(N) = 1+[p(N)], 9,(N) = g(N) oder = g(N) —1, 





r—]’ 





je nachdem w (N) nicht ganz oder ganz ist. Bezeichnet v ein beliebiges Multipli- 
katorsystem zu I'(N) und — r vom Betrage 1, so existieren mixdestens g (N) 
linear unabhingige ganze Formen {I"(N), — r, v} und mindestens g, (N) linear 
unabhingige ganze Spitzenformen {I"(N), — r, v}. 

Zusatz: Der Satz 20 hat mit der speziellen Natur des durch I’ (N) definierten 
algebraischen Gebildes nichts zu tun; er gilt fiir jede Grenzkreisgruppe I’, deren 
formale Daten p, a, ¢,(= 0) mit denen von I(N) tibereinstimmen. 
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Ist o = 2, so werde jetzt v durch die nur auf das Verzweigungsverhalten 

beziiglichen Bedingungen 
05% Se oder 0<% <e (lSjSo-}), 
(11 , 
o, =9(1ISkSe,), |x| =1 
0 og 1% 

eingeschrankt, in denen e eine geeignet vorgegebene kleime positive Zahl 
bedeutet. Dann existieren fiir jedes r mit 


p+g—! 
ro. 5 
(12) p—1+2 


mindestens g linear unabhingige ganze Formen (oder ganze Spitzenformen) 
{I’, — r, v}, falls » den Bedingungen (11) mit 
1 
e< — |r(p—1+ 4)-—(p—1+9)| 


ao—l 


geniigt. Diese Aussage liefert fiir die J’) = J°(N) mit geniigend grobem N 
schon eine gewisse Verschairfung von Satz 20, insofern als auch zu den Dimen- 
sionen — r mit r= 1 — y bei hinreichend kleinem positiven 7 die Existenz 
einer groBen Zahl (von der GréSenordnung N*) linear unabhangiger ganzen 
Formen oder Spitzenformen erschlossen wird, deren Multiplikatorsysteme 
lediglich den Bedingungen (11) unterliegen. Insbesondere existieren mindestens 
4a(N)— 1 limear unabhiangige ganze Formen (oder ganze Spitzenformen) 
{I'(N), — 1, v}, falls (11) mit 


1 
0<*S5m)-1 
zutrifft. Fiir spezielle kleine Werte von N ergibt sich eine erhebliche Ver- 
scharfung von Satz 20 in der Richtung, da8 noch fiir sehr kleine Werte von r 
die Existenz von einer oder zwei linear unabhangigen ganzen Formen (oder 
Spitzenformen) festgestellt werden kann; die weitestgehenden Aussagen 
dieser Art findet man in dem Grenzfall, in dem v ein unverzweigtes Multipli- 
katorsystem darstellt. 
Verlangt man, da v unverzweigt sei, daB also (vgl. GIII, § 8) 


(13) x, = 0 (lSjSo), 0, = 9 (I SkSe,), r(p —1+ 49) =0(mod 1) 


gelte, so existieren fiir jedes r mit 


(14) ‘> pute 
p—l+ > 

mindestens g linear unabhingige ganze Formen {J’, — r, v}, wo v ein be- 

liebiges unverzweigtes Multiplikatorsystem vom Betrage 1 bezeichnet. Hier- 

nach gibt es z. B. fiir jedes zu J’ und — 1 gehérige unverzweigte Multiplikator- 
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system vom Betrage 1 mindestens }4q linear unabhingige ganze Formen 
{I°, — 1, v} (q ist notwendig gerade), ferner mindestens zwei linear unabhangige 
ganze Formen {I’, — r, v} mit 
ee =1 beliebi 

(14,) r= as |v| =1, wv unverzweigt, sonst beliebig, 

' p—-t+2 

2 

und hier wird r< 1, wenn q > 4. Die auf die unverzweigten v beziiglichen 


Existenzsitze gelten auch im Falle o = 0. 
Bei den Gruppen J"(N) liegt. die Schranke (14), wenn etwa 


(15) g = g(N) = 0, -40(N), ESO, 51-8, 0<E<}, € fest) 


gesetzt wird, in der Entfernung 6 (1 — 6.) -4 unterhalb von 1. Man erhilt 


N 
demnach 
Satz 21: Es sei N eine natiirliche Zahl, g eine ganze Zahl mit 
1S9530(), 
po 222 1 ~ 6S (0 < o(N) — 2g < a(N) — 2), 
s—43 q Na(N) = = 
2 


v ein beliebiges unverzweigtes Multiplikatorsystem zu I'(N) und — r vom Be- 
trage 1. Dann gibt es mindestens g linear unabhiingige ganze Formen 
{T'(N), — 1, v}. 
Zusatz. Wie bei Satz 20. 
Die Werte 
p+l om cell 


r= > ae 
4 ~ hd 


fiir die je mindestens zwei bzw. eine linear unabhingige ganze Form 
{I’, — r, v} zu jedem unverzweigten v des Betrages 1 existiert, sind fiir 
lr = I'(N), 1S N S 25, aus der folgenden Tabelle abzulesen, in der die 
erforderlichen Daten zusammengestellt sind. 


Tabelle 1. 
N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
p: 0 0 0 0 0 1 3 5 10 13 26 25 50 
” 1 1 = 
ie’ is 3 1 2 5 6 14 16 27 30 55 48 91 
@: l 1 1 l 1 2 3 4 6 s 14 14 26 


14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
49 73 81 133 109 196 169 241 241 375 289 476 


120 128 204 162 285 240 336 330 506 384 625 
26 38 42 68 56 99 86 122 122 189 146 239 


sel y = 
oo 
ae 
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Neben den Hauptkongruenzuntergruppen J”(N) spielen die mit I, (N) 
bezeichneten Kongruenzuntergruppen eine wichtige Rolle. I’, (N) ist als 
Gruppe derjenigen Z aus J'(1) erklart, fiir welche y = 0 (mod N) zutrifft. 
Aus der bekannten Beziehung zwischen dem Geschlecht p = p, (N) und dem 
Index « = u,(N) von I, (N) in I’'(1) geht hervor, da8 fiir = DT, (N): 
—_-— S1 und = 1 dann und nur dann, wenn N eine Primzahl = — 1 (mod 12). 
g—i+ Dy 
Da in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen die durch Theta-Null- 
und Teilwerte dargestellten Formen mit r = } eine besondere Bedeutung 
erlangt haben, sollen in einer zweiten Tabelle die Werte p = P, (N) 





CS 
und 5 = . fiir diejenigen N 200 angegeben werden, fiir welche gemaB 
_ See Tf 
€ 43. 
p—i+s 
mindestens eine linear unabhangige ganze Form {J,(N), — r, v} mit rS}4 


zu jedem unverzweigten v des Betrages 1 existiert. 


Tabelle 2. 
Bch &FSSCeeese FsPVPereeaeetaiwti a = 2 ee 
we ee FC VV 2 FT  ¢ Oo Ve Ff 2 ee oS , “e 
Lad 1 1 1 1 1 2 3 8 
Io’ i [a £24 8 2 ¥ 2 2 2e 3 3 ; 4 
N: 25 27 28 30 32 36 40 45 48 49 50 54 64 72 75 81 98 100 
met F €@ 2 t 2 Oe FF. 2- ea 2 SF 7 
5 3 8 4 6 4 6 6 6 8 HH 9 8 12 0 9 A 15 


Die angefiihrten Gruppen J/,(N) haben, abgesehen von den Stufen 
N = 1, 2, 4, 5, 10, 13, 25, 50, simtlich gerades o und entweder e, = 0 
oder nur elliptische Fixpunkte ungerader Ordnung. Daher besitzen die 
I, (N) fiir die nicht ausgenommenen N-Werte je , a (p = Py (N)) Unter- 
gruppen I™* — I'f(N) im Sinne von G III, Satz 18, welche die Matrix — I 
nicht enthalten, in [4(N) den Index 2 aufweisen und ohne Vorzeichen- 
anderung der parabolischen Erzeugenden gebildet sind. Fiir diese Gruppen 
gilt gréBtenteils e, = 0, namlich fiir alle Werte N in der Tabelle 2, abziig- 
lich der genannten Ausnahmen und abziiglich der Werte N = 3, 7, 21, 49. 
Ein Multiplikatorsystem v zu I’ und — r, welches in den Spitzen unverzweigt 
» = 0; fiir eg = 0 kann man also 
aus Tabelle 2 ohne weiteres feststellen, welches die Mindestzahl der linear 
unabhangigen ganzen Formen {I,(N), — 4, v} ist, deren Multiplikator- 


ist, ist schlechthin unverzweigt, wenn e 
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systeme v in den Spitzen unverzweigt sind, auf einer Untergruppe I} (N) 
der genannten Art nur die Werte + 1 annehmen und unter diesen Bedingungen 
willkiirlich vorgegeben werden kénnen. 

Um im Falle e, >0 die in den Spitzen unverzweigten Multiplikator- 
systeme v zu J" und — } aufzustellen, die auf einer nach GIII, Satz 18 
vorgegebenen Untergruppe J™* von I" mit e, = 0 nur die Werte + 1 an- 
nehmen, kann man G III, Satz 19 heranziehen; in Anbetracht der Bedeutung 
der ganzen Formen von der Dimension — } will ich diesen Gegenstand fiir 
den Spezialfall r = 4 und fiir beliebige J’ von erster Art, fiir welche die 
Frage einen Inhalt hat, welche also 


¢>0, «6 =0(mod 2), ¢,>0, 1. =1(mod2) (1 Sk Se,) 
erfiillen, kurz abhandeln. 
Es sei 


P(lSjSo), BU SkSe), 6,4, (Sv Sp) 
ein normiertes kanonisches Erzeugendensystem von J’, und J™* werde von 
den Matrizen 


Pl SjSo),-El\SkSe)+6,4H, ISySp) 


eS. : - 2 _ , , : 
mit irgendeiner festen der méglichen 2°” Vorzeichenkombinationen erzeugt. 


Man verlangt 


o(P) =1, dh. x, = 0, (lSjsS 9), 
ni 22t——2zir " l 
v(— #,) =e k k =+1 (iskse,r=5), 


- ( = Tar -s a,) = 0 oder => 
. 2 ; 


to| 


(mod 1), 0 <a, <1,. 


Hierdurch sind die a, und die rechten Seiten eindeutig bestimmt; es ergibt sich 


_— | “ee es, ee | Lf 
a= 7 (t,—1) + 9 oder oh}: .=7 (1 — 7) + 10 oder ae 
je nachdem, ob 1, = {1 oder 3} (mod 4). 

Die Existenz eines solchen v von der gewiinschten Art haingt nun aus- 
schlieBlich an der Kongruenz 


6 e e 


5 (9-14 f) = Sx t Sent S(1-2)4+ 9 moa, 
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wo e, die Anzahl der |, = 3 (mod 4) bezeichnet. Die Kongruenz besagt 
genau 

(16) p—1+40 =e, (mod 2). 

Ist dies erfiillt, so gibt der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz fiir die 
Anzahl der linear unabhangigen ganzen Formen {J°, — 4, v} die Abschaitzung 


= " l = \ l ee 3 \ 
(17) (—3.% >) =>5($+1—p—4)- 
Fiir die in Betracht kommenden Werte N = 3, 7, 21, 49 der Tabelle 2 
existieren diese v, wenn N + 3; die Existenz von zugehérigen ganzen Formen 


ergibt sich nur im Falle N = 49. 

Weitere numerische Beispiele ergeben sich in den von Herrn H. Spies 
unter der Bezeichnung u (A}’), U (BY) eingefiihrten Untergruppen 
r (q,,%, 1) der Modulgruppe, die zugleich Obergruppen der rq) sind 


(4, Primzah] = 5) *). Ihre formalen Daten sind folgende: Es seien » und l 


natiirliche Zahlen mit 1 S/S n. Dann ist (uw der Index von (Jq> l) 
in I’(1)): 


1 on—2 


'G,-V+se0-DG*G—-l > b=ney (%—) 


—— 
6= 0i¢c= % 





2 
an—2 %—! n—1 %—! n—2 q@—!\* | 
, = >| ° =e * — (I - 1), (2,—) + 1. 
Hieraus folgt 
I 
| ak 
gies Dada 40” ' | . 
guise nfott Qn 2% l 
. o 2 0 “94 
Eine einfache Abschatzung zeigt, daB ere nur fiir g, = 5, 7, H, 13, 
p—l1-+ 2 
17, 19 und gleichzeitig n = 1 = 1, sowie fiir % = 5, n = 1 = 2 den Wert } 


nicht iiberschreitet. In der folgenden Tabelle 3 sind fiir diese Untergruppen 
i (9, %, 4) die Werte a, p, 5 angegeben. 


Tabelle 3. 
 @ 61,33; Tits CLs Bois Bets Bih aas 
a :4 6 10 12 16 18 28 
Pp :0 0 1 2 5 7 12 
I , 
iB :1 2 5 7 12 15 25 


*) H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod gq” durch 
die ganzen Modulformen gerader Dimension, Math. Annalen 111 (1935), S. 329—354. 








Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. IV. 689 


Das kurz vor Satz 21 angegebene Kriterium fiir die Existenz von min- 
destens g linear unabhingigen ganzen Formen {I’, — r, v} zu beliebigem 
unverzweigten v gestattet, aus den Tabellen eine groBe Zahl von Existenz- 
aussagen tiber solche Formen zu den genannten Gruppen und zur Dimension 
— r insbesondere fiir kleine positive r abzuleiten. Die Siatze hangen lediglich 
an den formalen Daten, nicht an der speziellen Struktur dieser Gruppen. 

2. Reprdsentantensysteme. 

Fiir die dem Riemann-Rochschen Satz zuginglichen Formenscharen hat 
man den folgenden Begriff eines Reprisentantensystems zu bilden: Es sei I” 
von erster Art, r komplex, v ein Multiplikatorsystem zu J’ und — r; es seien 
d, ¢ Divisoren mit lauter ganzen Exponenten, es sei ¢ ein Multiplum von b. 
Unter einem Repriisentantensystem von } modc innerhalb der Klasse 
{I’, — r, v} verstehe man eine Menge ® von Formen {I°, — r, v} mit folgenden 
Eigenschaften: 

1. Jede Form aus R ist Multiplum von d. 

2. Zu jedem Multiplum f von d aus der Klasse {IT', — r, v} gibt es eine 

Form p aus R, so daB f — y ein Multiplum von c ist. 

Liegt ein solches Repriisentantensystem ® vor, so bestimme man die 
lineare Schar R*, die von den simtlichen Formen von & erzeugt wird. Man 
beweist mit den bekannten Schliissen der linearen Algebra: Die Dimension 
von &* ist mindestens 


u(—r7, 0; d, ¢) = u (d, ¢) - % (— 7, 0; d) ae % (— rT, U; ¢); 
sie ist dann und nur dann gleich u (bd, c), wenn R* kein Multiplum von c 
enthalt, es sei denn, da8 dieses identisch verschwindet. Ein Repriisentanten- 


system mit der eben genannten Eigenschaft heife reduziert; ein reduziertes 


Reprasentantensystem ist stets unverkiirzbar. Nach dem Riemann-Rochschen 
Satz gilt ferner 


(18) u(—r,0;d,¢)-+u(— (2 —1), 2; 2, 2) = ord £. 


Hieraus und aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts folgt fiir den 
Uberschu8 


u(—r,v) = u(— 1, v; (1), a) 


der Dimension der Schar der ganzen Formen iiber die der ganzen Spitzen- 
formen: 


> ®, fir r > 2,|v|=1 und fiir r = 2,|v|=1,0%1. 


j=1 


oy oer D>, 9,—1 =o —1 fiir r = 2, |v] #1, 
=1 


j=1 


o—1 fir r= 2,0=1. 


(19) u(—r,v) = 
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In der Tat ergibt sich fiir r > 2 aus B, Satz 1 (S. 390, 391) ein explizites 


reduziertes Repriisentantensystem von (1) moda in der linearen Schar 
R = R*, die von den G (750; A, I’; 1) erzeugt wird, wo 

P, = 4;'U%GA, (l<jso, x, = 0). 
In den iibrigen Fallen erschlieBt man die Existenz eines reduzierten Re- 
prasentantensystems von (1) moda aus dem Riemann-Rochschen Satz (1). 
Wie bemerkt, existiert héchstens eine ganze multiplikative Funktion (Tr, 0, =}, 


wenn man solche Funktionen, die sich um einen konstanten Faktor unter- 
scheiden, als nicht verschieden ansieht. Gibt es keine ganze Funktion / + 0 


in |T", 0, =] was im Falle r = 2, |v| = 1, v + 1 sicher zutrifft, so findet 
man 


f 7 —_ ° = 
u(—2075, a)=1 (LS jSo, Rex, = 0). 


Bezeichnet @_, (t; ¥; s., r) ISjsSa, Re s, = 0) ein Multiplum von 


_ , , 
ts)’ nicht aber von a, so erhalt man in der von diesen G g(Ti 5 8, I’) er- 
: p j 
5 
zeugten linearen Schar R = R* ein reduziertes Reprisentantensystem 
von (1) mod a in der Klasse {J°, -- 2, v}. Wenn es dagegen eine ganze Form 


f = Oin I, 0, =| gibt (wie z. B. im Falle v = 1), so sind alle x; (1 Sj) 


rein imaginar, und f/ hat den Divisor 


p= [] 6%. 


j=1 
Man ersieht hier aus (18), daB u(—r,v) verschwindet, wenn o = 1 ist. 
Ist ¢o => 2, so gilt 


u(- 20 a)=1 (l<jso, 1<m<o, j+m). 


Sei g eine ganze Form {J", — 2, v}. Zu der Spitze s, werde die ortsuniformi- 


A;t 
221i —— 


sierende Variablet =e  “ fest gewahlt. Haben g-t¢ % baw. f-t°”) in 
der Spitze s, die konstanten Glieder C, d, so gilt d +0 (lsj So) 
und auf Grund des Satzes von der verschwindenden Residuensumme eines. 


Abelschen Differentials: 

(20) 2 N,d,C, = 0 

(Beweis weiter unten). Nun bezeichne H_, (rt; 0; 8,, s., I’) ein Multiplum 

von Gal (235 So) in {I — 2, v}, welches kein Multiplum von a 
37 I 
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ist. Dann bildet die von diesen H_, (t; 0; 8,, $ I’) erzeugte lineare Schar 

R = K* ein reduziertes Reprisentantensystem von (1) mod a, 

Damit haben wir (19) und folgenden Satz bewiesen: 

Satz 22. Hs sei I von erster Art, r= 2, v ein Multiplikatorsystem 
zu I und —r, und zwar |\v| = 1 fiir r > 2, 0 beliebig fiir r = 2. Man 
erhilt ein reduziertes Reprisentantensystem R von (1) moda in der Klasse 
{I', —r, v} auf folgende Weise: 

l. r>2. Man bilde die von den G_, (130; 4, I’; 1) erzeugte lineare 
Schar, wo A; unimodular und reell, = ty o, x= 0 
(l1SjS0). Die konstanten Glieder einer ganzen Form in den 
Spitzen (mit x; = 0) kénnen willkiirlich vorgeschrieben werden, 

. © = 2; es gibt keine nicht identisch verschwindende ganze Funktion 
in der Klasse Tr, 0,<1. (Diese Voraussetzungen sind z. B. erfiillt, 
wenn |v| = 1, » #1). Man bilde die von den G_,(t5 058, I) 
(Re x, = 0, 1 Sj So) erzeugte lineare Schar. Die konstanten 
Glieder einer ganzen Form in den Spitzen (mit Re x, = 0) kénnen 
willkiirlich vorgeschrieben werden. 

3. r = 2; es gebe (und es sei {) eine nicht identisch verschwindende ganze 

Funktion in der Klasse {I',0,~|. Man bilde die von den 
H, (tT; 0; 8, $., I’) erzeugte lineare Schar (23 50). Die kon- 
stanten Glieder einer ganzen Form in den Spitzen kinnen unter der 
Bedingung (20) willkiirlich vorgeschrieben werden. Dabei ist nach 
Auswahl einer festen Ortsvariablen t zu 8; mit d; das konstante Glied 
von f-t', mit C, das konstante Glied von p-t 7) in s, bezeichnet. 

Es werde nun die zu sich selbst komplementire Klasse der eigentlich- 
automorphen Formen von der Dimension — 1 betrachtet. Damit solche 
existieren, ist zunaichst notwendig, daB die betreffende Grenzkreisgruppe die 
Matrix — J nicht enthalt. Ist I’ wie bisher definiert, so hat man diese Matrix 
aus J" herauszulésen. Demgemi8 mu8 (GIII, Satz 18) 


e, = 0, oder ¢, > 0, 1 = 1 (mod 2) (isSkse) 


bo 


vorausgesetzt und neben der Gruppe J’ eine ihrer Untergruppen J* vom 
Index 2 betrachtet werden, welche von den Matrizen 


+P(l\SjSo),-E0SkSe),+6,+H SSP) 


mit irgendeiner zulassigen Vorzeichenkombination erzeugt wird. Es sei x* 
ein unverzweigtes Multiplikatorsystem zu J’ und — 1, fiir welches 


y* (L*) =1 fir L* cr* 
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zutrifft. Dann gilt 





x*(P) = 1 (lSjSo), 
atr+e0t2 1 
; bis 
x*(£,) =e . © a =i a, = 5 (lskse,), 


also hat man die + P; als Erzeugende von J" * zu wahlen, und es ergibt sich 
o = 0 (mod 2) als notwendige und hinreichende Existenzbedingung fiir ein 


solches Multiplikatorsystem z*. Diese Bedingung ist nach GIII, Satz 18 
erfiillt. Aus (18) folgt 


(21) u(—1z*) => 
Sei allgemeiner I” eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art mit 


o > 0, x ein beliebiges Multiplikatorsystem zu J‘ und — 1, welches nur der 


Werte + 1 fahig ist. Die notwendigen und hinreichenden Existenzbedingungen 
fiir ein solches y besagen: 


e,> 0,1 =1 (mod 2), a, = $(1, -1I) (1 Sk Se,), oder e, = 0; 


(22) x, = < (mod 1). 


, 4 
J 


lI 
= 


Die letzte Bedingung bedeutet : 


ord a= >’ 8 =0 (mod 2). 
j=1 
Danach kommt: s 


(23) u(—1,x)=+4 D 0, =torda 
j=1 

Bei der folgenden Herleitung eines reduzierten Reprisentantensystems 
von (1) mod a in der Klasse {I", — 1, x} bediene ich mich eines von Herrn 
Hecke *) verwendeten Schlusses: Eine Form f C {I’, — 2, 1}, deren kon- 
stante Glieder in den Spitzen nicht positiv sind, verschwindet in allen 
Spitzen. Sei 
As =o (A. unimodular und reell), 
(2) ij j 

P=A'UA, N>O (1Sj So). 


Aus der Theorie in GI, §1, Abschnitt 2 folgt: Ist R, das Residuum des der 
Form f zugeordneten Abelschen Differentials in dem s, entsprechenden 


*) E. Hecke, 1. c. #). 
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Punkte auf 8, so gilt fiir das konstante Glied C, von f in der Entwicklung 


Ajt 
324-—— 


nach Potenzen der Ortsvariablent =e “4 zu s, (vgl. GI (3), (6)): 


22% ‘ 
C,= 7k, Dd N,0, =0. 
3 j=1 
Daraus erhellt die Behauptung. Bei den weiteren Ausfiihrungen liegen die 
hier genannten Ortsvariabeln in den Spitzen zugrunde. 


Ich setze: 
a = orda, u = u(—1,z) = % (— 1,2;<1) — %(— 1,434) = ha. 


Mit elementaren Schliissen der Jinearen Algebra erkennt man die Existenz 
eines »ystems von ganzen Formen 


Py Py Py +++ =. c {I, —1,2z} 
von folgender Beschaffenheit: Fiir jedes « mit 1 S uw S u sind die 
Py Py siecle Faas Fi. 

mod a linear unabhingig (d. h. eine Linearkombination der gp, 1 S m S yp, 
ist nur dann durch a teilbar, wenn ihre Koeffizienten verschwinden). Weil 
es genau umoda linear unabhingige ganze Formen {J°, — 1, x} gibt, ist 
die von den 9,, 9, %y--+ % _ %, etzeugte lineare Schar ein redu- 
ziertes Reprisentantensystem von (1) rhod a. 

Um nun a Formen zu konstruieren, deren konstante Glieder in je genau 


einer der a Spitzen mit x, = 0 einen nichtverschwindenden Realteil aufweisen, 
betrachten wir die Formen 


Y, = Pp Vo = Py +> Vy = Pp Yury = Py Pong =IPy ++ Y= EO. 


¥, habe in s, (1 Sjsaiskss, x, = 0) als Realteil des 
konstanten Gliedes den Wert A. i Die Determinante der A. kann nicht 
verschwinden, weil es sonst eine nicht-triviale Linearkombination der y. 
mit reellen Koeffizienten und rein imaginiren konstanten Gliedern in allen 
Spitzen s (1 Sk So, x, = 0) gabe, was zu einem Widerspruch fiihrt. 
Danach erhalt man durch Auflésung geeigneter linearer Gleichungen ein 
System der gesuchten Art, bestehend aus a ganzen Formen 


9g, oT, - 1, x} (l Sj So, %, = 0) 


mit der Eigenschaft: g, hat in der Spitze 8. (ls k Sa, x, = 0) ein kon- 


k 
stantes Glied von der Form 


6 +4060 . (6 . das Kroneckersche Symbol, 6. _ reell). 
j,k j,k * Gy k j,k 


Mathematische Annalen. 115. 45 
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Die Existenz des Systems dieser q, 14Bt erkennen, daB es ganze Formen 
{I’, — 1, x} gibt, deren konstante Glieder in den Spitzen vorgegebene Realteile 
aufweisen; im iibrigen ist eine ganze Form durch diese Realteile bis auf eine 
additive ganze Spitzenform eindeutig bestimmt. 

Nachdem dieser Existenzbeweis gefiihrt ist, sei irgendein System von a 
ganzen Formen {I’, — 1, x} mit den fiir die g, genannten Eigenschaften 
vorgelegt. Ich nenne diese Formen wieder g, (1 Sj sa, x, = 0). Die 
Heckesche SchluBweise lehrt, daB die saimtlichen Linearkombinationen 
der q, mit reellen Koeffizienten ein Reprisentantensystem von (1) moda 


bilden; dieses ist aber im allgemeinen nicht reduziert. 


Wird jedes 9, durch Addition einer ganzen Spitzenform abgeindert, 
so bleiben die konstanten Glieder in den Spitzen erhalten, und es ist daher 
auch die Gesamtheit aller Linearkombinationen der abgeanderten Formen 
mit reellen Koeffizienten ein Repriisentantensystem von (1)moda. Im 
folgenden wird gezeigt, daB man diese Abanderung so vollziehen kann, da8 
diese Linearkombinationen ein reduziertes Repriisentantensystem darstellen. 
In den beim Beweise auftretenden Summen durchlaéuft der angegebene 
Summationsbuchstabe alle natiirlichen Zahlen j mit 1 Sj So, x; = 0. 

Man bilde (I. c.*), 8. 214) 


P .7 ‘ 
h, = ig + D 9, 1% (sj 529, x, = 9). 
h, hat in s_ (1 smo, x = 0) das konstante Glied 


i(6, +> 6,6, ,)=0, 


so daB 
y : 
6, 9,4 = —4,, Qsjso,lsksoa,x,=x, = 0). 
Daraus folgt das System der Relationen 
k= —% 6, , A, (lS) S2,x, = 9), 


und ferner: Wird 


* 1y 1 i 
9; =y+ed 6,4, = 9+ FD od 


gesetzt, so erhilt man: 
‘ . ae * * 
(25) h, = 19; + 219 


1 1 
=h+3 4, Sahat sD 8 0, ,h, = 0. 


ie kv 
', 
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Nun sei eine Relation moda zwischen den 9; vorgelegt : 
Zz z, 9° = 0 (mod a) (z, = s, oa ty x, Y, reell). 
Die Relation bie genau: 
t= p< y, = — )' 26, . (Skog, x, = 0). 
: 


j 
Dies gibt mit (25): 


‘1st = 1 a8 =~ 249 


und daher verschwindet a t identisch. Es ist demnach gezeigt: Die 


Menge M der Linearkombinationen der urspriinglichen 

9,1 Sj S29) 
mit reellen Koeffizienten ist dann und nur dann ein reduziertes Reprisen- 
tantensystem, wenn diese 9, die Relationen (25) erfiillen (d. h. wenn die 
zugehérigen h simtlich identisch verschwinden). Zusammenfassend findet 
man 


Satz 23. Es sei I” eine Grenzkreisgruppe von erster Art, o> 0, x ein 
Multiplikatorsystem zu I von der Dimension — 1 (also ein ungerader Abel- 
scher Charakter von I"), das auf I’ nur die Werte + 1 annimmt, u der Uber- 
schuB 


u = »,(— 1,7; (1) — »)(— Lz; a). 

Dann ist a = 2u die Anzahl der Spitzen 5. (l Sj So) mit %,= 0. Es 
gibt stets ein System von a ganzen Formen: 

cf, - 1,2) (SjSo, x =o, 
die derart auf die Spitzen bezogen sind, daB der Realteil des konstanten Gliedes 
von 9, in der Spitze s, lsjso, |sSkse, x, =, = 0) nur fiir 
j= = k von Null esrvsbialien, und zwar gleich 1 ist. (In den Spitzen sind ge- 
miB (24) feste Ortsvariable gewahlt.) Die Menge M der Linearkombinationen 
der q, mit reellen Koeffizienten bildet ein Représentantensystem von (1) mod a. 
Man kann das System der gq, stets durch ein System von Formen 


g°0,-li (SjiSe%=0) 
ersetzen, wo g* —g, eine durch die g, mit Hilfe der konstanten Glieder der g, 


in den Spitzen explizit ausdriickbare ganze Spitzenform bezeichnet, so daB 
folgendes stattfindet: 9° hat in allen Spitzen die gleichen konstanten Glieder 


45* 
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wie 9,» und die Menge M* der Linearkombinationen der 9° mit reellen Ko- 
effizienten ist ein reduziertes Reprisentantensystem von (1)moda. Diese 
Aussage tiber I* ist mit dem Bestehen der Relationen (25) jiir die 9° genau 
gleichbedeutend. Es gibt also eine ganze Form {I’, — 1, z}, die in den Spitzen 
konstante Glieder mit willkiirlich vorgegebenen Realteilen aufweist. Zwei ganze 
Formen mit den gleichen Realteilen unterscheiden sich um eine ganze Spitzen- 
form. Eine ganze Spitzenform, die der von den g* erzeugten linearen Schar 
angehért, verschwindet identisch. ‘ 

Mit diesem Satze haben die Relationen (25), deren Richtigkeit man 
in den Fallen 


= F(N)(N> 2), x(L) = +1 fiir L = + I (mod N) 


fiir die Heckeschen Gj (t,a@,, 4, N) rechnerisch nachweist, vermége des 
Begriffes eines reduzierten Repriisentantensystems eine inhaltliche (alge- 
braische) Bedeutung erhalten. Es sei bemerkt, daB die Eigenschaft von m* 
ein reduziertes Reprisentantensystem zu bilden, in diesem Spezialfall mit 
dem bei Hecke (8.214 unten) zitierten SchluBresultat von Feyerabend 
identisch ist. 


§ 10. 


Anwendungen der Primformen. 


1. Existenzsitze iiber ganze Formen reeller Dimension —r mit kleinem 
positiven r zu speziellen Multiplikatorsystemen; Existenz von Funktionen 
niedriger Wertigkeit. 

Es sei J’ von erster Art. Ist o > 0, so erhalt man in den Ausdriicken 


f(t) = (Z(t; 8)" (Z(r5 5)... (Z(t 8)" (4 20,15 Se) 


ein o-fach kontinuierliches System von ganzen Formen bzw. ganzen Spitzen- 
formen {I", — r, v}, wo r jeden positiven Wert annimmt und |v| = 1 zu- 
trifft. Bei gegebenem r > 0 erhilt man ein (o — 1)-fach kontinuierliches 
System von diesen Formen und fiir o = 1 genau eine Form. Ist 
r(p — 1+ 44) >1, so besteht noch die Méglichkeit, der Form / ein Potenz- 
produkt 
4 
/ (Z (rz; t) sss (tT c§, A ganz und > 0) 
= 


mit 


din <r(p—1+$) 


m=1i1 
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als Faktor anzufiigen (vgl. G III, Satz 15). Im Falle o = 0, e, > 0 findet 
man die ganzen Formen mit niedrigstem r unter den 


t, (t) = (Z(t; 0,)) '*, (lskse). 


Op 


4+ ___. Im Falle « =, = 0 schlieBlich 


(p—1+4) 





a hat die Dimension — 


: , : ‘ ‘. : ‘ . 1 
sind die Primformen selbst die ganzen Formen mit niedrigstem r = ——. 


—1 
Alle diese Formen haben Multiplikatorsysteme vom Betrag 1. ; 

Uber diese Multiplikatorsysteme lassen sich nur dann genauere Aus- 
sagen machen, wenn man iiber die Werteverteilung der Integrale erster 
Gattung des J” zugeordneten algebraischen Gebildes hinreichend gut unter- 
richtet ist (vgl. G III, § 6, Abschnitt 2). Insbesondere gilt dies fiir die Frage, 
wann zwei Primform-Potenzprodukte zum gleichen Multiplikatorsystem 
gehéren. Benutzt man die Formeln fiir die Multiplikatorwerte (GIII, § 6, 
Satz 14), so fiihrt diese Frage auf das sogenannte Abelsche Theorem, d. h. den 
klassischen Zusammenhang zwischen der Existenz einer Funktion mit vor- 
gegebenem Divisor und der Werteverteilung der Integrale erster Gattung. 
Man erhalt also auf diese Weise nicht mehr, als sich unmittelbar durch 
Division der beiden Primform-Potenzprodukte ergibt, namlich: Sind },, d, 
zwei verschiedene Divisoren von der Gestalt (50,) in GII mit reellen Ex- 
ponenten und der gleichen Ordnung, so haben die zugehérigen Potenz- 
produkte der Primformen Z dann und nur dann das gleiche Multiplikator- 
system, wenn es eine eigentlich-automorphe Funktion mit dem Divisor dD, 
gibt. Dieser Sachverhalt fiihrt auf die Frage nach der minimalen Wertigkeit 
der Funktionen eines algebraischen Gebildes. 

Ist eine algebraische Funktion auf einer Riemannschen Fliache gegeven, 
so schreibe man ihren Divisor als irreduziblen Bruch zweier Polygone und 
bestimme die Ordnung des Ziahler- oder Nennerpolygons. Diese Zahl heibt 
die Wertigkeit der algebraischen Funktion. Mit dieser Definition gilt nach 
Severi (l.c.7)) der in der Einleitung formulierte Satz; aus methodischen 
Griinden fiihre ich diejenigen Ergebnisse gesondert an, die sich ohne Benutzung 
dieses ziemlich tiefliegenden Satzes gewinnen lassen. 

Im folgenden nenne ich ein algebraisches Gebilde (und ebenso eine 
Grenzkreisgruppe) vom Geschlecht p, dessen (deren) Funktionen die minimale 
Wertigkeit Oo, —o aufweisen (0 eine natiirliche Zahl), spezialisiert vom 


Grade o. 


Es sei p das Geschlecht, g das VerzweigungsmaB von J’. Eine nicht- 
konstante Funktion f von minimaler Wertigkeit zu I" besitzt eine Wertigkeit 
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a @, . Ist I” eine Untergruppe von J’ mit dem endlichen Index yz, 
p’ ihr Geschlecht, q ihr Verzweigungsma6, so hat { auf I” die Wertigkeit 


, 
w—>wuse uU. 
0 al = p' 


Daher ist I” bereits spezialisiert, wenn 


0 «(1 <(EF) 


Satz 24. Es sei I eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit dem Geschlecht p 
und dem VerzweigungsmaB q, I’ eine Untergruppe von I’ vom endlichen Index u 
mit dem Geschlecht p' und dem VerzweigungsmaB q'. Wenn (26) zutrifft, ist I” 
spezialisiert; fiir den Grad o der Spezialisierung gilt die Abschitzung 
= 0. = —@¢ — 2 +- 6) +- 3 +- § 
o= 0, 40, “q-4q p (2 é. I) +- 2 ‘, ) 
40=nuq—q —8u+6, 
wo allgemein ¢, = 0 oder 1, &, = x (mod 2) fiir ganzes z. 
Die Abschiitzung folgt aus: 


0 Sw, — po = o,— oO, = o=F+14+¢ ~ n(Z +1+ +) 
wenn man auf der rechten Seite p’ — wp vermége der Relation 


durch g und q’ ausdriickt. Die damit erhaltene Schranke g, ist in den weitaus 
meisten Fallen positiv, im allgemeinen ist also 7” im genannten Sinne spe- 
zialisiert. 

Uber die automorphen Formen ergibt sich aus diesen Tatsachen 

Satz 25. Es sei I’ von erster Art, w, die minimale Wertigkeit der nicht- 
konstanten Funktionen zu I’. Dann existieren zwei linear unabhingige ganze 


Formen zu I’ von der Dimension — 1, 


mit dem gleichen unverzweigten Multiplikatorsystem v des Betrages 1.. r = 1, 
ist die kleinste Zahl r dieser Eigenschaft. Bei allgemeinen Moduln, und wenn 
das VerzweigungsmaB q klein gegeniiber dem Geschlecht p ist, liegt r, in der 
Niéhe von }. %. ist stets < 4, sobald 


q > 6, wenn p = 0 (mod 2), g > 8, wenn p = 1 (mod 2), 


Ist I’ mindestens vom Grade 9, spezialisiert, so gilt w 3 @ — 9,, 
Pp 
o,.—9o 
r, -_ a a. 
p—it+ 
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Sind ¢,, y, zwei linear unabhingige ganze Formen {I’, — ro, v} mit 


den Divisoren 
(?) = (PD, — Dd» (%) —_ (¥,). _ d, 


beziiglich I’, so besitzen diese Formen als Formen {I”, — r,, v} die Divisoren 


(pp = N py): (= Np @2)s 


in denen allgemein das Zeichen N ,.,,. (d) die Norm des Divisors d zu (J”, — r, v) 
in bezug auf J’angibt. Den Proze8 der Normbildung fiir einen Punkt in einem 
Fundamentalbereich von J” habe ich an anderer Stelle™) beschrieben; die 
Norm eines Divisors (J”, —r, v) ist durch Produktbildung zu erklaren. 
Bezeichnet man mit r’ die kleinste Zahl r, zu der es bei allgemeinen Moduln 
einer Gruppe J; vom Geschlecht p’ und vom Verzweigungsma8 q’ noch 
zwei linear unabhingige ganze Formen {J}, — 7, v} mit dem gleichen un- 
verzweigten v des Betrages 1 gibt, so erkennt man: Dann und nur dann, 
wenn pw, < @., ausfallt, ist ,,< r’. Es gibt stets zwei linear unabhingige 
ganze Formen {J”, — r,, v} zum gleichen unverzweigten v des Betrages 1, 
deren Divisoren (zu J”) Relativnormen von zwei Divisoren zur Obergruppe J” 
von J” sind; dies besagt genau, daB diese Formen sich durch Potenzprodukte 
von Primformen zur Obergruppe J" ausdriicken lassen, also zu I" gehéren. 
Eine Anwendung allgemeiner Art besteht in folgendem: Es werde fiir /’: 





(27)& =— <5 (a. h.q > 6 fir p=0 (mod 2), q > 8 fir p = 1 (mod 2)) 
pi +? ¥ 


angenommen. Dann liegt fiir 7” Spezialisierung vor, wenn 


S. - She 
ey Sg 





pP>j 


—$. 
Ist hier eine Folge von Untergruppen J” mit p’— o gegeben, fiir die > 0 
strebt, so sind diese Gruppen, sobald der Folgenindex eine gewisse Grenze 
iiberschreitet, simtlich spezialisiert, und zwar von einem Grade 0’, fiir 
welchen (mit @ = ® oO = @ ,): 
‘+s ' q\)_ (1 q 1 fp 
fea —e(y 14 $)ar(b-f)—ef seni ¥, 


Der Grad dieser Spezialisierung ist also asymptotisch mindestens von der 
GréBenordnuny p’ -(} — &). Da jedes algebraische Gebilde eine Grenzkreis- 
uniformisierung mit beliebig groBem rationalen gq >2 besitzt, exi- 
stieren Uniformisierungen mit beliebig kleinem &, und die einer Folge von 


10) H. Petersson, Uber die eindeutige, Bestimmung und die Erweiterungsfihigkeit 
von gewissen Grenzkreisgruppen, Abhandlungen aus d. Math. Seminar Hamburg 12 
(1937), S. 180—199. 
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Untergruppen der beschriebenen Art zugeordneten algebraischen Gebilde 
sind fast alle hochspezialisiert. Insbesondere ergibt sich so ein Ansatz, um zu 
beweisen, “daB der gegebene algebraische Funktionenkérper endliche alge- 
braische Erweiterungen besitzt, welche ,,prozentual beliebig hoch spezialisiert 
sind, d. h. fiir welche o’ > @’ (1 — e) bei gegebenem ¢ > 0 zutrifft, d. h. bei 
denen die minimale Wertigkeit der Funktionen < ¢@’ ist. 

Als Anwendungen spezieller Art sollen die Hauptkongruenzuntergruppen 
I’(N) der Modulgruppe untersucht werden. Wegen 


iN <o=q<3N (o = a (N), N >2) 
gilt q > 8 bereits fiir N = 5, und man erhilt zwei linear unabhingige ganze 
Formen {J"(N), — r, v} mit r > 0, |v| = 1, sobald 
l i 2 , 
r> > r(p—1+4q) ganz (p= p(N), g =o =a (N)). 
g—i++ 


Diese Abschitzung la8t sich durch Benutzung des oben dargelegten Sach- 
verhalts erheblich verschirfen. Die Verschirfungen finden ihren Ausdruck 
in gewissen unteren Schranken fiir den Grad o’ der Spezialisierungen, die 
fiir die Gruppen J” = J’ (N) auf Grund der Kenntnis geeigneter Obergruppen 
I’ von I” erhalten werden. 

a) N = q,, q, Primzahl > 19, [= sg (q. 1, 1): 

o > 5 (9, (9, — 18) + 3) > dN’ +3. 
b) N q» % Primzahl => 5, n =} 2, I= I" (q,): 
oS 31g" *@ — 17) - et—*ig — 1) 1) +12) >5N' +} 
c) N = 2", n 4, P= I's): 
o’ > i p(N) —}0(N) +3 

d)N = 3",n>3, F=T (9): 
o > &p(N) - bed S23"* N+ 5S EN +5. 
e) N = N,N,, (N,,N,) = 1, VN, 23, Ng27,r= _— 

o> Apaig. —1)—4n(N,)+3> > dN + 
f)N = 2 (N,,2) = 1, VN, 217, P= I'W,): 
o > 3 (0(N,) — 14) > Ay’. 
g) N = 3N,, (N,,3) = 1, N, = 5, F= FN,): 
oe’ > 4(c(N,) — 12) + 2>4N"+2. 

h) N = 5N,, NV, |=3, = (5): 


e > HP(N)— HON) +E > WN +§SaN +}. 


v™ 
bo 
a 
bo 
IV 
Ls) 

! 
+ 
ot. 
bo 
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Aus diesen Resultaten folgt fiir I’ = I"(N), N beliebig => 18, 
o’ > cN® (c eine positive numerische Konstante). 

Da ferner (27) (d.h. & < 4) fiir alle [= F'(N) mit N | 5 erfiillt 

ist, ergeben sich Spezialisierungen hohen Grades fiir die Folge der J” = I'(N’) 


mit VN’ = 0 (mod N). Die minimale Wertigkeit der Funktionen von I" (N’) 
betrigt héchstens 


E(p(N’)—1+40(N’)) (€<}), 
also asymptotisch héchstens den Bruchteil 2 <1 der bei allgemeinen 


Moduln giiltigen unteren Schranke 4 p(N’)+ 1. Dies gilt mit § S } fiir 
5 = N = 117. Insbesondere erhalt man: 


& =} fir N = 5, & =3 fiir N=7, & =} fiir N = 8, § =3 firN =9; 


Die minimale Wertigkeit der Funktionen zu den J°(N’) mit N’ = 0 (mod N), 
N = 5, 7, 8, 9, ist demnach asymptotisch héchstens halb so gro8 wie im 
allgemeinen Falle gleichen Geschlechts. Die Erniedrigungen der Wertigkeits- 
schranke erreichen bereits fiir relativ kleine N ein erhebliches AusmaB; z. B. hat 
die minimale Wertigkeit der Funktionen auf dem allgemeinen algebraischen 
Gebilde vom Geschlecht p (25) = 476 den Betrag 239, wihrend es zu J” (25) 
eine Funktion gibt, die jeden Wert héchstens 125mal annimmt. 

Wenn man auf die Anwendung des Severischen Satzes verzichtet, so 
ist man auf das folgende Prinzip angewiesen: Es gebe zwei linear unabhingige 
ganze Formen {I’, — r, v} mit r< 4, |v| = 1. Es durchlaufe J” eine Folge 
von Untergruppen mit p’ +o, {—0. Dann ist r(p’ —1+ 44’) (also 
eine Zahl vom asymptotischen Wert rp’) eine obere Schranke fiir die minimale 
Wertigkeit der Funktionen von J”. Diese Abschitzung 14Bt sich, wenn v 
nicht unverzweigt ist, verschirfen. Es sei wie bisher » der Verzweigungs- 
divisor der Klasse {I, — r, v}, 7 seine Ordnung. Ist 7 > 0, so multipliziere 
man die beiden Formen mit dem Primform-Potenzprodukt (F, (t))~*; man 
erhalt dann zwei linear unabhingige ganze Formen {I°, — 1’, v’} mit 


1 
r=r— ) 





jot | ed, 


p—1+4 
und man kann in der Abschitzung der Wertigkeitsschranke r durch 1’ er- 
setzen, sich also allgemein stets auf unverzweigte Multiplikatorsysteme be- 
schrinken. 

Im iibrigen gewinnt man, wenn die Existenz von nicht identisch ver- 
schwindenden ganzen Formen {J", — r, v} fiir ein r und eme Menge 8 von 
Multiplikatorsystemen des Betrages 1 feststeht, zu jedern geraden Abelschen 
Charakter y des Betrages 1, der als Quotient von zwei Multiplikatorsystemen 
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aus % darsteilbar und vom Hauptcharakter verschieden ist, eine nicht- 
konstante multiplikative Funktion von einer Wertigkeit Sr (p — 1 + 44). 


Nachdem in § 9, Abschnitt 1 diese Existenz fiir r —_—*—_ (p > 0) und 
, 1+ z 
alle unverzweigten v mit |v| = 1 bewiesen ist, fiihrt dies zu der bekannten 


Aussage : Zu jedem geraden unverzweigten Abelschen Charakter vom Betrag 1, 
der vom Hauptcharakter verschieden ist, existiert eine nicht-konstante 
multiplikative Funktion von einer Wertigkeit Sp. Da diese Aussage, so- 
bald p = 2, auch fiir den Hauptcharakter y = 1 zutrifft, erhalt man mit 
Hilfe der Satze iiber Primformen die Existenz von zwei linear unabhangigen 
ganzen Formen {J°, — r, v} mit r = ——"—— gu gewissen unverzweigten r 

p—i-+ £ 
vom Betrag 1. Die Menge dieser v ist folgendermaBen beschreibbar: Es sind 
die Multiplikatorsysteme der Primform—Potenzprodukte F(t), wo g 
irgendein Polygon der Ordnung p darstellt, welches als (nicht notwendig 
reduzierter) Nenner des Divisors einer automorphen Funktion (von der 
Wertigkeit < p) erscheint. 

Zu den in den Tabellen 1, 2, 3 angefiihrten Untergruppen der Modul- 
gruppe existieren nach diesen Ausfiihrungen zwei linear unabhingige ganze 
Formen mit r< } in 23 Fallen; die folgende Zusammenstellung enthilt 
die minimalen r-Werte r = r, dieser Art. 


Tabelle 4. (7 = I'(N)). 


N:5 6 7 8 9 10 il 
1 1 8 0 3 a6 
1:5 3 i i 7 3 Ab 
Tabelle 5. (= r, (N)). 
N:18 25 36 48 49 50 54 64 72 81 100 
ae | 3 1 3 3 4 4 3 3 4 7 
1 3 5 3 7s 7 15 9 s 13 9 4 


Tabelle 6. (T= r* (q,, n, 1)). 


N:11 13 17 19 25 
3 3 ba 
7 i 


5 


r,: 


Hinsichtlich der allgemeinen Bedeutung der Ergebnisse dieses Ab- 
schnitts, insbesondere iiber die Kongruenzgruppen, vgl. den betreffenden 
Passus der Einleitung. 

2. Charakterisierung der Theta-Nullwerte. 

Die vorangehenden Ausfiihrungen erweisen die Existenz von zablreichen, 
wesentlich verschiedenen ganzen automorphen Formen {/’, — r, v}, wo I 
eine arithmetisch bestimmte Grenzkreisgruppe, nimlich eine Kongruenz- 
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untergruppe der Modulgruppe, r eine positive rationale Zahl [4 und v 
ein unverzweigtes Multiplikatorsystem vom Betrag 1 zu I’ und —r dar- 
stellt. Der Theta-Nullwert 
- Sf 25 
e(r)= De? c(r(4), —3, »,) 
a=>—@ 

nimmt unter diesen Funktionen nicht eine unmittelbar ersichtliche Sonder- 
stellung ein. In B wurde gezeigt, daB das zu © (rt) gehérige Multiplikator- 
system v, eindeutig durch seine Dimension und die Forderung der Unver- 
zweigtheit festgelegt wird und automatisch 


1 0 
es 


erfiillt. Fiir N = 3 existieren wegen p—1+4q = 1 unverzweigte 
Multiplikatorsysteme nur bei ganzem r, aber bereits fiir N = 5 finden sich 
zwei linear unabhingige ganze Formen mit r = } 
zweigten Multiplikatorsystem v, zu I’ (5) und — 1}, welches analog zu »v, 


5? 
der (28) entsprechenden Bedingung 


(28) v,(L) = +1 fiir L=( ) (mod 4) 


und dem einzigen unver- 


10 
01 


automatisch geniigt. Die Dimension der Schar der ganzen Formen 
1 » 
{TI (5), —- v,} 
ist genau gleich zwei, und man erhilt eine Basis dieser Schar in Gestalt der 
zu zwei indquivalenten Spitzen gehérigen Primformen; diese haben mit 
@ (t) die Eigenschaft gemein, im Innern von § nicht zu verschwinden. Bei 


den héheren Stufen 
N=6 7 8 i) 10 11 


v,(L) = . 8, vy ganz, fiir L =( ) (mod 5) 


und den fiir diese Frage nach Tabelle 1 minimalen Werten 


~ 
~ 


Bi 27 
15 65? 


~_ 2 3 
7 = 7 8 


1 
3 


2 
— 


fiir die es zu jedem unverzweigten Multiplikatorsystem v des Betrages 1 
zwei linear unabhingige ganze Formen {J'(N), -- 1, v} gibt, existieren 
stets mehrere unverzweigte solche »v, fiir welche 


(29) v(L) =e’**"", » ganz, fir L= (5 


0 
od N). 
1) (mod ¥) 
Die Anzahlen dieser v sind bzw. 
g2 78 930 360 1526 p5S2 
und zu jedem von ihnen existieren also zwei linear unabhangige ganze Formen. 
Verzichtet man auf (29), so kann v (unverzweigt und mit |v| = 1) so gewahlt 
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werden, daB eine der beiden Formen im Innern von § nicht verschwindet. 
Im iibrigen verhindert die Vorschrift, daB v unverzweigt sein soll, da8 eine 


= 
dieser Formen mit (A (r))"* iibereinstimmt, wenn 4 (rt) die Diskriminante 
der elliptischen Funktionen bezeichnet. AuBer diesen Formen gibt es zu 


["(N), N = 7, 8, 10, 17 mindestens bzw. 5, 4, 3, 2 linear unabhingige 
ganze Formen {/"(N), — }, v} fiir jedes unverzweigte v vom Betrag 1; im 
Falle N 17 gehéren diese Formen zu der in Tabelle 3 auftretenden Ober- 


. 


gruppe J (17, 1, 1) von I°(17). Es existieren bzw. 
schiedene solche » mit 


98 910 526 10 
er oe ae ae 


v(L) = +1 fiir L a(" 


0 ‘ 
0 i) (mod N); 


allerdings wei8 man nicht, ob eine dieser Formen im Innern von § nicht ver- 
schwindet. 


Mit Hilfe der Primformen und des Brill-Noether-Severischen Satzes 


gewinnt man zwei linear unabhingige ganze Formen {/’, — r, v} fiir weit 
niedrigere r zu den genannten Gruppen J" I'(N) und fiir gewisse r< } 


sogar zu allen /°(N) (N = 5); indessen sind die dabei auftretenden unver- 
zweigten v des Betrages 1 als Multiplikatorsysteme v, (G III, § 6) zu solchen 
Divisoren 0 definiert, deren Punkte durch Auflésung bestimmter, heute 
noch véllig uniibersichtlicher Gleichungen erhalten werden. Daher 1a8t sich 
auch iiber den Wertevorrat dieser v keine einfache Aussage machen. 

Zur Kennzeichnung der Theta-Nullwerte ist es vor allem erforderlich, 
eine Aufklirung iiber die Bedeutung zu erhalten, welche den ganzen Formen 


von der Dimension — } zu unverzweigten Multiplikatorsystemen zukommt. 
Im folgenden nenne ich eine ganze Form {I°, — r, v} kurz unverzweigt, 
wenn ihr Multiplikatorsystem v unverzweigt ist. Nun sind etwa die Formen 
zu I” von der Dimension 2 durch ihre Beziehung zu den Differentialen 
und die Formen {/°, — 1, x} mit x (Z) + 1(£L CTI) durch die Symmetrie 


in der Gleichung des Riemann-Rochschen Satzes ausgezeichnet. Die Aus- 
zeichnung der unverzweigten ganzen Formen zur Dimension 4 liegt 
wesentlich tiefer und beruht auf dem Brill-Noether-Severischen Satz. (Es 
wird von hier ab stillschweigend vorausgesetzt, daB die auftretenden Multi- 
plikatorsysteme den Betrag 1 haben.) Wir sahen: Wenn zwei linear unab- 
hangige ganze unverzweigte Formen {J’, — r, v} mit r< } existieren, so 
gibt es eine Funktion f zu I’, die auf jeder Untergruppe J” von J’, deren 
Geschlecht und Verzweigungsma8 wir mit p’, q’ bezeichnen, eine Wertigkeit 
S r(p’ —1+ 44’) besitzt. Durchlaufen die J” eine Folge von Unter- 
gruppen mit p’ >, 5 0, so weist / auf fast allen J” eine Wertigkeit 


<r(l1+e)p’ bei beliebigem ¢ >0 auf, wo r(l1 + e) << 4 angenommen 
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werden kann. Wenn umgekehrt eine Funktion zu J existiert, deren Wertigkeit 
auf fast allen Untergruppen J” einer solchen Folge < } p’ + 1(d.h. < ®,y) 
ausfallt (was besagt, daB diese J” alle spezialisiert sind), so existieren zwei 
linear unabhingige ganze unverzweigte Formen {I’, —r, v} mit r XS }. 
(Beweis mit Hilfe der Sitze iiber Primformen; die Existenz solcher Folgen 
von Untergruppen soll hier nicht erértert werden.) 

Der Fall, in dem fiir r = }, aber fiir kein r< 4 zwei linear unab- 
hingige ganze Formen {J, — 7, v} mit einem gewissen unverzweigten v 
vom Betrage 1 existieren, spielt also die Rolle eines Grenzfalles; die Forde- 
rung, da8 dieser Grenzfall vorliege, ist eine Bedingung fiir I allein. Wenn I” 
dieser Bedingung geniigt, existiert jedenfalls ein unverzweigtes v zu I" 
und 4; folglich ist p — 1+ 4q eine gerade Zahl. 

Man erkennt nun leicht, daB diese Forderung viel zu schwach ist, um I” 
wesentlich eimzuschrinken (Beweis weiter unten). Wir verschirfen daher 
naheliegenderweise die zweite Teilforderung der genannten Forderung (daB 
namlich keine zwei linear unabhangigen ganzen unverzweigten Formen mit 
r < } existieren sollen) dahin, daB auch nicht eine solche Form existieren 
soll. Dann ergibt die Theorie der Primformen (GIII, §6, Abschnitt 1) 
sofort: 


p—l+3q =2. 


Jede ganze unverzweigte Form von der Dimension — } hat hiernach genau 
eine Nullstelle. Aus der Bedingung fiir I’ folgt also die Existenz einer ein- 
wertigen Funktion auf J’, mithin p = 0, g = 6. Daraus und aus dem 
Riemann-Rochschen Satz folgt weiter fiir jedes unverzweigte v zu J’ und — }, 
da8 die Dimension der linearen Schar der ganzen Formen {/", — 3}, v} genau 
zwei betrigt. Ubrigens gibt es unverzweigte Multiplikatorsysteme ‘v nur 
zu den Dimensionen — 3k, k ganz, und jedes solche v ist durch seine Di- 
mension eindeutig bestimmt. 

Da die zu kennzeichnenden Theta-Nullwerte durch ihre Entwicklungen 
nach den Ortsvariablen zu den Spitzen einer gewissen Grenzkreisgruppe 
gegeben sind, soll jetzt noch die selbstverstandliche Forderung gestellt werden, 
da8 fiir die oben untersuchte Grenzkreisgruppe J’ die Zahl o > 0 sei. 

Was die Wirkungen der bisher gestellten Forderungen auf die Gruppe I” 
angeht, so ist zu bemerken, daf diese Forderungen bereits sehr erhebliche 
Einschrinkungen erzwungen haben, wenn ma: lie Stellung von J innerkalb 
der Menge aller Grenzkreisgruppen von erster Art ins Auge faBt. Fiir die ein- 
deutige Charakterisierung von J’ aber ist mit diesen Einschrankungen nicht 
sehr viel gewonnen; denn die Menge der noch zur Verfiigung stehenden 
Gruppen hangt von einer groBen Anzahl von komplexen Parametern ab, und 
das Beispiel der Gruppen J’= J'(N) gibt AnlaB zu der Vermutung, da8 
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auch die Auffindung eines ,,expliziten arithmetischen Modells“ einer Grenz- 
kreisgruppe von gegebenen formalen Daten durch die erhaltenen Ein- 
schrinkungen iiber p,q,o nicht nennenswert erleichtert wird. 

Um I eindeutig festzulegen, soll nun zusitzlich eine Bedingung von ganz 
anderer Art, namlich eine rein gruppentheoretische Bedingung gestellt 
werden. Es werde gefordert, daB I" als Normalteiler von maximalem, iiber- 
haupt méglichen Index in einer umfassenden Grenzkreisgruppe I’, von 
erster Art enthalten sei. Da J’, mindestens eine Spitze besitzt, so gilt, wenn p, 
das Geschlecht, g, das VerzweigungsmaB von J’,, uw, den Index von J’, be- 
ziiglich J” bezeichnen, 


p,-—1+4¢4,2=%) also uw, = 24, 


und das Gleichheitszeichen kann in beiden Abschitzungen nur gleichzeitig 
auftreten. Der maximale mégliche Wert 4, = 24 bedingt 


P,—1+49,=%, 


und daraus folgt, daB die Gruppe J’, durch eine gemeinsame Transformation 
aller ihrer Matrizen mit einer festen unimodularen Matrix in die Modul- 
gruppe iibergefiihrt werden kann™). Dabei geht J’ in einen Normalteiler I, 
der Modulgruppe vom Index 24 iiber. Das Geschlecht von J, ist Null; nach 
einem Satz aus der Theorie der Modulgruppe ist ein Normalteiler vom 
Index 24 und vom Geschlecht Null eindeutig bestimmt™). Also fallt I, 
mit der Hauptkongruenzuntergruppe vierter Stufe J°(4) der Modulgruppe 
zusammen. 

Mithin hat sich ergeben: 

Erfiillt eine Grenzkreisgruppe I’ von erster Art die gestellten Forderungen, 
so lat sie sich durch eine gemeinsame Transformation aller ihrer Matrizen 
mit einer festen unimodularen reellen Matriz B in die Hauptkongruenzunter- 
gruppe vierter Stufe der Modulgruppe I (4) tiberfiihren: 


r= BI(4)B". 
Zur Gruppe J'(4) und zur Dimension — r = — } bilden die 
_ - ¥ =. a B _ l 0 
v(L) = »,(L) = (3). L= ( )= tC 1) (mod 4) 


nach B, Satz3, 8.401 ein unverzweigtes Multiplikatorsystem (also das 
einzige unverzweigte Multiplikatorsystem zu J°(4) und — 4); dabei be- 


4) Zur eindeutigen Bestimmung von J", durch die Bedingung p, — 1 + $9, = ;} 
vgl. »). 

#2) Klein-Fricke, Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Band I, Leipzig, 
Teubner 1890, Zitat auf S. 353. 
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zeichnet () das Legendre-Jacobische Restsymbol in der Normierung, in 
Ole 


der es eine rein periodische Funktion von 6 darstellt. Ferner ist 9 (rt) eine 
ganze Form {J°(4), — }, v,}. Die zweidimensionale Schar der ganzen 
Formen {J"(4), — 4, v,} besitzt, wie jetzt gezeigt werden soll, eine Basis 
in Gestalt der Formen 

+o ai + ~ 


9 (t) = - ae @* (t) = O(r +2) = Ps (— Be" 


a= — 2 


m? t 
Ist I eine beliebige Grenzkreisgruppe, f eine Form der allgemeinen 
Klasse {J°, —r, v}, so ist mit jedem unimodularen reellen S = (° ) 


cd 
(vgl. B, 8. 379): 


22 as o(L, 8) 
v(S LS) = oar La v (LZ). 


Im vorliegenden Falle hat man 
r=T(4), 8 =U*, S'TS =T,v = »,, 
a (L, 8) = o(S,S~*LS) = 1 (GI, (17), 


U-"* LU’ = ‘ “reas (x, & ganz), 


daher mit y = 2'y’, (y’, 2) = 1 wegen A => 2: 


(0 °LD) = Gis), i (; + re : -), (5 + i =a) - (5), aed 


9* (r) <{I' (4), — 3, »,}. 





Da8 ©* (rt) eine ganze Form darstellt, folgt aus der gleichen Eigenschaft 
von @(t). Die lineare Unabhingigkeit von © (tr) und 6* (rz) ist trivial. 
Insgesamt hat sich also ergeben: 
Satz 26. Es sei I’ eine Grenzkreisgruppe von erster Art und mit para- 
bolischen Matrizen, welche die folgenden Forderungen erfiillt: 
1. Es gebe (mindestens) zwei linear unabhdngige ganze Formen {I", — }, v}, 
wo v ein gewisses unverzweigtes Multiplikatorsystem vom Betrage 1 
zu I’ und — } bezeichnet. Es gebe dagegen keine nicht identisch ver- 
schwindende ganze Form {I', —r, v}, wenn r< 4 und v irgendein 
unverzweigtes Multiplikatorsystem vom Betrage 1 zu I und —r be- 
zewhnet. 
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2. I’ sei Normalteiler von méglichst groBem Index innerhalb einer um- 


fassenden Grenzkreisgruppe I°, von erster Art. 
Eine solche Grenzkreisgruppe I" ist bis auf eine gemeinsame Transformation 
aller threr Matrizen mit einer geeigneten festen unimodularen reellen Matrix B 
eindeutig bestimmt, und zwar gilt 


r= Bra) B", 


wo I°(4) die Hauptkongruenzuntergruppe vierter Stufe der Modulgruppe be- 
zeichnet. Das nach 1. vorhandene unverzweigte Multiplikatorsystem v, zur 


Gruppe I°(4) und zur Dimension — 4 ist eindeutig bestimmt, und zwar gilt 
; Ae _ (fa B 1 0 
v, (ZL) = \5), fiir L = “ 5) - 1) (mod 4). 


Die Schar der ganzen Formen {T’ (4), -—- 4, v,} hat die Dimension 2 und wird 
von den Theta-Nullwerten 


+ ni + 


@ (rt) = 2 o )0=Fr wad Oz) = > utr 


m= — oo ma=— oo 


wo | 


erzeugt. Dieser letzte auf v, und die genannte Formenschar beziigliche Sach- 
verhalt kann auch so formuliert werden: 

Die Gesamtheit derjenigen ganzen Formen zur Gruppe I (4) von der Dimen- 
sion — 4, deren Entwicklungen in den Spitzen von I (4) keine gebrochenen, 
sondern nur ganze Exponenten aufweisen, bildet eine einzige lineare Schar mit 
genau zwei Basisformen; als diese kinnen die Formen 


O (rt) und O* (r) 

gewahlt werden. 

Man stellt nachtriiglich fest, daB sich die Aussage dieses Satzes nicht 
wesentlich verschiirfen li8t. Genauer sieht man zunichst: 

Aus dem Brill-Noether-Severischen Satz iiber die minimale Wertigkeit 
der algebraischen Funktionen folgt: Wenn p gerade und g = 6, oder wenn p 
ungerade und g = 8, und wenn das Gebilde allgemeine Moduln hat, so 
gibt es zwei linear unabhingige ganze Formen zum gleichen unverzweigten v 
vom Betrage 1 fiir 7 4 und sicher fiir kein r < }; denn es ist dann 


(vgl. Satz 25). 


to] —_ 


9 
2 


Daher geniigt es nicht, nur die urspriingliche Minimalforderung zu stellen, 
nach der fiir kein r < } zwei linear unabhangige ganze unverzweigte Formen 
{I’, — r, v} zum gleichen v des Betrages 1 existieren sollen. 








Analytische Theorie der Grenzkreisgruppen. IV. 709 


Ferner geniigt es nicht, an zweiter Stelle nur zu fordern, daB J" Unter- 
gruppe von maximalem Index innerhalb einer umfassenden Grenzkreis- 
gruppe von erster Art sein soll; denn J’ = I, (12) hat wie ["(4) die Daten 


p= 0,060 = 6, e& = 0. 

SchlieBlich erkennt man, daB die erste, funktionentheoretische Existenz- 
forderung iiber Formen sich nicht auf eine algebraische Existenzforderung, 
etwa iiber arithmetisch spezialisierte Multiplikatorsysteme, zuriickfiihren 
laBt. Wird z. B. die Existenz eines unverzweigten v zu J’ und — } mit vt = 1 
gefordert, dagegen die Existenz eines unverzweigten v zu I’ und — r fiir 
0 < r< } verboten, so findet sich aus den Hauptsiitzen iiber Multiplikator- 
systeme als Aquivalent hierfiir: 

p—l+4q = 2, e& = 0. 
Hiermit sind genau die Wertepaare 
{p, o} = {3, O}, {2, 2}, {1, 4}, {0, 6} 


vertraglich, und das Eintreten von p = 0 kann, wie der fiir p S 3 allgemein 
bekannte Brill-Noether-Severische Satz lehrt, nur durch eine funktionen- 
theoretische oder topologische Zusatzforderung erzwungen werden. 


(Eingegangen am 21. 12. 1937.) 
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Uber den Giiltigkeitsbereich des Picardschen Satzes. 
Von 


Vilhelm Jorgensen in Kopenhagen. 


1. Der sogenannte groBe Picardsche Satz kann folgenderma8en formuliert 
werden: Ist die analytische Funktion g (z) regular und eindeutig in der punk- 
tierten Kreisscheibe 0 < |z| S 1, so gehért g(z) einem der folgenden drei 
Typen an: 

1. g (z) ist fiir z = O regular (wenn g (0) passend definiert wird). 

2. g(z) het fiir <= 0 einen Pol, d.h. g(z) = (1 + 9, (2)), wo 
a_, + O und g, (z) regular und gleich 0 im Punkt z = 0 ist. 

3. g (z) ist fiir z = 0 wesentlich singulair und nimmt dann in jedem noch 
so kleinen Kreis um z = 0 alle endlichen Werte bis auf héchstens einen an. 

Im Hinblick auf das Folgende fiihren wir die Substitution z = e~* aus. 
Setzen wir s = o + it, so erhalt der Picardsche Satz die folgende Form: 

Ist die analytische Funktion f (s) regular und periodisch mit der Periode 
2 xi in der Halbebene o => 0, so gehdrt sie einem der folgenden drei Typen an: 

1. f(s) konvergiert fiir o> © gleichmaBig in ¢ gegen eine Konstante. 

2. f(s) = a_, e"* (1 + f, (s)), wo a_, + O ist und f,(s) fir c> @ 
gegen 0 geht. 

3. In jeder Halbebene o => « nimmt f(s) alle endlichen Werte bis auf 
héchstens einen an. 

An Picards Abhandlung, die im Jahre 1879 erschien, schloB sich eine sehr 
umfangreiche Literatur an, die von verschiedenen Gesichtspunkten aus den 
urspriinglichen Satz vertiefte. Die meisten dieser Untersuchungen haben 
sich indessen auf die eindeutigen Funktionen oder — wenn man es fiir die 
s-Ebene ausspricht — auf periodische Funktionen beschrankt. 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun zu untersuchen, welche 
Rolle die Periodizitat fiir die Giiltigkeit des Satzes spielt. Ein Resultat in 
dieser Richtung liegt schon vor; H. Bohr") hat namlich gezeigt, daB der Satz 
in vollem Umfang erhalten bleibt, wenn man von den periodischen Funktionen 
zu der umfassenderen Klasse der fastperiodischen analytischen Funktionen 
iibergeht. 


1) Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen III., Acta math. 47 (1926), 
S. 269ff. 





fe 
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Wie wir sehen werden, verhilt es sich indessen so, da alle derartigen 
feineren Struktureigenschaften irrelevant sind, da namlich der Picardsche 
Satz in seinen Hauptziigen giiltig bleibt, wenn wir nur an Stelle der Periodizitat 
Beschranktheit setzen. Es gilt, genau gesprochen, der folgende 


Hauptsatz: Ist f(s) in der Halbebene o => 0 regulir und in jedem 
Streifen 0 S o S « beschrinkt, so gehért f (s) einem cer folgenden drei Typen 
an: 

1. f(s) ist in der Halbebene o = 0 beschriinkt. 


2. f(s) = eX*g(s), wo K >0 und M ]} |g(s)| > m>0 fir ce ]>j a 
3. In jeder Halbebene o = « nimmt f(s) alle endlichen Werte bis auf 
héchstens einen an. 


Bemerkung. In Verbindung mit diesem Satz ist es von Interesse, 
daB Funktionen vom Typus 1. existieren, die fiir ¢ > o nicht gegen einen 
Grenzwert konvergieren. Dies scheint nicht allgemein bekannt zu sein, wurde 
mir aber freundlichst von H. Bohr mitgeteilt, der ein Beispiel einer solchen 
Funktion angab. 


Ein besonders elementares Beispiel fiir dieses Vorkommen hat man in der 
Funktion e'** fiir o > 0, wo wir z. B. den Zweig des log s nehmen kénnen, 
der fiir reelle s reell ist. Die Funktion « = 1 log s bildet dann die Halbebene 


o>O auf den Streifen — > < R(u)< $ derart ab, daB jede Gerade 


o = o,> 0 auf eine unendlich lange ,,Haarnadel abgebildet wird, deren 


Zweige sich asymptotisch den Geraden R(u) = — $ und R(u) = 5 
nihern. Bei der Abbildung w = e“ wird der Streifen danach auf den Kreis- 


na na 


ring etc lw|< e? aufgewickelt. Auf jeder Geraden o = og >0 hat 


la 


|e"! *| also die obere Grenze e? und die untere Grenze e 


2. Wir fiihren den Beweis fiir unseren Hauptsatz, indem wir zeigen, daB 
eine Funktion /(s), die nicht unter 1. oder 3. fallt, unter 2. fallen muB. Da 
f(s) nicht vom Typus 3. ist, gibt es eine Halbebene o = a und zwei ver- 
schiedene endliche Werte’a und 6 derart, daB f(s) + a und + 6 fiiro => «. 
Wir kénnen hierbei « = 0, a = 0 und 6 = 1 annehmen, da wir sonst die 
Funktion ferns betrachten kénnten; ist diese vom Typus 2., so ist es f(s) 
auch. Wir haben also zu zeigen: 

Satz I. Ist f(s) fir o = 0 regular, in jedem Streifen 0 So Sa, 
aber nicht in der Halbebene oc = 0 beschriinkt und + 0 und + 1 fiir o | 0, 
so gibt es vier positive Konstanten K,M,m und a, derart, dap 

M >| f(s)e-**|>m fiir ¢ So. 
46* 
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Der Beweis geht von dem folgenden Lemma aus, das H. Bohr fiir die 
Behandlung der entsprechenden Frage in der Theorie der fastperiodischen 
Funktionen aufgestellt hat: 

Lemma I (H. Bohr)?): Es seien a und 5 zwei verschiedene komplexe 
Zahlen und m positiv. Dann gibt es eine positive Konstante k = k (a, 6, m) 
mit der folgenden Eigenschaft: Jede in der Halbebene o > 0 regulire und 
von a und 6 verschiedene Funktion g(s), die auf der Geraden o = 1 die 
Ungleichung |g (s)| << m erfiillt, befriedigt in der ganzen Halbebene o > 1 
die Ungleichung |g (s)| < e*°. 

Da /{(s) die Voraussetzungen dieses Lemmas erfiillt und im Streifen 
0 So S1 beschrinkt ist, gibt es also Zahlen k, fiir welche /(s)e~ ** 
fiiro = 0 beschrinkt ist. Die untere Grenze aller derartigen Zahlen & nennen 
wir K, und wir werden zeigen, daB auch {(s) e~ * * fiir o = © beschrankt ist. 
Dazu benutzen wir den 

Phragmén-Lindeléfschen Satz: Es sei ¥ (s) eine analytische Funktion 
von s = re’’, die im Winkelraum 6, S 6 S 4 + = regular ist. Ist ferner 


|F(s)| SS M auf den Schenkeln dieses Winkels, und gibt es ein 8B < a, fiir 
das | F (s)| e—** im Winkelraum beschrankt ist, so gilt | F(s)| < M im ganzen 
Winkelraum. 


Ist |f(0 + it)| S M fiir — o <t< co, und ist e >0, so haben 


° . 4 
wir also, wenn wir 6, = — +>, « = 1 und f = 0 setzen: 


|F(s)| = |f(s)e **°*'| SM fro >] 0. 


2) Vgl. Kleinere Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen, VI. Danske 
Vidensk. Selsk., Math.-fys. Medd., 14 (1936), Nr. 2. Der Beweis fiir das Lemma kann 
etwa folgendermaBen gefiihrt werden. Ist u — yu (w) die inverse Funktion der (weiter 


unten genannten) Modulfunktion w — yv{u), so ist unter den Voraussetzungen 
des Lemmas f(s)—a 


bei jeder Wahl des Zweiges von » fir o > 0 regular, und es gilt dort R (g(s)) > 0. 
Eine bekannte Folge des Schwarzschen Lemmas gibt daher fiir o> 1 

R (9 (s)) = o R(g(1 + #4). 
Nun folgt aus bekannten Eigenschaften der Modulfunktion, daB bei passender 
Konstante ‘C Ivy(u)i = C ert (u) ‘ 


ist, sobald u den sich ins Unendliche erstreckenden Moduldreiecken angehért. Ferner ist 


R(u(w)) beschrankt fir beschranktes |w|, also wegen pie | eee 


b—a |= |b —a} 
R(g(l+ ivy s k = KF (a,b, m). 

Man hat daher, wenn man nun bei festem s mit o >1 die Funktion g so normiert, 

daB u = g(s) einem der sich ins Unendliche erstreckenden Moduldreiecke angehdért, 


ies =|¥(9(a))) = CO = oP *OOt) — One, 
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Wir betrachten nun einen beliebigen festen Punkt in der Halbebene und 
lassen e gegen 0 gehen; wir erhalten dann 


lf(s)e" **| SM fir oZ=0 


wie behauptet. Hieraus entnimmt man K > 0. Wir sind nun imstande, das 
folgende Lemma zu beweisen: 
Lemma II. Es existieren zwei Folgen 


k,< k, Sa 
und 
0;<_ 0, <...7> @ 
derart, da8 
\f (o,)| > e*» fiir alle n. 

Beweis. Wir haben zu zeigen, daB k = K ist, wenn die Funktion 
{ (oe) e—*°, OSS 0 < @ beschrankt ist. 

Nach dem, was wir wissen, ist |/ (s) e-**| e—r"!? in der Halbebene o => 0 
fiir jedes k beschrankt, und da f(s) e~** auf der imaginaren und der positiven 
reellen Achse als beschrankt vorausgesetzt ist, ist nach dem Phragmén- 
Lindeléfschen Satz /{(s)e~** sowohl im ersten als auch im vierten 
Quadranten, also in der Halbebene o = 0 beschriinkt. Dies hat gemaB 
der Definition von K zur Folge, daB k =} K ist. 

Im folgenden denken wir uns zwei bestimmte Folgen der genannten Art 
gewahlt. 

3. Wir betrachten nun diejenige elliptische Modulfunktion w = » (u), 
u = z+ ty, die das nullwinklige Kreisbogendreieck z = 0.0 S y S 72, 


>= v—* auf die Halbebene 


3 (w) = 0 so abbildet, daB u = 0 s WS 
in w=1, wu = zt in w = 0 und R ‘ 


u = oo in w =o iibergehen. N . 


xi 





SAS 








u-Ebene 


Diese Funktion hat bekanntlich die folgenden Eigenschaften: 


1. w = »(u) ist in der Halbebene x > 0 regular, waihrend jeder Punkt 
auf der imaginaren Achse ein singulérer Punkt der Funktion ist. 
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2. w = v(u) ist periodisch mit der Periode 2 xi, es gilt |v(u)| + 
fiir z— o, und man hat*) 
1 
v(u) = teX(1 + o(u)), 
wo (u) gleichmaBig in y fiir zs —~> o gegen Null geht. 
3. Die inverse Funktion 


u = p(w) 
ist eine unendlich vieldeutige Funktion, die lings jeden Weges, der die beiden 
Verzweigungspunkte w = 0 und w = 1 vermeidet, regular ist. 


4. Fiir w + 0 und + 1 bezeichnen wir mit {u (w,)} = {tu} die Menge 
derjenigen Punkte in der u-Ebene, fiir welche v(u) = wy ist. Es gibt einen 
solchen Punkt in jedem zweiten Kreisbogendreieck (vgl. Figur). 

Wir betrachten zunichst die Teilmenge von {tv}, die in den unendlich 
langen Dreiecken liegt, fiir welche also der gemeinsame Realteil 2, —> 
fiir |wo|—> o. Genauer haben wir: 

e70 . 
(1) i 16 fiir | wo| > o. 

Wir betrachten nun einen Punkt von {up}, der nicht zu den genannten 
gehért (der also in einem der kleinen Dreiecke liegt), aber sonst beliebig ist. 
Er heiBe wu, und sein Realteil 2. Spiegeln wir uy an der gréBten Seite des 
Kreisbogendreiecks, das den Punkt enthalt, so erhalten wir einen neuen 
Punkt mit gréBerem Realteil. Wir wiederholen diesen Proze8 mit dem neuen 
Punkt (fiir den der Funktionswert w, ist) usw., bis wir zu einem Punkt mit 
dem Realteil z, kommen, was sicher nach endlich vielen Schritten eintritt. 
Hieraus und aus den Eigenschaften der Inversion folgt: 

(2) yt) < (=), 
da der gréBte Radius eines Kreises, an dem gespiegelt wird, 3 ist *). 


4. Wir kehren nun zu unserer Funktion f(s) zuriick. Fiir beliebiges n 
betrachten wir die Punktmenge {mu (w,)} = {u(f(o,))} = {u,} (siehe 
Lemma II). Ein Element der Menge heiBe u,, und dessen Realteil z,, falls 








3) Vgl. z. B. Hurwitz-Courant: Funktionentheorie (Dritte Auflage, Berlin, 1929) 
S. 218 und 434. 
*) (2) kann auch leicht bewiesen werde;.. indem man von der bekannten Tatsache 
1 





ausgeht, daB die Punkte, in denen die Funktion x* (u) = : -—. denselben 
1 — v (xt — miu) 
y ° P P P % Uo +2 8 
Wert wie in einem gegebenen Punkt u, annimmt, genau durch Trae ts dargestellt 
0 


werden, wo «, f, y, 5 willkiirliche ganze Zahlen sind, die nur der Bedingung «6 — 4B y = 1 
geniigen. 
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der Punkt einem der Dreiecke angehért, die « = oo zur Ecke haben; sonst 
benutzen wir die Bezeichnungen wu’, und 2’. 


7 wahlen nun die ganze Zahl p so groB, daB zx, >F ~ fiir n> p, 
Lt, > => Fon fir n> p und z,:o, > ay. was nach (1) Bi Lemma II 
miglich ist. Es gilt 

Lemma III: 
ui —u 


D on —%| 


uv, + %, o,+ 9,| 


Beweis. Haben u und w’, die im iibrigen beliebig sind, die positiven 
Realteile x und 2’, so ist 

















fiir alle n> p. 























u'—4 |2’—2z 

u+u 2 | 2’ +2)’ 
was man leicht geometrisch einsieht. Wir haben also 

ui —u z—2z 
3 “ete oe i 
(3) “ya, aT, fiir alle n 














Wegen 2, - 2’, < (= y fiir alle n und 2, > = a «. fiir n > p, ist 


’ 1 _ 
% <a S fir n> p. 























Wegen o, >, fiir n> p und z,:o, > pa hat man 
ae 
eK’ 7 Lee, fiir n> p. 
Also ist 
[i . 2 Pe 
“,—*%, 2 o, ? wi 2K z, " |o, 
(4) z+2,|> ... lk; ee >|2e “| fiir n > p. 
2K on ? 2K .*? 


Aus (3) und (4) folgt die Behauptung. 


5. Wir betrachten nun die Funktion u = h(s) = mw (f(s)), die wir uns 
so normiert denken, daB ® (h (o,)) = a, (und z. B. — 7< 3(h(o,)) S 2) 
wird. Diese Funktion ist wegen /(s) + 0 und + 1 lings jeder Kurve in 
einem einfach zusammenhingenden Bereich (namlich der Halbebene o > 0) 
regular und daher nach dem Monodromiesatz eindeutig. 

AuBerdem ist ® (A (s)) > 0 fiir o > 0. 
pl (wo nun wu, = h(o,)) und S = ah, ab 
h(s)+-u, S s+,’ 
U = H(S) regular und |H (S)| S lim Kreise |S| <1, also ist wegen 
H (0) = 0 nach dem Schwarzschen Lemma 


|H(8)| S|S8| fir |8| <1, 


Setzen wir U = 
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woraus speziell 
h(a,) — u, 
h(o,) + u, 


| ee 

|} ——— 
=io,+¢ 
n! D 


Pp 


fiir alle n 











folgt. 
Zusammen mit Lemma III folgt daraus: 
h(o,) + ui, fiir n> p. 


Fiir n > p liegt der Punkt A (¢,,) also in einem der Dreiecke, die u = 
zur Ecke haben, woraus 
Pa (h (Gp)) 
het 
folgt. Wir benutzen nun 
Lemma IV‘). Ist A(s) regulir und ® (h (s)) >0 fiir ¢ > 0, so gibt 
es eine Zahl c = 0, so daB 
1. R(h(s)) —co |} O fiir o > 0, 


2. a0) bei jedem festen g > 1 gleichmaBig im Winkelraum |s| S go 


+> 16 fir n> o 


fiir |s| — o@ gegen c konvergiert. 


Sd . A(o,) : 
Speziell ist also lim——“ = c, woraus, da c reell ist, 
n-> Go, 


h 
im At) _, 
folgt. Da |f(o,)| >" ist (Lemma II), kénnen wir |f(o,)| = e&"""*™ 
R (A (Gn)) 


setzen, wobei r, >> 0 ist. Aus TEsT — 16 erhalt man dann: 
) 
n 


R (h (o,)) — kun — T, > log 16 fiir n > o. 
Also ist 
c=] K. 


Mithin ist fiir e >0 und o |} ay = a (e): 
e— K¢| f(s)| = e— ** |» h(s))| = Letom Ko.)1+ o(h(s) Si dime @; 
: = 16 4 i6 


Man hat namlich ® (hk (s))—- Ko =] 0 und (h(s)) +0 gleichmaBig in ¢ 
fiir o> ow, da R(h(s)) = Ko und K > 0 ist. Damit ist Satz I bewiesen. 

6. Bisher haben wir nicht beriicksichtigt, da8 wir mit der benutzten 
Methode detailliertere Aufschliisse iiber /(s) erhalten kénnen. Diese Frage 
wollen wir nun behandeln, wobei wir jedoch unseren Betrachtungen eine um- 
fassendere Funktionenklasse zugrunde legen. 


5) Dieser in speziellerer Form zuerst von G. Julia, allgemein von J. Wolff bewiesene 
Satz findet sich in der obigen Formulierung bei E. Landau und G. Valiron: A deduction 
from Schwarz’s lemma, Journal of the London math. Soc. 4 (1929). S. 162— 163. 
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Wir betrachten Funktionen der Form f(s) = e-g(s), wo g(s) fiir 
o > 0 regular ist und |g (s)| in einer gewissen Halbebene eine positive untere 
Schranke hat, also |g (s)| > m> 0 fiir o >a; (g(s) darf also sehr wohl 
in einem Streifen unbeschrankt sein). 

Ist auBerdem f(s) + 0 und + 1 fiir a > 0, so kénnen wir die Funktion 
u = u({(s)) = h(s) bilden, die wie oben fiir o >0 regular ist, und fiir 
welche & (h (s)) > 0 fiir o > 0 gilt. Nun ist auBerdem leicht zu sehen, da 
wir die Funktion so normieren kénnen, daB sie nicht beschrankt wird. Denn 
sei 8 so groB gewahit, daB |f(s)| > 1 fiir o = 8 wird. Wir normieren dann 
so, daB h (8) in eines der unendlich langen Dreiecke in der u-Ebene fallt. Ist 
nun 8, ein beliebiger Punkt mit og =} £, so verbinden wir f und s, geradlinig. 
Die Bildkurve dieser Strecke in der w-Ebene schneidet die Verbindungsstrecke 
von « = 0 und w = 1 nicht, woraus folgt, daB die Bildkurve in der u-Ebene 


keinen der Halbkreise mit dem Radius —- schneidet, sondern ganz in den 
2 g 


groBen Dreiecken verlauft. 
Ebenso wie wir c = K fanden, finden wir nun c = 1, also 


2 = R(h(s)) =o fir o> 0, 
woraus unmittelbar folgt: 

Satz II. Ist f(s) = e-g(s) regulir und + 0 und + 1 fiir o > 0, gibt 
es ferner ein « und ein m > 0, so daB |g (s)| > m fiir o >a, so werden alle 
Werte, die w = f(s) in der beliebigen Halbebene o > 0, annimmt, auch von 
w = v(u) in der Halbebene x > a, angenommen. 

Hieraus wollen wir nun einige Folgerungen ziehen. Wir bemerken zu- 


nichst, daB w = y(s) selbst von der betrachteten Art ist, da »(s) + 0 
und +1 fiir o>0O und »(s) = é (35+ so't...) =e wy/(s). Wir 
bezeichnen die untere Grenze von |yp(s)| auf der Geraden o mit L (oc) und 
die entsprechende Funktion fiir |g (s)| mit L, (c). 

L (a) ist gréBer als 0 im ganzen Intervall 0<o0 < o@ (y(s) ist ja 
periodisch) und monoton wachsend. Denn nach einem Satz von Doetsch °) 
ist die Funktion log L (c) konkav (liegt also iiber oder auf jeder Sehne), 
und da sie fiir o 2 ¢ > 0 nach unten beschrinkt ist, muB sie mcnoton 
wachsen (da sie von keinem noch so groBen o an konstant sein kann). Hieraus 
und aus Satz II folgt 


Satz III. Unter den Voraussetzungen von Satz II ist 
L,(c)=L(e) fir o>0, 
und es gibt Funktionen f(s), fiir welche das Gleichheitszeichen fiir jedes o gilt, 
niimlich vy (s). 


*) Uber die obere Grenze des absoluten Betrages einer analytischen Funktion, 
Math. Zeitschr. 8 (1920), 8. 237— 240. 
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Speziell erhilt man L, (c) + 0, also ist diese Funktion nach Doetsch 
auch monoton wachsend. Ferner erhalten wir ,lim L,(o) = a was von 


Bochner’) gezeigt worden ist. Fiir periodische Funktionen ist diese Re- 


lation bereits von Hurwitz *) bewiesen worden, doch nicht mit der besten 
Konstante Ls die von Carathéodory *) gefunden wurde. 


Fiir periodische Funktionen ist wohlbekannt, daB es eine von g (s) un- 


abhangige Minorante fiir L,(c) gibt; dies folgt z. B. aus P. Montels Theorie 
der normalen Familien. 


Ein zweiter SchluB, den man unmittelbar ziehen kann, ist 


Satz IV. Unter den Voraussetzwngen von Satz II ist 


f(s) +0 fir o>F, —-m<SO6<1 +2, 


wo 
ann x . o ee 10 
© = (> +ix) = »(F) 1 > 0.) 
. a 2 ee ° n m 
Der Satz gilt wegen ¥ (4 +1 3) => nicht mit o => ze sata > =. 


Indem wir auf die z-Ebene spezialisieren, kénnen wir den Satz folgender- 
maBen formulieren: 


Satz V. Ist F(z) = a,2%°+a,,,2"*1+... regulir und +0 fiir 


0 < |z| <1, und nimmt F (z) im Kreise |z| << e 2% den Wert a an, so 
nimmt F (z) im Kreise |z| <1 alle Werte 6a an, we —w SOS 1+o. 
Der Satz gilt nicht mit |z| S e 3m statt jel< ein, 
Der Beweis ist indirekt: Wir nehmen F (z) + 6,a fiir |z| << 1 an. Dann 
wiirde 
f(s) = ot 
rl. ) 
die Voraussetzungen von Satz IV erfiillen, also wire f(s) + 9, fiir o> =, 


d.h. F (s) + a fiir |z] << e 2%” gegen die Voraussetzung. 
In Satz V ist speziell folgendes enthalten: Wenn F (z) fiir |z| <1 
regular ist und nur fiir z = 0 verschwindet, so gehért der kleinste Stern- 


7) Remarks on the theorems of Picard-Landau and Picard-Schottky, Journal 
of the London math. Soc. 1 (1926), S. 100—103. 


*) Uber die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen usw., Ziiricher Viertel- 
jabrsschrift 49 (1904), S. 248— 253. 

*) Sur quelques applications du théoréme de Landau-Picard, Comptes rendus 
144 (1907), S. 1203— 1206. 

10) Ubrigens ist w = 1. 
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bereich in bezug auf w = 0, der den Bereich enthalt, auf welchen F (z) die 


Kreisscheibe |z| < e % (= etwa 0,208) abbildet, dem Bild der Kreisscheibe 
|z| <1 an. 

Ist F (z) speziell schlicht, so ist dies eine triviale Folge davon, daB die 
Kreisscheibe |z| << r fiir r S 0,64 selbst in einen Sternbereich in bezug auf 
w = 0 abgebildet wird"). Hieraus kann man jedoch nichts iiber den 
allgemeinen Fall schlieBen, fiir den der Satz nicht einmal mit einer 
schlechteren Konstante bekannt zu sein scheint. 

7. Wir kehren nun zu unserem Hauptthema zuriick, indem wir beweisen: 

Satz VI. Ist f(s) regular fir o=0O, und ist in jedem Streifen 
0OSc08a 

M = |f(s)| 2m>0, 
wo M = M(a) und m = m(a), nimmt ferner f(s) in jeder Halbebene 
o = B jeden Wert + 0 an, so gibt es kein k, so dap 
If (|e 
fiir o = 0 beschrinkt ist. 

Der Beweis ist indirekt: Angenommen, es sei |/(s)|e~"*°< A fiir 

o =C. Dann wire 


e, 





al 1 
lI9)|=|—a-|> a 


also nach dem Hauptsatz g(s) = e**"-g, (s), wo M, |} |g,(s)| 2 m, > 0 
fiir o >, also 





3)= (ky +1—kg)e. > 
f(s) € . 9; (8) 


was der dritten Voraussetzung widerspricht. 


Fiir fastperiodische Funktionen ist dieser Satz von H. Bohr™) bewiesen 
worden. 


Fiir Ratschlige und freundliche Kritik, die zu einer Vereinfachung der 
Darstellung gefiihrt und mir dadurch erméglicht haben, die gefundenen 
Satze zu verschirfen, méchte ich Prof. H. Bohr, cand. mag. 8. Bundgaard, 
Dr. W. Fenchel und Prof. B. Jessen meinen herzlichen Dank aussprechen. 


11) A. Marx, Zwei Satze iiber schlichte Funktionen, Berliner Sitzungsberichte 
5 (1929), S. 96—100. 
12) In der zitierten Acta-Abhandlung. 


(Eingegangen am 30. 1. 1938.) 








The solution of linear boundary value problems 
in physics by means of the Laplace transformation. 


Part II. 
Temperatures in a composite wall. 
Von 
R. V. Churchill in Ann Arbor (U. 8. A.). 


§ 1. 
Introduction. 


In Part I') a theory was developed for establishing solutions of linear 
boundary problems in partial differential equations when the initial value of 
each dependent variable is zero. Let U (x,t) be a dependent variable in a 
problem of two dimensions in which ¢t may assume all positive values. Under 
certain conditions the Laplace transform of U with respect to t, 

(1.1) 2{U) = { e-"U(z, t)dt = u(z, 8), 

0 
is then a dependent variable in a corresponding boundary problem in ordinary 
differential equations. The theory gives conditions on the transform «.(z, s) 
under which the complex integral 


y¥+ot 


lim { e*u(z, z)dz 


WHO y wi 





(1.2) 8" {u) = 


22% 
converges to the inverse Laplace transform 2-*{u} and under which this 


function is U (z, t), a function satisfying the partial differential equation and 
all the given boundary conditions. 


1) The solution of linear boundary value problems in physics by means of the 
Laplace transformation. Part I. A theory for establishing a solution in the form of an 
integral, for problems with vanishing initial conditions, Math. Annalen 114 (1937), 
pp. 591—613. — The method of the Laplace transformation in boundary value pro- 
blems is explained in detail by G. Doetsch, Theorie und Anwendung der Laplace- 
Transformation. Berlin 1937, Chap. 19—23. This book is cited in the sequel as L.-T 
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This Tauberian process of determining from the character of « (z, s) 
the conditions under which U (z, t) is the solution of the given problem gives 
broad sufficient conditions for the validity of the solution. The advantage 
of having the Laplace transform of the solution of a physical problem as well 
as the solution itself, will be demonstrated below. 

The process is illustrated here by establishing the solution of the follow- 
ing problem. 

Find the temperature distribution in a slab composed of two layers of different 
homogeneous materials, with uniform initial temperature, taken as zero, when 
one exposed face is retained at this temperature while the temperature of the 
other is any given function of time*). 

This is a problem which is not adapted to the older methods of solution 
by orthogonal functions. Moreover, it seems that conditions have not been 
published which insure the validity of its solution. 

The solution of this problem is followed here by a study of the flow of 
heat in composite walls. The treatment is made more extensive than necessary 
for illustration alone because it is believed that some properties of conduction 
are accurately established here for the first time. 


The solution is found and established under quite simple conditions on 
the surface temperature in § 2 following; the conditions of validity are made 
broad enough in §3 to include nearly all surface temperature functions in- 
volved in applications, and their mathematical idealizations. In §4 and §5 
several properties of the conduction of heat in composite walls are derived 
from a study of the Laplace transforms of the temperature and gradient 
functions. Other integral forms and series expansions of the temperature 
function are derived in the last two sections, § 6 and §7 principally as a means 
of computing temperatures. 


§ 2. 
The solution of the temperature distribution problem. 


The wall in which the distribution of temperature is to be determined 
consists of two layers, one between the planes z = — a, and z = 0, and 
the other between = 0 and z = ay, where a,, a, are non-negative. These 
layers are in perfect thermal contact at z = 0. Their materials have con- 
stant thermal conductivities K, and K, and thermal diffusivities kj? and 


*) A formal solution of this problem in case the second face is held at constant 
temperature is given in Carslaw, Mathematical Theory of the Conduction of Heat in 
Solids, 1921, p. 215. For the case of non-uniform initial temperature see R. V. Churchill, 
Tem perature distribution in a slab of two layers, Duke Math. J. 2 (1936), pp. 405—414. 
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kz? respectively. The temperatures U, (x,t) and U, (z, t) in the two layers 
are then the dependent variables in the following boundary proble-n: 

ae ae A 
2 NRG = sa 
(2.2) lim U,(z, t) = 0 (y= 1, —a,<2<0; »= 2, 0<t<a,), 


t— 0 


(2.3) lim U,(2z,)=0, lim U,(2,t)=F(t) (t> 0), 


z-—->-—a,+0 z-> @2- 0 


(y= 1, —4,<2<0; »= 2, O<t<a,; t>0), 


Oz 


(¢ = 0). 
Conditions are to be imposed later upon the given surface temperature F (t). 
Let u,(z,s) be the Laplace transform (1.1) of U, (x,t) with respect 
to t, where s is complex and R(s) > s, for some ss = 0. Under certain 
conditions on U, (Lemma 1, Part I) it follows from (2.2) that 2 {0U,/dt} 
= su,(z,s)- Also let f(s) be the transform of F(t) 


oo) as lim 
Ox z—->+0 . 


(2.4) lim U,(z,t)= lim U,(z,t), lim K, 
z~>+0 z->—0 


g-3 — 6 


=) 


f(s) = 2 PF) =f em F(tde (R(s) > s,). 
Then when this operator £2 is applied to equations (2. 1), (2. 3), (2. 4), it is 
clear that the functions u, (z, s) must satisfy the following boundary problem 
in ordinary differential equations: 
d 


2 
u, 
6z* 





(2. 5) = sk? u, (y= 1, —a,<2<0; »= 2, 0O< t<4,), 


(2.6) lim wu,(z,s)=0, lim u,(z, s) = f(s), 
z—>—a, z-—> a2 
, , : Ou OU, 
(2.7) im «, (z, 8) = im «, (x, 8), Pave! K,>; Bs jim K,5> . 
provided U, is such that the commutations employed here of the operator 2 
with limits and derivatives with respect to z are valid*). These conditions 
need not be considered here since the functions U, found below are to be 
verified as the solution of the original problem (2. 1) — (2. 4). 
The solution of the problem (2. 5) — (2.7) can be written 


(2. 8) u, = f(s) 9, (2, #) (vy = 1, 2), 
where 
(2. 9) ; (z, 8) = sinh fk, (x + a4) Ys )/y(s) (—a, S250), 


(2.10) ,(z,s) = {Asinh ((k,a, + k,2) Ys] 
— wsinh [(k,a, — ky) ¥s}}/y(s) (0S2zSa,), 


8) Compare Doetsch, L.-T., p. 346, conditions V, and V,. 
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(2. 11) y (s) = Asinh (« Ys) — uw sinh (8 ys), 
a — Kit be Ky p oe BE —5 5s 

(2. 12) 2k,K, ” 2k, Ky 
a=k,a,+k,a,, B = k,a, — k,a,, 


Suppose y(s) = O when Ys = + in. Setting the real and imaginary 
parts of y (& + in) equal to zero gives 


I 


Asinh « &cosan = msinh B é cos Bn, 
Acosh« sina» = wcosh # é sin fn. 
Hence 
J? sinh? « & cos? a » = sinh? B& [u? — J? cosh? « & (1 — cos* a7) /cosh? £ &], 
or, 
(2. 13) J? cos* an sinh (« — B) € sinh (a + B)é 
= — sinh*#é (2? cosh? «& — pu? cosh*Z&). 


But since « = |f| (a = || only if a,a, = 0) and 2? > pz? the left 
hand member of (2.13) is non-negative and the right non-positive. To 
satisfy (2. 13) it is necessary that § = 0, so s = — n*. Hence the zeros of 
y (s) are all real and non-positive‘). 

lt readily follows that gy, (x, s) are analytic functions of s in R(s) > 0. 
To find their order in this half-plane, let s = oe'’and take -z S03 2; 
then R(y¥s) =} ({o/2)'? in the half plane R(s) => 0. By writing (2.9) in 
exponential form it is found that 


(2. 14) | p, (a, 8) e*2% Vey <M, in R(s)Z=O (-a,5 73589), 


where M, is a constant independent of z. 

Assume now that the surface temperature F (t) is such that its transform 
/ (s) is analytic and bounded in R(s) = y for some y > 0 (see Theorem B, 
Part I). Then in this half-plane u,(z,s) is analytic and |s™u, (x, 8)| is 
bounded for every real m. This is true for every z in — a, S z S O when 
a, >0, and in —a,S 2< 0 when a, = 0 (homogeneous wall). 
Moreover this statement clearly applies to every derivative of wu, (z, s) with 
respect to x. These functions are also continuous in (z, 7) when s = y + 47, 
in every finite rectangle. 

When a, > 0 all the conditions of Theorem 10, Part I are thus satisfied 
for —a, S +30. Consequently, the inverse transform of u, is repre- 
sented by its inversion integral, 


(2. 15) U, (2, t) = 251 {uy (2,8)} (—a, S250, t20), 
*) The zeros of w (s) are the principal values (Eigenwérte) of (2.5) under conditions 


(2. 6), (2.7). Because they lie in a left half-plane, no restriction is to be imposed on the 
given boundary values. See Doetsch, L.-T., pp. 348, 349 and 351, 352. 
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and this function is continuous in z for each fixed t => 0, and continuous 
in ¢ for each fixed z in — a, S zt SO, and 
lim U, (z,t) = 0 (-a, S750) 


t— 0 
)). Since u, (— a,;s) = 0 it follows that U,(—a,,t) = 0 
)); also the left member of the first of enutiiens (2. 4) can 


(condition (2. 2 
(condition (2. 3 


be written 





(2. 16) lim U, (z, t) = 25" {u, (0, 8) 
z—~o0 
Furthermore, according to Theorem 10, Part I 
~ aU . 1 a? U 1 {9? w,| 
9 i oa oe | De ae co — 9 
(2. 17) = = Lin (su, (z, 8)}, a Lin laa | (p = 1, 2), 


and these are continuous in z (— a, S z S 0) for each t => 0 and in t 
(¢ = 0) for each x, and they vanish at t = 05). In view of (2. 5) and (2. 17) 
the first of the heat equations (2. 1) is satisfied by (2. 15). Also the left-hand 
member of the second of conditions (2.4) can be written 


, oe ~- Iw, (0, 
(2. 18) lim K, [2 = 95° {K,“"1O 9 
z—>0 oz )" 
Now consider the inverse aati of tt, (z, 8). Since t#, (ay, 8) = f (s), 


further restrictions must be imposed on /(s) if the conditions of 
Theorem 10 are to be satisfied for0 S +S a,. But for every « ]> 0, 
when 0S zt S a, —« it can be seen as before (equation (2. 14)) that there 
is a constant M, independent of x such that 


(2.19) | p, (x, s) etre Ve) — M, in R(s) [0 (0s 24a, — £). 
If / (s) is analytic and bounded in R(s) = y for some y > 0 then for any 
é > 0, uy (x, 8) is analytic and |s”u, (z, 3) is bounded in R(s) = y for 
every real m, so Theorem 10 applies for all z in 0S tS a,—e. Thus 
(2.20) Uz (z,t) = LH" (uz (z, s)} (0 <= r<ay, t > 0), 
9 au . aU -1 {Ou ae 
(2. 21) 3 =z 25) {$ ts}, —— — ao (= “1 (p ~_ 1, 2); 


also these are continuous in z and in ¢ for the above intervals and vanish 
at ¢ = 0. The condition (2. 2) is therefore satisfied by U, (x,t); so is the 





heat equation (2.1) (vy = 2), in view of (2.5). Also 
lim Us = Si} {ug (0,8)), lim Ky 5o? = ai{K, “2 


5) These statements are true here for the derivatives of U, (x,t) of all orders, 
due to the fact that the partial differential equations (2.1) are parabolic. For other 
differential equations, for instance for the hyperbolic equation, the order of the deri- 
vative is often limited if the derivative is to be continuous, and the above process shows 
which derivatives are continuous. 
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so it follows from the corresponding expressions in U,, (2. 16) and (2. 18), 
and the conditions (2.7) on u, that the conditions (2.4) at the surface of 
separation are satisfied. 


All the conditions of the problem are therefore satisfied by U, (z, t) 
when { (s) is bounded and analytic in R(s) =} y, with the possible exception 
of the surface condition 
(2. 22) lim U,(z,t) = F(t) (t > 0). 

z—> a, 

Now when « = 0 it follows from (2.19) that |s*u, (2, s)| is bounded, uni- 
formly for z in 0 S z Say, in R (s) }> y provided |s*f(s)| is bounded 
there. Then it follows from Theorems 5 and 8, Part I that U, as given 
by (2. 20) is continuous in z at x = a,, and that the inverse transform 
27," {ug (ae, 8)} = LF" {f (s)} exists and is continuous in ¢t. This is then 
equal to F (t) at all points where F(t) is continuous, so the final condition 
(2. 22) is satisfied. 


According to Theorem E, Part I, f(s) satisfies the conditions introduced 
above when F (t) vanishes at ¢ = 0 and satisfies the following additional con- 
ditions. 


Conditions (A). F (t) satisfies conditions (A) if it is continuous in every 
finite interval 0 S t S T and F’(t) is continuous there except at most for a 
finite number of ordinary discontinuities, and if for all t => 0 there exists a 
fixed o = 0 such that F’ (t) e~°' is bounded and monotone by segments of some 
minimum length e > 0. 


The pair of functions 


(2. 23) U, (x,t) = 25" (f(s) y, (2, 8)} (vy = 1,2 


ed, 


defined in —a, S 2£S0 forv=1 and n0Sz BS a, when v = 2, where 
the functions , (x, 8) are given by (2.9) and (2.10), is therefore the solution 
of the boundary problem (2.1) — (2.4) when F (t) satisfies the Conditions (A) 
for some o =} 0, and F (0) = 0. In (2. 23), y >. 


The result (2. 23) can be written as a convergent real infinite integral 
whose integrand is known when F (t) is given. According to Theorem A, 
Part I, / (y — in) is the complex conjugate of f(y + in), since F (t) is real 
and has a convergent Laplace integral for s = y + in. It is readily verified 
that », (x, y — in) is the conjugate of gy, (xz, y + i), and so this property is 
true for the product /- m, = u,. Let v,,w, be the real and imaginary parts 
of u,, 


u, (x,y + tn) = v, (x, y, y) + 1, (2, y, 4); 


Mathematische Annalen. 115 


47 
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then according to Theorem 2, Part I, (2. 23) can be written 


°8 


ty 
(2.24) U, (x,t) = — | [v,(2,, 9) cos nt — w, (x,y, ) sin nt] dn, 
4 
where y is greater than the number o in Conditions (A), and the result is 
independent of y. 


§ 3. 
Broader conditions for the solution. 


In order for the foregoing solution to be valid it is not necessary that 
F (0) = 0 and F(t) be continuous. It will be shown that (2. 23), or its 
equivalent (2. 24), is a solution when F (t) satisfies the following conditions. 

Conditions (B). F (t) satisfies Conditions (B) if foralltin0 St< @ 
it is continuous except for at most a finite number of ordinary discontinuities 
and, for some c = 0 and all t |} 0, F’(t) e~** is bounded and monotone by 
segments of some minimum length «> 0, while in every finite interval 
0st ST, F'(t) has at most a finite number of ordinary discontinuities. 

It is understood that y in (2. 23) is to be taken greater than o. Condi- 
tions (B) permit F (t) to be a step function with a finite number of steps. To 
establish these as sufficient conditions a special inverse Laplace transformation 
is needed. 

For any 5 > 0, 


rt = e—Ve (R(s) > 0), 


and according to a composition integral property ®) of the Laplace integral 
it follows that 





-b Ve 4t 7 7 
ames oe Shoe a art} = 2 [= e-" dn) (R (s) > 0). 
73 [ \\x 





8 ‘ 
eve 
Now if 2{F} = f, then 2{F,} = e~* f, where F, (t) = F(t —t) when 
t>t, = 0 when 0<t< t. Consequently the function 
ew 
(3.1) Q(t) = = e-"dn ift >t, 
j 7 
b 
2 Vito 
=0 if O<t< ty (t > 0), 


6) G. Doetsch, L.-T., p. 149, Theorem 1. 
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has the Laplace transform 


(3. 2) 2 (Q, (0) = 


e (ato +b Ve) 

— (R(s) >). 
This formula is clearly valid for b = 0 as well as b > 0. The inverse trans- 
formation 


eto + bey 
(3.3) g-{5———} = Qi) (620, S0) 


is thus established. 

The Laplace integral of Q,(t) converges absolutely for any s = s, > 0 
and hence for any s with R(s) > s); moreover Q, is a bounded monotonic 
function of t. Under these conditions it is known that the inverse trans- 
formation (3. 3) is given by the complex integral inversion formula ’) 


—21€ (sto + bVe) , ~ 
(3. 4) b US {“——— — Qo (t) ( = 0, lo = 0), 


8 } 





é 


except when 5 and ¢ — t, are both zero, in which case the integral equals }. 
The line of integration R(z) = y for the integral may be any for which 
y> 0. 

From (3. 4) and (3.1) it follows that 


= (ete + dV), 


(3. 5) lim 5 US | 


b—->o0 


=0 f0<t<bt, 


8 
=1 ift>t. 

It was pointed out in Sec. 2 that all conditions of the temperature problem 

except the surface condition (2. 22) are satisfied by the functions U, when 


f(s) is bounded and analytic in R(s) = y. Suppose now that the surface 


temperature F (t) is such that f(s) still satisfies this condition, but that F (t) 


does not vanish at ¢ = 0 and is- continuous except at ¢,, ty, ..., t, 
(0< t, << t,... <t,) where it has ordinary discontinuities. 
Let 


h, = F (+0), h, = F(t,+0)—F(t,—0) (r = 1,2,...,n). 
and let Y, (r = 0,1, 2,...,) be the step functions 


Yj =0f0<t<t,, 


(3. 6) l ift>t, (tp = 0). 


I 


7) It is sufficient that Q, (¢) be of bounded variation in each finite interval and 
2 (iQ, (t)|} converge. The integral then gives the mean value of Q, at points of dis- 
continuity and Q, (+ 0)/2 att = 0. It was pointed out by G. Doetsch, Ein allgemeines 
Prinzip der asymptotischen Entwicklung, Journ. f. d. reine u. angewandte Math. 
(Crelle) 167 (1932), pp. 274—293; p. 279, that these conditions follow directly from 
the Fourier integral theorem. 


a7? 
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Then the function 


(3. 7) G() =F) — Th, ¥,0, E(t) =GUt, +0), 


r= 


vanishes at ¢ = 0 and is continuous in every finite interval in t > 0. If 
F’ (t) has only a finite number of ordinary discontinuities in each finite interval 
in t = 0 and if, for some ¢ = 0 and all t > 0, F’(t)e-*' is bounded in 
absolute value and monotone by segments, then G (t) satisfies the conditions 


of Theorem E , Part I; so when F satisfies Conditions (B), 

(3. 8) 2 {G} = g(s) = O(\s|-?) in R(s)= y ><, 
and g (s) is analytic in R(s) => y. Moreover it follows from (3.'7) and (3. 6) 
that 


(3. 9) /(s) =g(s)+ LU = h,e~*'r; 


8 


so f(s) is bounded in R(s) => y. 
It remains to show that under these conditions the function U, given 
by (2. 23) satisfies the surface condition 
(3. 10) lim U,(z,t) = F(t) (t > 0) 
ra, 


In view of (3. 9) the transform of U, can be written 


se 
ts (x, 8) = f (8) ga (x, 8) = 9(s) go (2,8) + ~ Shee" go (z, 8). 
r=0 
For all z in 0 Sz S 4g, | p2 (z, 8)| is bounded in R(s) => y, and so the 


first term on the right is of order O (|s|~*). Its inversion integral is therefore 
continuous in x (Theorem 8, Part I), and 


lim 26" { 9(8) ¢2(z, 8) |} = La’ {g(s)} = E (0). 


The remaining terms of u, can be written 


” 


nu 
— Th 
3 d» h, e—*'r p. (a,8) = [Po (x, 8) — e~#2 2-1 | — e~ tr 
p4 r=0 » 
nm 
; ; 
— 8 
r=0 


The inversion integrals of the terms in this last sum were found above and. 
according to (3. 5), 


n n 
° Y r i 7 
lim 2-3 = = e—8tp— kz (ag —2)Vs = ) h, P,(t). 


ro 
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An inspection of the exponential form of the function [g,(z, s) — e~ **“2-* Vey 
shows that it is of order o (|s|~) in R (s) = y uniformly for z in 0S 7 S ay. 
Hence the function 


.. h, 
[Pe (zx, s) a en *2(a2 r)\e ] S - e~*ty 
r= 


is of the order of |s|~* and so its inversion integral is continuous in 7 at 
x = a, (Theorem 8. Part I); but q, (ao, s) 1 so its limit as 7 — ag is zero. 
Thus 
lim 2=* (up(z,s)} =G(t)+ Yh, Y(t) = F(t) 
o> a r= 
and condition (3. 10) is satisfied, so (2.23) is a solution of the temperature 
problem if F (t) satisfies Conditions (B). 


§ 4. 
Asymptotic properties of heat flow in composite walls. 

Many characteristics of the conduction of heat in composite walls can 
now be seen by examining the behavior of the transform of the temperature 
and flux functions. This Tauberian process is not only much simpler but 
often more fruitful and accurate than that of studying the temperature 
functions U, (x,t) directly. 

When U, (x,t) = 0 and is a non-decreasing function of ¢, and 


u, (x, 8s) = &{U,} converges for all s > 0, the condition 
(4. 1) u,(z,8s)~A,(z)s-?-1as s+0 (A,(z)>0, p =| 0) 
implies that 
(4. 2) U, (x,t) Ae gets wo.) 
ril+p) 


The variable z introduced here has the réle of a parameter whose value is 
fixed in the theorem. 

The functions gy, (z,s) which appeared in u, = /- my, have, according 
to (2. 9) and (2. 10), the following limits, denoted here by V,: 





‘ . k, (x + a,) (a +-a,) Ky , 
1? oa 1 ae 1 2 “ . 
saline Rd sd ae ‘) = Aa— pp 2 ay Ky + a Ky = 1 (2), 
: q a4,Ko.+2K, yy, 
(4. 4) lim gy, (2, 8) = [ital V, (2). 


&s*—-—> 0 

8) This Tauberian theorem was established by O. Sz4sz, Verallgemeinerung und 

neuer Beweis einiger Saitze Tauberscher Art, Sitzungsber. Ak. Wiss. Miinchen (Math. 
Abt.), 1929, pp. 325—340; Theorem I. 
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For the surface temperature F (t) = t? (p = 0) the Conditions (B) 
(o > ©) are satisfied, so u, is the Laplace transform of the temperature 
U, (x,t) for R(s) > 0. From the fundamentals of the theory of heat con- 
duction it is clear that u,(z,¢t) is non-negative and non-decreasing in ¢ at 
any point z in the wall. Since /(s) = J°(p + 1) s~®-? it follows from (4. 3) 
and (4.4) that u,(z,s) = f(s) o, (z,s)~ V, (z) I’ (p + 1) s-?-! as s +0. 
So according to (4. 2) the temperature at any point in the wall has the property 


(4. 5) U,(z,t)~V,(z)® 9 ast+o (vy =1,2; p=O). 
When F(t) = 1 (p = 0), 


lim U, (x,t) = V, (2), 


’ 
—> oo 


so the broken line function of x, V, (x), (— a, S & S& 4,) is the steady tem- 
perature when the surface x = a, is held at unit temperature. The conductivity 
is the only thermal coefficient which affects V,(z). If K, = K, the steady 
temperature, or the asymptotic property (4.5), is the same as that for a 
homogeneous wall and, according to (4. 3) and (4. 4), is independent of this 
common value of the conductivity. 

When F (t) = B,,t™ + B,t" (n >m =} 0), then U, = BLU 
where U, , is the temperature when F (t) = 


+ B,, U, n 
t?; and according to (4. 5), 


rm 


ee, _ (Un 1 _ % 
im Ge — Balin (“a> pa) + By im t= BLVote 
Likewise, if 
(4. 6) F(t) = B+ Bt) +...+ B,t", 
where the B’s are arbitrary, and 0 <r, < ry< ... <1, the temperature 


has the asymptotic property 
(4. 7) U, (z,t)~ BV, (z)t™ as too. 

When F (t) has the form (4. 6) the transform of 0U,/0z is 0u,/dz. By 
replacing U, and wu, in the foregoing argument by these derivatives it follows 
in the same manner that the flux of heat at each point in the wall has the property 


0 U, (z, t) 
—~ B,Mt™ ast—> o, 


; Oz 





where 
l a a, 

(4. 8) w=H+#- 
So the asymptotic value of the flux is the same as the flux of the asymptotic 
value of U, given by (4. 7). 

If F (t) => 0 the flux of heat out of the wall at z = -- a, is clearly non- 
negative since U, (— a,,t) = 0. If F(t) also satisfies Conditions (B) for o 
arbitrarily small and positive, or o = 0, this flux is a continuous function 
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of tin0 St < o and has the transform K, 0u, (— a,, s)/8z when R (s)> 0. 
Then it follows from a theorem of Hardy and Littlewood ®) that the condition 

K, ASS ae ass>0 (A4>0, p> 0) 
implies the condition 


t 

@ U,(—a,,T) Af 

K, | 22a ge Ae 6+ ©. 
0 


As s 0, K, 09, (— a,, 8)/0z — M (equation (4. 8)); so if 
(4. 9) f(s) ~ As? ass—>0 (A>0, p=O) 


then the total amount of heat lost per unit area through the surface x = — a, 
has the asymptotic property 


(<i ¥ P 
(4. 10) Q() = K, | See aS as t > o. 


0 
As an illustration of this property, suppose F (t) = B when 0< t< ft, 
F (t) = 0 when t > ty, then 


— ete 
f(s) = BS — ~ Bi, ass->0; 


so according to (4.9) and (4. 10) the total heat loss per unit area is 
lm Q(t) = MBt. 
t~> @ 
This also illustrates an important property of a general character. If 
F (t), already assumed non-negative, is integrable in (0, o ) then 


=) 


lim { e~** F(t)dt = { F(r)dr, 


8-05 0 


and from (4.9) and (4. 10) it follows that 


t> « 


(4. 11) lim Q(f) = M [F(x)ar. 


Thus the total amount of heat which flows through a composite insulating wall 
is the product of the factor M by the integrated abnormal temperature of the outer 
surface. 








®) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Notes on the theory of series. XI. On 
Tauberian theorems, Proc. London Math. Soc. (2) 80 (1929), pp. 23—37; Theorem 1. A 
number of useful theorems of this character have been established by G. Doetsch, 
Satze von Tauberschem Charakter im Gebiet der Laplace- und Stieltjes-Transformation, 
Sitzungsber. d. Berlin. Akad. 1930, pp. 144—157; his Theorem I shows that the 
condition F(t) 20 is narrower than necessary in the present application. Compare 
L.-T., Chap. 10, § 2. 
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To examine the behavior of temperatures in the wall as ¢ +0, again 
assume that F (t) satisfies Conditions (B); also that F (t) is non-negative and 
non-decreasing so that 0U,/0t =0. Then since U, (x, 0) = 0 (x < a,) it 
follows from a theorem of Doetsch™) that for — a, S 2 < ag, the condition 





(4. 12) u,(z,.s)~ B(z)s-?-* as sca (p>O0), 
implies 

F . B(x) t? 
(4. 13) U, (2, t)~ Tip +1) as t— 0. 


According to (2. 14) and (2. 19), s? p, (x, s) +0ass—o for any pifz < ay; 
and it was shown in (3.9) that /(s) is bounded in R(s)=y>o. Hence 
B = 0 in (4. 12) and (4. 13) for any p; so the temperature satisfies the condition 





. Oz J 
(4. 14) lim — = 0 (—a, 2<4,, p arbitrary). 
t—o0 
In particular, no sudden heating of the surface x =a,, F(t) = const., 


can cause the temperature of any interior point to increase from zero as rapidly 
as Al? (A > 0). 

Under the same conditions on F the flux of heat out of the wall through 
the face z = — a, also satisfies the condition (4. 14). 


§ 5. 
Sudden drops in temperature; inverse problems. 


According to a theorem of Widder"), if ®(t) is continuous in 0 St< « 
and has » changes in sign in (0, o ), then 


gy (s) = fe **Ditidt (s real) 

has at most » zeros in the interval of convergence of the integral. This can 

be stated as a Tauberian theorem on the changes in sign of ® (t): when @ (t) 

is continuous in OSt< ow and 2{D} = p(s) converges for s > sy, then 

if p(s) has n zeros in 8 > 8, it follows that @ (t) has at least n changes in sign 
in (0, o ). 

The physical problem of determining the character of a sudden drop 

in the temperature of one surface of a wall which will cause the temperature 


10) Theorem II” of the second paper cited under *). He writes the condition 
aU 


“3° = — bt”—? for t > 0, rather than the special case 


-> 0. 





11) D. V. Widder, The inversion of the Laplace integral and the related moment 
problem, Trans. Am. Math. Soc. 36 (1934), pp. 107—200; Theorem 22. His theorem 
is given for the Stieltjes-Laplace integral; the theorem quoted here is a special case 
for the Riemann integral. 
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at interior points to fall below the fixed temperature of the other surface 
is of considerable interest, but it is difficult to solve by dealing with the tem- 
perature function directly. A problem of this type for the composite wall will 
now be solved with the aid of the foregoing theorem. 

Let the surface temperature F (t) be a constant A except for a sudden 
change at ¢ = t, by an amount — pA, (p> 1), of duration qt), (¢ > 0): 


(5. 1) F(t) = A when 0< t< t, and when t > (1 + 4), 
= —(p—1)A when & <t<t,(1 +4). 


Then F satisfies Conditions (B) for every o > 0 and so U, (x,t) given by 
(2. 23) are the temperatures within the wall; moreover these functions are 
continuous in ¢ at each interior point and their transforms are the functions 
u, (z,s) = f(s) p,(z,s) for R(s)>0. According to (2.9) and (2. 10), 
@, (x, 8) + 0 for any real s > 0 at any point z inside the wall, since 4 > 1; 
so the zeros of u,(x,s) are those of f{(s). The temperature at each point 
within the wall must therefore change sign at least as many times during 
t > 0 as the number of real positive roots of f/(s) = 0. 
The Laplace transform of F (t), given by (5. 1), is 


z i ; 
‘ 2 ps | - —_ + g— G8 $ > 0). 
(5. 2) f(s) - pare Bape ) (R(s) > 0) 
When s is real and positive the two curves y,; = 7 » Y¥g=1l—ew" 
are found to be tangent when 


qi 
pq =(¢+1)% 
the point of tangency is s = log (q + 1)/(qt)) > 0. From the character of 
these curves it is clear that they intersect twice for s >0 when 
q+ 
(5. 3) 9> at) 
q 

In this case f (s) has two positive zeros and hence the condition (5. 3) is sufft- 
cient to insure at least two changes in sign in the temperature U, (x, t) at each 
interior point of the wall. 

For example, if the temperature F (t) drops at time ¢) from its value 
A > 0 and this lower temperature is maintained for the time fy, (¢ = 1), 
the temperature at each point within the wall must become and remain 
negative during some interval of time if the drop is greater than 4 A (p > 4). 

The condition (5.3) is also sufficient to guarantee at least two changes 
in sign of the flux of heat through each plane x = c (— a, Se < ay). 

The present method offers advantages in problems of an inverse type, 
for instance in the problem of finding the surface temperature F (t) which 
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will produce a prescribed flux at some given plane™). As a simple illustration, 
let F (t) be determined so that the flux at z = — a, is K,t~ ‘'*e~""", where 
h is constant™). Consider the case of a homogeneous wall, a, = 0; then 
a= 8 =k,a,, and 4— w= 1. If there is a solution F (t) satisfying Con- 
ditions (B), wu, (z, 8) in (2. 8) is the transform of the temperature function and 
8 u, (— a, 8) Ve 
KS = £41 (2) roy 
is the transform of the flux. Setting this equal to the transform of the pre- 
scribed flux function, 


in oS 
21K 


f(s) = F e~2hV* sinh (ky ay Ys ). 


For this to be the transform of a function it is necessary that 2h => k,a,. 
For the case 2h = k,a,, 
\x 


jo= F(t -< 


and the inverse transform of this is known (§ 3) to be 


i) kK, Va e—2hVe 
Vs , 


gives 





oo Ve 
—_ \x j 2 - of oil - a2 
Fi}=a¢ (1-7 | edn) == | e~" dn. 
ky @ 0 


Ve 
Since this function satisfies Conditions (B) it is the required surface tempe- 
rature function. 
The solution for the case 2h > k,a,, and also for the composite wall, 
can be obtained likewise in terms of the probability integral. 


§ 6. 
Other integral forms of the temperature function. 


If two fanctions O, (t) and @, (t) have absolutely convergent Laplace 
integrals for s = 8 , their composition integral (Faltung), 


0,+0, = fo (¢ — t)O,(r) dt, 


") A problem of this type for the homogeneous wall was treated by G. Doetsch, 
Probleme aus der Theorie der Warmeleitung, Parts 4 and 5 (Part 4 with F. Bern- 
stein), Math. Zeitschr. 26 (1927), pp. 89—98 and 28 (1928), pp. 567— 578. 

‘8) It was pointed ont at the end of the foregoing section that for a wide class of 
surface temperature functions the flux increases from its zero initial value more slowly 
than @? for any p > 0. This has influenced the choice of the prescribed flux function here. 
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also has an absolutely convergent Laplace integral for s = s,, and 
(6. 1) £ {O,+ O,} = 2 {0,} - L {O,} = 8, (s) B, (s). ™) 


Some of the composition integral forms of the temperature U, (z, ¢) which 
follow from (6. 1) will now be written. These forms involve the surface tem- 
perature F (t) explicitly instead of its transform /(s). To show absolute con- 
vergence of some of the Laplace integrals involved, however, the following 
criterion is useful. 

Theorem 1. If O(s) 1s analytic in R(s)=y and @(s) = O(\s|-*) 
(k > 1) in this half-plane, then the function © (t) = 2>' {0} is the continuous 


(0S t < @) inverse transform of # (s), ’ 
(6. 2) 2 {0 (t)} = 9 (s) (R(s) >y), 


and this Laplace integral is absolutely convergent. Also 0 (0) = 0. 
All but the absolute convergence of (6.2) is included in Theorem 5, 
Part I, an extension of a result of Pincherle. Since | s* # (s)} < Min R(s) >y. 


y+ot 
|0(0| = 5, | lim { e'* (2) d2| 
y—wi 
- £ | \C0( + inet + O(y— ine-™an) < tad etn. 
Therefore . ; ; 
(6. 3) O(t)=O(e’) for t=O, 


so 2 {|O|} converges for s = s, > y, and hence for R(s) > y. 

The conditions stated above on either O, (t) or O, (t), or both, for the 
validity of the composition integral formula (6. 1) can now be replaced by the 
conditions of Theorem 1 on #, (s) or #,(s), or both, respectively*). 

It was shown in § 2 that the functions g,(z,s) in the expression 
(2. 8) for the transforms of U, (z, s) satisfy the conditions of Theorem 1 for 


any y >0 and any k>1, when —a,[ 2< ay. Hence their inverse 
transforms 
(6. 4) ®, (x,t) = LH" {p,(z, 8)! (y>0, —a,s7r< a), 


have absolutely convergent Laplace integrals. 


14) Doetsch, L.-T., p. 161, Theorem IVa. ‘The Laplace integrals also converge 
absolutely when R (8s) > 4. 

5) Compare the sufficient conditions on the transforms given by W. v. Koppenfels, 
Der Faltungssatz und seine Anwendung bei der Integration linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten, Math. Annalen 105 (1931). pp. 694—706. 
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When the surface temperature function F (t) satisfies Conditions (B) 
£2 (F) is also absolutely convergent. For according to (3.7) and (3. 8), 


F)\<|GO\+ Zyl ¥,(), 


— 


where 2 (@) = O(|s!-*) in R(s) = y > 0, so & (G) is absolutely convergent: 
the non-negative function Y, also has a convergent Laplace integral. Accor- 
ding to (6.1) then 

L{F+@D) = f(s) my, (x. s) = u, (z, 8) (R(s) >o, —a, 5 27< a,). 


But when F (t) satisfies Conditions (B), , (x, s) is the Laplace transform 


of U, &—'{u,', and since this is continuous in ¢ it must be identical to 
F+@®,. So for all points in the wall except those on the surface z = a, the 


temperature function (2.23) can be written in either of the forms 
(6.5) U,(e,) = [F(t—)®,(2,1)dt =[ F(t) ®,(2,t —1) drt, 


when F (t) satisfies Conditions (B), and ®, is defined by the complex integral (6. 4). 
Let F (t) satisfy Conditions (A) for some o= 0. Then 


Q {F’ (t)} = sf (s) — F (0) for R(s) > «, 
according to Lemma 1, Part I, and so for R(s) > oa, 


i r, 8) E ?, (x, &) 
u,(x,s) = f(s) p,(z,s) = 2) F'} —— + F (0)- bie 


s 


Also F’ (t) has an absolutely convergent Laplace integral for R (s) >o and 
@, (x, s)/s satisfies the conditions of Theorem 1, (y > 0, z <a,). It follows 
as before from (6.1) that the temperature function can be written 


t 
(6. 6) U, (x,t) = ( F’ (1), (x,t — ry) dt + F(0)0, (2, 8), 


when —a, S250 if r=1, and 0S 2< a, if v = 2, where 


o = P, (+, 8) 
(6. i) 0, (x, t) —_ ty 3 =| (z < a2, Y > 0). 
Since O, is clearly the temperature function when F (ft) 1, it follows 
from (6.5) that ; 
8, (z,t) = [®, (x, t) dt. 
The second form in (6.5) is therefore the result which would be found by 
applying the formal process of Duhamel™) to obtain the temperature for a 


16) Carslaw, |}. c. *); p. 18. 
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variable F (t) from that for F (t) = 1. The form (6. 6) will be used below to 
obtain a series expansion of U, (z, s)"”). Other composition integral forms 
of U, (x, t) can be written in terms of the higher ordered derivatives of F (t) 
by the method used to obtain (6. 6), but the conditions on F are more severe. 


§7. 
Expansion of the temperature function in series. 

The forms found above for the temperature function are not generally 
suited to the purpose of computing temperatures at points within the wall. 
The series form is useful for this purpose. It should be observed, however, 
that it is only shown below that the series converges to the function which 
was proved above to be the temperature function; it is not shown, nor is it 
necessary to show, that the series is differentiable termwise or uniformly 
convergent. If a gradient is to be computed the series expansion of the known 
gradient function can be used. The expansions which follow are obtained 
from the following theorem. 

Theorem 2. Let g(s) be analytic in every finite region of the complex 
plane except for the simple poles s, with residues A,, (r = 1, 2, ...), where 
R (s,) << y, and admit the integral form 2," {g} of its inverse Laplace trans- 
formation on the line R(s) = y. If for some k > 0, |s*g(s)| is bounded at all 
points in R(s) Sy on the parabolas 


21 
(7.1) qe (0O<1<I,<...; l,+o as n>o), 
then 
Nn 
(7. 2) 25" {g(s)} = lim FS A, ce" (t > 0), 


n—>2 r==1 
where N,, is the number of poles inside the parabola (7. 1). 
This is a special case of an expansion theorem established in another 
paper’®), 

'7) It is possible to extend the form (6.6) by the addition of terms involving 
©, (z,t— t,) so that it applies when F (t) satisfies Conditions (B). This requires an 
extension of Lemma I, Part I, to discontinuous functions, which will appear in a later 
paper. 

*) R. V. Churchill, Additional notes on the inversion of the Laplace transformation, 
Math. Zeitschr. 43 (1938), pp. 743—748; the theorem applies when the poles of g(s) are not 
all simple. In that case the series has the additional terms shown in the author’s earlier 
paper, The inversion of the Laplace transformation by a direct expansion in series and 
its application to boundary-value problems, Math. Zeitschr. 42 (1937), pp. 567—579 
where circular and rectangular paths are used. Parabolic paths are much simpler to 
use, however, in the solution of parabolic differential equations. 
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The functions @, (zx, s) are analytic in every finite region of the complex 

plane of s not containing a root of the equation 
y (s) = Asinh (a¥s) — wsinh (6 Ys); 

also this equation has only real non-positive roots (§ 2). Setting § = ¥— s, 
this becomes 
(7. 3) Asina& — wsin BE = 0. 
But 9, (z, s) is analytic at s = 0, so the singular points of these functions are 
(7. 4) s= — # (O< §£,< §&<...), 
where &, are the positive roots of (7. 3). 

Since A> |u| and « >|£! it is clear from the curves y, = Asinaé 


and y, = usin Bé that (7.3) has an infinite number of positive roots €,, 


d ¥3 
dg 
and y, = ¥,.a contradiction follows from those two equations, namely, 





F — 
and &, >» o as#-—»c. Moreover these roots are all simple; for if oe = 
Ss 


7. 3 f2 ,,2/72 
sin?’ af = -_ = - > 3 (8 = 0). 





When # = 0 it is clear from (7. 3) that the roots are simple. It follows that 
the points (7. 4) are all simple poles of 9, (z, s). 

Just one root &, can lie between any two adjacent critical points, 
& = (2n — 1)2/(2a), of the curve y, = Asinaé. Hence between any two 
adjacent parabolas of the set 
_ (2n—1)?x!? 


ae ctl aaa —_ =. hl 
(7. 5) @=; = l, csc 9° = 402 








(mn = 1, 2, ...), 


lies just one pole of q,. 
When s = ge’” is a point on one of the curves (7. 5), 
eo 2n—l1 > 
Ys = Vi, csc 5 91? = Vi, cot ry a eao2 1, 


so that for any real c with |c| Sa, 











(7. 6) sinh ¢ Vs |* sinh? (c Vi, cot B12) + sin? (¢ yi.) <) 
. 6 =| = —- ‘ 
sinh a Vs sinb* (x )l, cot 6/2) + 1 = 





But it is clear from (2. 9) that 


| sinh [k, (z + a,) Ve}/sinh (a Vs )| 
2 —|u sinh (f Vs)/sinh « Vs)! 





|? (2, 8)| < 


and since k, (x + a,) << « and |f| < a, it follows from (7. 6) that 


(7.7) ln <a 
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when s is any point on any of the parabolas (7. 5). It follows from (2. 10) and 
(7. 6) in like manner that, on (7. 5), 


A 
(7.8) M2 (2, 8) <Sttel 
The functions ¢, (x, s)/s in (6.7) therefore have simple poles at s = 0 
and s = — & and satisfy all conditions of Theorem 2 for any y > 0 and 
k = 1. Their residues A, ,, (x), (n= 0 ats =0,n =r at s = — &), are 


k,(z+a,) (a, +2)K,y 
Aa—pup ~ @,Ky+a,K,’ 





A, 9(z) = lim 9, (z, 8) = 
s->0 





_ (s+) 9, 2 sin [k, (z + a,) &,) 
(7. 9) A,» (2) pte 8 a &,(Aacosa&, —uBeospé,)’ 
_ ae a, Ky a aK, 
Ano(@) = otek, 


Asin [(k, @, + ky x) Ej—-n sin [(k, a, — ky x) &,) 
E, (Aacosa&, —pupcosfé.) 


(7. 10) A, ,(7) = 





The temperature functions (6.7) for the case of the constant surface tem- 
perature F (t) = 1 are therefore represented by the following series: 


pa (a, + 2) Ky j > —¢re . 
(7.11) 9; (2,9 = Serer t & Aralae (¢(>0,-—a, 5 73559), 


(7.12) Oy (at) = Arte + ZF Ana(ae@! ((>0, 052 Say), 


a, K,+a,K 


where A, , (x) are given by (7.9) and (7.10), and &, are the positive roots 
of (7.3). Inspection shows that (7. 12) is valid at x = ay. 

When F (t) satisfies Conditions (A) the temperature at all points for t > 0 
can be represented in series by substituting the expansions (7.11) and (7. 12) 
for O, (x, t) into (6.6). After simplifying this gives 


(7.13) U,(z,t) = A,,o(2) F(t) + F (0) 5 Ay, n(x) e7 


+ j F(t) 5 A, a(a)e** "dt. 
ri n=1 


Of course when F (t) is given explicitly and satisfies Conditions (B), 
the temperature U,(z,t) can be expanded from its integral form (2. 23) 
into a series by means of Theorem 2, provided / (s) has only simple poles none 
of which coincide with those of gy, (z,s). When f(s) - 9, (z,s8) has poles 
of higher order the modified form of the series (7. 2), mentioned above, must 
be used. 


(Eingegangen am 6. 12. 1937.) 








Ausbreitungsgesetze fiir charakteristische Singularititen 
der Gravitationsgleichungen. 
Von 
Karl Stellmacher in Géttingen. 


Im folgenden wird die Hadamardsche Theorie’) der Charakteristiken und 
Bicharakteristiken systematisch auf die Feldgleichungen der Gravitation 
sowie auf die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen im Rahmen der allgemeinen 
Relativitatstheorie angewandt; d. h. es werden diejenigen Flachen untersucht, 
auf denen die Ableitungen von Lésungen der genannten Gleichungen unstetig 
sind (Wellenfronten), und es wird die Natur dieser Unstetigkeiten untersucht, 
sowie die Gesetze, nach denen die Unstetigkeiten sich fortpflanzen. Die 
Durchfiihrung geschieht durchweg in invarianter Form. 

Sie liefert im ersten Abschnitt (Charakteristikentheorie) Ergebnisse, die 
in vollkommener Analogie stehen zu dem, was man bei der bekannten 
linearisierten Behandlung der Gravitationsgleichungen in erster Naherung 
erhalt*). Insbesondere zeigt sich der rein transversale Charakter des nicht 
wegtransformierbaren Anteiles des Sprungtensors. 

Die im zweiten Abschnitt erfolgende Anwendung der Bicharakteristiken- 
theorie zeitigt Ergebnisse, die einerseits mathematisch interessieren diirften 
wegen ihres von den sonst derartig behandelten Gleichungen abweichenden 
Verhaltens, andererseits physikalisch wegen der sich dabei ergebenden echten 
Erhaltungssdtze. Es wird gezeigt, daB die Bicharakteristiken der Feld- 
gleichungen mit den geoditischen Nullinien zusammenfallen und die 
, Strahleneigenschaft“ besitzen, d.h. daB lings der ganzen Nullinie eine 
charakteristische Erregung vorhanden ist, wenn dies an einem Punkte des 
Strahles der Fall ist, und daB umgekehrt lings des ganzen Strahles die Er- 
regung verschwindet, wenn dies an einem Punkte des Strahles der Fall ist. 
Ferner ergibt sich, daB sich die Unstetigkeiten aus gegebenen Anfangswerten 
langs des ganzen Strahles bestimmen lassen. 








1) Propagation des ondes, Paris 1903. Eine derartige Anwendung wurde 
zuerst gegeben von Vessiot (Compt. rend. Févr. 1918) und spiter von Levi-Civita 
Atti d. Line. 11 (1930), p. 1 u. 113 weitergefihrt. Der Inhalt dieser Arbeiten wird 
unter anderem hier im ersten Abschnitt noch einmal kurz dargestellt und invariant 
formuliert, wie ich glaube, auch erheblich vereinfacht. Die Erkenntnis, daB der 
Gravitationssprungtensor transversal ist, ist meines Wissens neu. 


2) Siehe Eddington, Proc. Roy. Soc. London 102 (1923), 8S. 268ff. 
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Die erwahnten Erhaltungssitze, die den Kernpunkt dieser Note bilden, 
werden genommen, wenn man einem Gedanken von G. Herglotz folgt: Wahrend © 
sich namlich Hadamard mit dem Beweis fiir die Strahleneigenschaft der 
Bicharakteristiken begniigte, stellte Herglotz fiir die Differentialgleichungen 
der Continua die Differentialgleichung fiir die Fortpflanzung der Sprung- 
gréBen explizit auf, und es gelang ihm, derselben die Form einer Divergenz- 
gleichung zu geben: : 

(A) ove 8 

ax" 
Hierin ist «‘ der Strahlenvektor und € bis auf einen nicht verschwindenden 
Faktor eine definite quadratische Form der Komponenten des Sprungvektors, 
die Herglotz die ,,Sprungenergie“ nennt. Auf der rechten Seite kann im Falle 
absorbierender Medien, sowie nicht konstanter Koeffizienten eine nicht ver- 
schwindende Dissipationsfunktion stehen®). 

Dieser Herglotzsche Gedanke ist nun hier auf die Feldgleichungen der 
allgemeinen Relativitatstheorie iibertragen worden. Es ergibt sich wiederum 
eine echte Divergenzgleichung der Form (A) fiir eine Sprungenergiedichte €, 
die nur verschwindet, wenn die charakteristischen Singularitéten wegtrans- 
formierbar sind. Dies bleibt in modifizierter Form giiltig bei Hinzunahme 
elektromagnetischer Felder. Aus der Energiedichte ist mit Hilfe der Glei- 
chung (A) in bekannter Weise durch Integration ein Erhaltungssatz ableitbar 
fiir eine Gesamtenergie e. Es scheint, als sei dies der erste Fall, wo es im 
Rahmen der allgemeinen Relativitaét gelungen ist, aus reinen FeldgréBen 
in invarianter Weise einen echten Erhaltungssatz abzuleiten. 

Es liegt nahe, diese Sprungenergie e, die man etwa dem Kopf einer plétz- 
lich einsetzenden Welle zuordnen kann, in Beziehung zu setzen zu Vorstellungen 
der Quantentheorie, indem man etwa die Sprungenergie eines Wellenkopfes 
als Quantenenergie ansieht und demgem&B e proportional hy setzt. Nun 
ist aber die Frequenz » vom Koordinatensystem abhiangig (Dopplereffekt), 
e aber eine absolute Invariante. Da ist es nun sehr merkwiirdig, daB sich 
trotzdem die Definition von e in vollkommen ungezwungener Weise diesem 
Sachverhalt anpassen laBt derart, daB bei Anderung des Koordinatensystems 
fiir e/h = y sich der richtige Dopplereffekt ergibt. Dies gilt jedoch nur fiir 
die Energie der Spriinge erster Ordnung, d.h. fiir die Spriinge der ersten 
Ableitungen der metrischen und elektrischen Potentiale. Fiir die Energie 
der Spriinge héherer Ordnung ]48t sich dies nicht erreichen. Es diirften 
deshalb die Spriinge 1. Ordnung eine besondere Beachtung verdienen. Sie 
besitzen offenbar auch ohnehin schon gréBere Anschaulichkeit und gréBere 


physikalische Bedeutung. 





3) Diese Herglotzschen Untersuchungen sind bisher nur veréffentlicht in einer 
Vorlesung, die G. Herglotz im SS. 1931 in Géttingen hielt (Mechanik der Kontinua). 
Mathematische Annalen. 115. 48 
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Es zeigen jedoch die Spriinge 1. Ordnung ein abweichendes Verhalten 
gegeniiber den einfacher zu behandelnden Spriingen héherer Ordnung, weshalb 
sie am Schlu8 dieser Arbeit gesondert behandelt werden. Dabei ergibt 
sich, daB im vorliegenden Falle der Gleichungen der allgemeinen Relativitits- 
theorie merkwiirdigerweise auch die Spriinge 1. Ordnung die Strahlen- 
eigenschaften besitzen. Ein derartiges Verhalten von Spriingen 1. Ordnung 
ist bisher bei Systemen von Differentialgleichungen 2. Ordnung (mit mehr 
als einer Differentialgleichung) nicht bekannt geworden‘). Inshesondere 
bleiben bei den sonst behandelten Differentialgleichungen der Continua die 
Spriinge 1. Ordnung unbestimmt. 


Damit wir auch im Falle der Spriinge 1. Ordnung eine sinnvolle Definition 
der Sprungenergie gem&8 Cleichung (A) erhalten, miissen die Anfangswerte 
der Spriinge gewisse Bedingungen erfiillen, die dann lings des betreffenden 
Strahles automatisch erhalten bleiben. Diese Bedingungen besagen, daB 
die Parallelverschiebung eines Vektors lings des Strahles unabhangig davon 
sein soll, ob zur Definition der Parallelverschiebung die an der Sprungfliache 
doch unstetigen J”,-Komponenten von der einen oder von der anderen Seite 
der Sprungfliche genommen werden. Insbesondere ist dann auch die Differen- 
tialgleichung der Nullinien selbst unabhangig von der Unstetigkeit der 

‘,- Komponenten. 


Bemerkenswert ist noch, daB es einen Ausnahmefall gibt, in welchem 
alles eben iiber die Spriinge 1. Ordnung Gesagte nicht mehr gilt; falls nimlich 
die Wellenfront, d.h. die ‘ragerflache der Unstetigkeiten, eben ist. Unter 
ebenen Wellenfronten ist dabei eine natiirliche Verallgemeinerung dieses 
Begriffs auf allgemeine Riemannsche Metrik zu verstehen. In diesem Falle 
bleibt sowohl die Richtung des Strahles, als auch der Sprungtensor unbestimmt. 
Die ebenen Wellenflichen kénnte man demnach als doppelt charakteristisch 
bezeichnen. 


Ein Ergebnis dieser Arbeit, das mir in physikalischer Hinsicht noch 
erwahnenswert erscheint, ist das folgende: Wie auch immer man die Charak- 
teristikentheorie zur Konstruktion von Quanten benutzen mag, immer wird 
es erforderlich sein, von elektrischen und Gravitationseigenschaften desselben 
Quants zu sprechen. Eine alleinige Behandlung und Konstruktion von 
Gravitationsquanten mu von diesem Standpunkt aus als sinnlos gelten. 
Wohl aber existiert ein ausgezeichnetes Verhaltnis zwischen elektrischer und 
Gravitationsenergie, fiir das besonders groBe Stabilitét vorhanden ist. 


SchlieBlich sei hier auch noch angemerkt, daB die Theorie der Charak- 
teristiken der Feldgleichungen gewisse Schliisse auf die Lésungen selbst 


*) Hadamard, l. c. 
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gestattet, was deswegen von besonderer Bedeutung ist, weil immer noch 
nur sehr wenig Lésungen bekannt sind. 


DaB wir hier in der Einleitung so ausfiihrlich besonders diejenigen Gesichts- 
punkte herausstellten, die physikalisch wichtig zu sein scheinen, soll nur 
darauf aufmerksam machen, daB die hier rein mathematisch behandelte 
Theorie nach Hinzunahme neuer physikalischer Hypothesen vielleicht die 
Moglichkeit gibt, gewisse Anteile der Quantentheorie auch vom Standpunkt 
einer reinen Feldphysik zu verstehen. 


Im folgenden soll uns jedoch in erster Linie die mathematische Seite 
der Problemstellung interessieren. 


I. Charakteristikentheorie der Spriinge héherer Ordnung. 


Wir denken eine Flache 


auf der der Fundamentaltensor g,, stetig sein mége, wahrend seine Ab- 
leitungen von irgendeiner Ordnung dort einen Sprung machen sollen, derart, 
daB8 sie von beiden Seiten der Sprungfliche z = 0 endlichen, aber ver- 
schiedenen Grenzwerten zustreben. Es bilden dann die Spriinge n-ter Ordnung 
einen Tensor (n + 2)-ter Stufe, falls die Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung 
stetig sind. Wir fiihren den Beweis zunichst fiir Spriinge 1. Ordnung. 


Dazu bilden wir die kovarianten Ableitungen eines beliebigen kovarianten 
Vektorfeldes u,;, das mitsamt seinen Ableitungen in der Umgebung der 
Flache z = 0 stetig ist, an jeder Seite der Unstetigkeitsfliache und subtra- 
hieren; dann folgt, daB der Ausdruck 


(0%, “oben rechts (It, 4.) von links] geschrieben (Wve u,| = We) Uy 


einen Tensor bilden muB. Wegen der Stetigkeit der g;, folgt dann der Tensor- 
charakter der Differenzen 
99: 
La) 


Sind ferner die ersten Ableitungen der g,;, an der Sprungstelle stetig, 
wahrend die zweiten Ableitungen springen, so beweist man ganz entsprechend 
den Tensorcharakter der Sprungfunktionen 


ize] 
az’ aa™) 


48* 
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Man differenziert einen zweimal stetig differenzierbaren Vektor u, zweimal 
kovariant und bildet die Differenz dieses Tensors 3. Stufe an beiden Seiten 
der Sprungflache 
[D, D,u,) = [4 r;,| u,- 
Wegen der Stetigkeit der g,, und ihrer ersten Ableitungen folgt dann der 
Tensorcharakter von [ aT |. 
a2 a2” 

Entsprechendes gilt fiir die Spriinge der héheren Ableitungen. Wir 
bemerken noch einmal, daB wir zum Beweis des Tensorcharakters die Vor- 
aussetzung machen muBten, da8 sémtliche Ableitungen niedrigerer Ordnung 
stetig durch die Flache hindurchgehen miissen. In der Tat bilden die Spriinge 
der zweiten Ableitungen im allgemeinen keinen Tensor, falls schon die ersten 
Ableitungen an der betreffenden Stelle unstetig sind. 

Wir erinnern weiterhin daran, daB alle diese Sprungtensoren sich auf 


zweifach kovariante Tensoren zuriickfiihren lassen. Fiihrt man niamlich den 
als nicht verschwindend vorausgesetzten Gradienten von z ein: 





oe ae 
aa Pi» 
ferner einen zeitartigen Vektor d‘ derart, daB 
(1) dp’ =1 und dd =1 


ist, so kann man bekanntlich setzen: 


(2) |] = FixPr 


Wie man durch Uberschiebung mit d' erkennt, ist 
7] a 
(2) cama [224] = (2), 





ax! . Oz 
wenn man mit < = @ 5 die Differentiation in Richtung d‘ bezeichnet. 
ad zx 
Entsprechendes gilt fiir die Sprungtensoren héherer Ordnung, also 
' 9; » 
mit 
ag 
(3a) “k= [sz] 


Das eben iiber den tensoriellen Charakter der Sprungfunktionen Gesagte 
bedarf noch einer Erginzung. Wir haben namlich vorauszusetzen, daB die 
Transformationen, denen gegeniiber Invarianz vorhanden sein soll, n-mal 
stetig differenzierbar sind, wenn wir Ableitungen (m — 1)-ter Ordnung der 
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=) 


9:x betrachten. Ist dies nicht der Fall, so kénnen wir offenbar durch passende 
Transformation Sprungstellen erzeugen. 

Um einen konkreten Fall zu behandeln, untersuchen wir Spriinge der 
zweiten Ableitungen der g,,, die durch Transformation erzeugt werden. Es 
sei also eine nicht singulire Transformation gegeben: 


(4) a == f (#, z', 2*, 3°) (¢ = 0, 1, 2, 3), 


und es sollen die f' zweimal stetig differenzierbar sein, waihrend die dritten 
Ableitungen von / an der Fliche z = 0 Spriinge machen mégen: 


& ff ne ; 
(4a) [ea = PiPmPx'V- 
Wir wenden diese Transformation an auf den Tensor g,,, dessen erste Ab- 
leitungen auf der Sprungfliche stetig seien, wihrend die zweiten Ableitungen 
den Sprungtensor 7;, bilden mégen. Danach bilden wir in den neuen Koor- 
dinaten die Ableitungen: 





= | ee ee a Af af 
az az™ Caoe%)~ stoner poh" t 5; aa” ae ax’ 
+f of _F Gor ° ae 


az’ az* az* ax™ 


(die Punkte sollen Glieder andeuten, die fiir die Bildung des Sprungtensors 
ohne Bedeutung sind). Daraus durch Subtraktion der Grenzwerte an beiden 
Seiten der Sprungflache: 


9,, oO - - 
(5) be a 7" Pi Pm (Nin + Pi Ve + Pr Vi)- 
Dabei ist gesetzt: 

Vr — aes Sha 

‘ af’ aj" 


a= oe oe Ue 


Der Sprungvektor y,; kann offenbar durch passende Wahl der Sprung- 
funktionen v, jeden eae Wert erhalten. Denn es ist z. B. méglich, 


auf der Sprungfliche 2 a 


ax 


nach ist es klar, daB man bei beliebigem y, jeden Sprungtensor der Form 


= 6} zu setzen. Es wird dann vo’ = g**y,. Da- 


(5a) Nik = ViPu + VuPi 


wegtransformieren und durch Transformation vom Typ (4) (4a) erzeugen 
kann. 
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2. 


Wir gehen jetzt iiber zur Behandlung der Gravitationsgleichungen. 
Wir schreiben sie in der Form: 


(6) Ra = — ¢(Ta— ¥907)-") 


Die Komponenten des Energietensors 7,, enthalten nur erste Ableitungen 
der g;,. Wir stellen dann die Grundfrage der Charakteristikentheorie: Wie 
muB eine Flache z = 0 beschaffen sein, damit auf dieser Flache die zweiten 
Ableitungen der g,;, Spriinge machen diirfen, wihrend diese Funktionen selbst 
nebst ihren ersten Ableitungen dort stetig sein sollen. Desgleichen soll auch 
der Energietensor 7,, dort stetig sein. 

Zur Beantwortung der Frage bilden wir wie iiblich die Gleichungen auf 
beiden Seiten der Unstetigkeitsfliche, subtraltieren, und erhalten wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit der 7;,: 

2 [Rix] = Lix = 0. 
Das ergibt mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes: 
(7) Lix = p® Pe Nik ~ p® PiNke a P° PrNie + PiPr (goan®"). 
Die Gleichungen L,;, = 0 sind zehn Gleichungen fiir die zehn Funktionen 4; ,. 
Der Rang der dazugehérigen quadratischen Matrix wird uns besonders 
interessieren. 

Offenbar transformiert sich L,, als Tensor auch gegeniiber Transforma- 
tionen vom Typ (4) (4a). Da dabei aber »;, in 


(8) Nik + ViPu + VePi 
mit willkiirlichem Vektor y, iibergehen kann, ist: 
Lix (Him e YiPm + Ym Pr) — Lix (Nim), 


also 
(8a) Dix (¥iPm + YmPr) = 9. 

Einen invarianten Ausdruck, der wesentlich von einem Sprungtensor 
abhaingt und die Eigenschaft besitzt, sich nicht zu andern, falls zu dem 
Sprungtensor ein Tensor der Form (5a) hinzugefiigt wird, wollen wir , ,total- 
invariant nennen. 

Ein total-invarianter Ausdruck ist also auch gegen Transformationen 
vom Typ (4) (4a) invariant, die Unstetigkeiten enthalten. 








) or, ar}, t mm 1 4 m 
Rk, = a2 aah + itt ten “t0 Fie 
mit 
ro te (ees 99 “Se0) 
CY ax* a2” a2] 


Die Form des Energietensors T ; , ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit hier belanglos. 
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Aus der Total-Invarianz des Gleichungssystems (7) folgt offenbar, daB 
der Rang der dazugehérigen Matrix héchstens 10 — 4 = 6 betragen kann, 
da wir in (5a) wegen der willkiirlichen Wahlbarkeit des Vektors y, vier 
linear unabhiangige Lésungen vor uns haben. 

Um zu zeigen, da8 der Rang 6 von unserer Matrix tatsiichlich angenommen 
wird, bilden wir die sechs Ausdriicke: 


(9) Pi Pr Loo — Po Pi Lox — Po Pr Los + Po Po Lix | (i, k = 1,2,3). 
= P° Po (Pi Pe Noo — Po Pi Nox — Po Px Noi + Po Po Nix) °) 
Man iibersieht sofort, daB die Matrix dieser sechs Gleichungen hinsichtlich 
der sechs Unbekannten 7,, (i, k = 1, 2, 3) den Rang 6 besitzt, wenn nur gilt: 
(10) Pp, = H +0, 
und wenn p, d.h. O.B.d.A. p = grad z nicht verschwindet. Es kann dann also 
héchstens vier Lésungen der Gleichungen L,, = 0 geben. Die haben wir 
aber gerade in (8a) gefunden; d.h. jede Lésung von (6) la&t sich im Falle 
H + 0 in der Form (8) darstellen. 
Wir haben also den Satz gewonnen: An einer Fliche, die nicht Nullfliche 
ist (d. h. mit H + 0), kinnen die zweiten Ableitungen der g,; nur solche Spriinge 


machen, die sich wegtransformieren lassen, die also als Singularitdten der Koor- 


dinatenflichen gedeutet werden kénnen. 


3. 
Um den Fall 


(11) H=0 


zu behandeln, benutzen wir eine einfache identische Umformung der Glei- 
chungen (7); setzen wir namlich 


b, = p*mas — 4 PN (mit 4 = 9°" m,,), 
so kénnen wir fiir (7) schreiben: 
(12) Hix — pid, — Prd; = 0. 
Ist nun .H = 0, so haben wir: 
(12a) Pidy + Pedy = 9, 
ein Gleichungssystem, das aquivalent ist mit: 
(12b) b, = 0. 


Um den Rang dieses Gleichungssystems hinsichtlich der ;, zu berechnen, 
setzen wir: 


(13) Pix = Nik — 39x" 


%) In der Klammer stehen 6 Komponenten der charakteristischen Form des nicht 
verjiingten Riemannschen Tensors. 
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eine nicht singuliére Substitution, deren Umkehrung genau so aussieht: 


(13a) Ne = On—-49.80 (mit d= 9? 0.5 = —n). 
Danach kénnen wir schreiben: 
(14) 6, = p° 0,, = 0, 


das sind vier Gleichungen, die. beziiglich der 0,;, vom Rang vier sind, so da8 
auch das Gleichungssystem (12a) hinsichtlich der ,, den Rang vier besitzt. 

Das Gleichungssystem (7) besitzt also im Falle H = 0 und nur in diesem 
Falle auBer der wegtransformierbaren Lésung 7,4, + 4,7, noch zwei andere 
voneinander und den genannten linear unabhiangige Lésungen, die nicht 
wegtransformierbar sind. 

Daher ist die Gleichung H = 0 als charakteristische Differentialgleichung 
der Gravitationsgleichungen anzusprechen. D.h. nur, wenn die Ableitungen p; 
auf der Fliche z = 0 die Gleichung H = 0 erfiillen, kann die Fliche z = 0 
Trigerin von nicht wegtransformierbaren Unstetigkeiten 2. Ordnung sein. 


Um die simtlichen Lésungen der Gleichungen (12b) in iibersichtlicher 
Form angeben zu kénnen, benutzen wir die Hilfsvorstellung eines drei- 
dimensionalen projektiven Bildraumes mit den homogenen Koordinaten &', 
dessen Punkte den von einem beliebigen Weltpunkte P (mit z(P) = 0) 
ausgehenden Halbgeraden zugeordnet sind. 

Algebraische projektiv-invariante Formeln, die wir dann ableiten, bleiben 
offenbar bei der Riickkehr in die vierdimensionale Welt auch allgemein 
invariant. 

Die Geraden des projektiven Bildraumes entsprechen zweidimensionalen 
Ebenen durch P, die Ebenen den Hyperebenen durch P. Dem Nullkegel 
in P entspricht die Flache 2. Ordnung 


(15) gin &* EF = 0 


mit dem Trigheitsindex (— — — +). 
Die Richtung des Nullvektors p‘ ist dargestellt durch den Punkt p*‘ 
auf (15). Wegen der Definitionsgleichungen (14) 


p* 0,, = 0 (i = 0, 1, 2, 3), 
ist ferner das Gebilde 


(16) 0,, €° & = 0 
ein Kegel mit der Spitze in p,; und infolge der Beziehung 


Hixn = Vix —49% 0 
beriihrt dann die Flache 


(17) nin Si sx = 0 








Charakteristische Singularitaten der Gravitationsgleichungen. 749 


die Flache (15) in p,;. Die gemeinsame Tangentialebene besitzt die Koor- 
dinaten ),. 

Es seien 2, 2 die beiden konjugiert komplexen Erzeugenden von (15) 
in p; ebenso seien J7, JI’ die Erzeugenden von (17) in p. Sei ferner A eine 
beliebige reelle Gerade durch den Punkt p, die nicht in der Tangentialebene 
liegt : 


(18) A=pp' + vat. 


Dann legen wir durch jede der vier genannten Erzeugenden und durch die 
Gerade A die vier Ebenen w,, @,;; 2;, 2; und kénnen dann offenbar nach 
passender Normierung von 2,, 2, schreiben: 


min StE* = (a E*) (23%) +- (py §") (a s€). 
a, ist die Tangentialebene im Schnittpunkt von A mit (17). Es ist also: 
(19) Nik = My Apt Ap Me+ Py ay + Py Gj. 
Da p,; sowohl auf 2,, wie auch auf 7; liegt, so folgt: 


(20) pia, = 0; pia; = 0, 
und mit Hilfe von 


P* Bas = p* (a % + Ai Me — 4 Gia (%" m;)) = 0 


ergibt sich wegen (20): 
(21) ax, = 07). 


(Es liegt daher der Punkt 2‘ auf der Erzeugenden J7’, der Punkt 2‘ auf /7.) 
Hieraus folgern wir leicht die Realitét der Erzeugenden von (17). Andern‘alls 
wiren namlich offenbar die Erzeugenden z, x’ konjugiert komplex. Setzen 
wir aber 
Mm = a + OB;; mj = a, — 1B,, 
so folgt 
x 1, = afa, + BB, = 0. 


Wegeri (20) ist aber p* a, = p*B, = 0 und daher beide Vektoren « und £ 
raumartig. Daher folgt 


(21a) a? a, <0; #6,< 90, 


1) Diese Beziehung ist wegen (19) das genaue Analogon zu der von Eddington 
bei der linearen Behandlung der Gravitationsgleichungen gefundenen Tatsache des Ver- 
schwindens der Spur b,, + 6,, des rein transversalen Anteiles der Schwerewellen. 
Wir werden iibrigens im folgenden fiir die haufig auftretenden inneren Produkte 
der Form c°d, gelegentlich die Bezeichnung (c,d) benutzen. 
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was mit (21) nicht vertriglich ist. Somit ist der Beweis fiir die Realitat 
der Erzeugenden erbracht. 

SchlieBlich beweisen wir noch, daB die Punkte 2‘, x‘ harmonisch liegen 
zu den Punkten w‘,@‘. Wir setzen: 


a= pot+ po, 
n+ = vo’ 4+- vo. 
4, und », ® sind zueinander konjugiert komplex, was man leicht durch 
Uberschiebung jeder der beiden Gleichungen einmal mit w, und dann mit @, 
£) i 
wegen der Realitét von (w'&,) unter Beachtung von (w,w) = (@,@) = 0 
nachweist. Da das Verhiltnis von 2 und 2’ unbestimmt ist, kénnen wir 
insbesondere setzen: 
a = P(e’ w' + e7a'), 
a oa 
mt = — P(e w* — eG). 
t 
Aus (x*2,) = 0 folgt dann unter Beachtung von 


(w, 8) +0;*) (v0) =0; Go) =o 


daB y 6 sein muB. Daher ist: 
a = Pi(eia! + e7 oa’), 
(22) - l 9 sential 
x! me > P(e? w' — et7 @'); 


a, x und w, @ trennen sich also harmonisch. 

Aus dieser Darstellung ergibt sich der Satz: Der Sprungtensor n,, lapt 
sich nach passender Wahl der Koordinatenspriinge an der Unstetigkeits{liche 
immer aufbauen aus zwei zueinander orthogonalen ,,erzeugenden“ Vektoren x 
und x’, die in der Sprungfliche liegen und harmonisch sind zu den komplexen 
Erzeugenden der Wellenfliche. Wir werden spiter sehen, daB dies ein 
prignanter Ausdruck fiir den transversalen Charakter des Sprungtensors ist. 


II. Bicharakteristikentheorie der Spriinge 2. Ordnung. 
4. 


Bei der Darstellung (19), (22) des Sprungtensors sind zwei GréBen, der 
Parameter y, sowie ein Normierungsfaktor P, unbestimmt geblieben. Die 
Bestimmung dieser beiden GréBen gelingt mit Hilfe der Bicharakteristiken- 
Theorie. 


*) Man kann sogar zeigen (w,@)< 0, ahnlich wie beim Beweis der Realitat 
von xt, 2’i. 
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Nach Hadamard pflegt man die Bicharakteristiken zu definieren als die 
charakteristischen Kurven der charakteristischen Differentialgleichung (11). 
Sie werden beschrieben durch die kanonischen Gleichungen von Hamilton- 
Jacobi: 

(23) dx' 10H. @P,; 


c 


Ig 


1 
is ~ 339; i" ~T 5s 


Q 


Diese Linien fallen offenbar zusammen mit den geoditischen Nullinien auf 
z = 0%). Insbesondere ist der Parameter t gerade so normiert, daB die 
Gleichung der geoditischen Nullinien in der Form gilt: 

i ; « 28 
(23a) ad +Iap = = 
Aus der ersten Gruppe der Gleichungen (22) folgt ferner, daB der Parameter 
sich detinieren ]48t durch 


(23b) 5 wt wt - 


= Q, 


Diese Parameterwahl entspricht also dem Falle, daB man bei geodiitischen 
Linien, die nicht Nullinien sind, die Bogenlinge als Parameter willt. 

In diesem Abschnitt werden wir die Bicharakteristiken-Theorie der 
Gravitationsgleichungen im leeren Raum betrachten bzw. an solchen Ravm- 
stellen, an denen der Energietensor, d. h. die rechten Seiten der Gravitations- 
gleichungen, auf der Sprungflache als einmal stetig differenzierbar angesehen 
werden kénnen. Um nun die erwihnten Ausbreitungsgesetze fiir den Tensor 
4x aufzufinden™), bildet man nach Hadamard Sprungrelationen 3. Ordnung, 
indem man die vorgegebenen Differentialgleichungen 2. Ordnung nach einer 
zeitartigen ‘Richtung differenziert und danach die Sprungrelatioren bildet. 
Aus ihnen eliminiert man die Spriinge 3. Ordnung, um dann nur Differential- 
gleichungen fiir die ,, allein iibrig zu behalten, die natiirlich nur Differen- 
tiationen enthalten diirfen, die in der Sprungflache liegen, da ja 7,;, auBerhalb 
der Flache verschwindet. 

Um das durchfiihren zu kénnen, driicken wir zunichst die zweiten Ab- 
leitungen einer vorgegebenen Funktion u, deren erste Ableitungen auf z = 0 
unstetig sind, durch in der Flache liegende und eine aus der Fliche heraus- 
fiihrende Ableitung aus. Als herausfiihrende Richtung wihlen wir das schon 
bei der Definition der Sprungtensoren benutzte zeitartige Einheitsvektor- 
feld d‘ mit 
(1) (p,d) = 1. 


%) Siehe Levi-Civita, 1. c. 

10) Die Theorie fiir Sprungtensoren héherer, etwa der 3., Ordnung lauft genau so, 
wenn die zweiten Ableitungen an der Sprungstelle stetig sind. Man hat nur die Aus- 
gangsdifferentialgleichungen vor der Sprungbildung zweimal in Richtung di zu differen- 
zieren. 
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Dadurch ist p, eigentlich doppelt normiert, da p, ja auBerdem ein Gradient 
ist. Da8®B dennoch beide Bedingungen leicht erreicht werden kénnen, sieht 
man ein, wenn man zunichst ein Koordinatensystem benutzt, in welchem d'‘ 
mit der Zeitachse zusammenfallt (d‘ = 1000). In diesem Koordinaten- 
system denken wir z = 0 nach 2° aufgelést gegeben: 


z= 2° — ¢(2', 2, 2°), 
dann folgt p, = p*d, = 1, eine Gleichung, die wegen ihrer Invarianz auch 


in jedem anderen Koordinatensystem giiltig bleibt. AuBerdem gilt in diesem 
Koordinatensystem nach Gleichung (23): 


a 2 Po _ 
—- a" 
oder, invariant geschrieben: 
(24) d-grad H = di 2% 9 
Oz 


H ist also auf der Sprungflache stationar. 

Fiir die haufig vorkommende aus der Flache herausfiihrende Differen- 
tiation in der d-Richtung schreiben wir (wie oben): 
; a 
ae Os 
und fiir die dazugehérige invariante Ableitung D,, die also im Falle der 
Anwendung auf einen Skalar mit (25) zusammenfillt. 

Als in der Flache liegende Differentiationen wahlen wir: 


(25) di 


4 C7] 7] 


mit der Umkehrung 
é d é 
25b —_—», EE -—, ° 
( a2" dx + Ps Gz 
Wir driicken die zweiten Ableitungen einer Funktion u durch (25) aus und 
erhalten: 
au du dp,u, au ad du 

= . ~~. 2. 
avtaz’ dxtdz' az +F Pet MM sE oat anil 
Unter der Annahme, daB die ersten oor von « an der Sprungfliche 
unstetig sind, sich aber ebenso wie die zweiten Ableitungen dort Grenzwerten 
nahern, die lings der Sprungfliche stetig differenzierbar sind, wahrend u 
stetig sein soll, erhalten wir aus (26) durch Sprungbildung™) mit [u,] = n, 
[u, 2] = ¢: 


(27) (us) = 


(26) 





nd 


ad 
= +r <4 i+ PePel — Ti Pa Pet 


1!) Differentiation und Sprungbildung sind vertauschbare Prozesse. 
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Wegen (p,d) = 1, was auch auBerhalb der Sprungflache gilt, haben wir: 


O(p,d) _ 9 _ 1, o@ a ad’ 
(27a) “=~ O= hee + lan = ;tssR= 


Unter Anwendung dieser Formel auf das letzte Glied von (27) erhalten wir: 


dp 
(28) (ux) = el e+ Pet r+ rapt +3 at Pe, 


oder auch 
(28a) [ux] = Pe 5+ Pet + iPad + Pin 


(vollstandig symmetrisch in ik). 


Setzt man ferner u = s*, so bekommt man zunichst 


Ovie Fv, ad av - ao Ad dv 


dz aziax az axtax® ax*® axtaz' az ax ax? 





und durch Sprungbildung wegen der vorauszusetzenden Stetigkeit der ersten 
Ableitungen von v: 


a 
tke} = [Use pat Pe Pe n pak Pe Pi ™ 
oder wegen (27a): 


0 
(29) [x2] = (Mex) + n(pe 22 oe +P 7): 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir daran, die invarianten Strahlen- 
gleichungen fiir die Spriinge der g,, aufzustellen. 

Wir benutzen zur Durchfiihrung der Rechnung ein geoditisches Koor- 
dinatensystem mit dem Ursprung auf der Sprungfliche, in welchem also die 
simtlichen ersten Ableitungen der g;, verschwinden, die dort als stetig voraus- 
gesetzt werden. Wir bilden dann die invariante Ableitung des verjiingten 
Riemannschen Tensors in Richtung des Kinheitsvektorfeldes d': 


D, Rix. 


Setzen wir noch: 


9» P9;, 9, 
- +| = Nik> [Se] = te. und jalaa™ac. sibime 


so erhalten wir in geoditischen Koordinaten: 





D, Ri, _ $97? (Gasine — Goings — Jak, ip2t Gir, aps) 
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und durch Sprungbildung gem&B (28), (29): 
2(D, Rx] = pe Po Con t+ Di Pe IG? San — Pi pe Sok Px P® Cos 
= dp’ nn, | 1 te ” wv dy tt) Hy = p Ne af d Pp oP M0; 























d x® dx + dat 
dy k L a d) dn. SMe. 
L 9 _ tk ee . hn | -+ i - : qt ee. 1 ) c 8 pO 
ae + | (Wi tho) — 8 eS ar = 
| op , 3 P, a p* 
+3 nx Pp Oz +2a(p az = + Dy A) oo dz Pi 
9 d p* af a? Pe 
— he Ge Pe Mee? 5, Ne P FZ, - 
Setzen wir: 
- = 
b, = pr lei — el Mi 
m 1 
by = 7 %ai—Z"Pe 
dy 1 d 
u = B i <iee aes ‘aah ), 
(=O TF tae" 
0 p* 1 OD, 
“=e oe "32 
so kénnen wir schreiben: 
dp’ » a 1 aH 
9 Sete = nf pt sk e _t* Pe 
2[D, R;x) _ Aj, => Po Cir 1 dz + Pp ax + 3% 2 0: 
j 5 te ab 
_ _ — aan, oo UU, — Dy U 
Pi % — Pr % qai aat Pi Ue — Pe Ui 
op, op, 
—2p,% ~— 2% — Fz Oe xz Ot 


oder mit b; + u, + 20, = w, unter Beachtung von (24) und H = p® P, = 9: 


dp’ n,, ll db db, Op, ap, 


"ik . 
(30) An = as *' ae 7 oe. 2k ae 6s SO 





Wir kénnen fiir diese Gleichungen gem&8 (7) schreiben: 
(30a) Aj, = Lx (tC) + Da (n) = 0 


und sie ansehen als lineare algebraische Gleichungen zur Bestimmung der €; ,. 
Die zehnreihige quadratische Matrix der L,, besitzt nun aber fiir H = 

gema8 Kapitel 3 den Rang 4, so da8 sechs linear unabhingige Beziehungen 
zwischen den D,,, d. h. zwischen den y;, und ihren ersten Ableitungen, exi- 
stieren miissen. Vier derartige Beziehungen kennen wir schon, namlich die 
Gleichungen (12b), die natiirlich nicht unabhangig von den gesuchten Re- 
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lationen sein kénnen. Vielmehr werden wir sofort sehen, da8 infolge der 
Gleichungen (12b) vier von den gesuchten Relationen identisch erfiillt 
sind ?”). 

Unter Beriicksichtigung von (12b) haben wir: 


d p* n, dy 
ik ik 
A,, = — pam 


~ a zat ~ PtMn— Pr = 0. 


Da die ¢;, nur in der Form w,p, + w, p,; auftreten, werden wir zur Elimination 
zweckmaBig mit einem beliebigen Tensor #** zu iiberschieben haben, von 
dem wir nur verlangen miissen, da8 er die Bedingungen erfiillt: 


(31) 0'p, = 0 (i = 0, 1, 2, 3). 


Indem wir mit irgendeinem derartigen Tensor die Gleichungen (30) iiber- 
schieben, erhalten wir: 


(32) A,, Be = HE .s (p? nix) +- H* pe Kn Ne = 0. 
d x° d x® 


Denken wir die »,, stetig differenzierbar, aber sonst vdllig beliebig nach 
beiden Seiten der Sprungfliche hin fortgesetzt, so erhalten wir durch Ein- 
setzen der Gleichungen (25a), (25b) wegen (24) und H = 0: 


- a =. 0 
32 Hit Spon, , + Ht pe n,, = 0. 
( a) az? Nik 7 P ae lik 


Von dieser im geoditischen Koordinatensystem gewonnenen Beziehung 
wissen wir, daB sie eine invariante Bedeutung besitzt. Bezeichne ich gemaB 
Gleichung (23b) mit D; die invariante Ableitung in Richtung der Tangente 
der geoditischen Nullinien, so stimmt die Gleichung: 

(33) 28D, nyt One divp=0 (div p= = “Pp 1— 4) 
mit (32a) in einem geoditischen Koordinatensystem iiberein und ist invarian t 

Diese Gleichung liefert also die gewiinschten Sprungrelationen. Fiir pik 
sind nacheinander die sechs linear unabhingigen Lésungen von (31) gesetzt 
zu denken. Die so entstehenden sechs Gleichungen (33) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit der Sprungrelationen 
3. Ordnung (30a). 


Ihrer Entstehung gemi8 ist die Gleichung (33) totalinvariant, was man 
leicht verifiziert#%). 


12) Anders liegt die Sache im Falle der Spriinge 1. O., den wir spiter behandeln 
werden. Hier sind im allgemeinen die b; + 0, wir kénnen dann anstatt der vier Iden- 
titéten vier Bestimmungsgleichungen fir die 6, erhalten. 

18) Wegen (23a) ist D, P, = 9. 
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Ebenso ist die Gleichung aber auch identisch erfiillt, wenn man fiir ‘* 
eine ,,triviale“ Lésung 
(34) Hit = piat + pt ai — gi* (a, p) (a‘ beliebig!) 
wahlit; denn es ist dann 
tn, = 2a°b, = 0 
und ebenso wegen D,p; = 0 und D,g;; = 0: 
20'* D, ny = 402% D, b, = 0. 
In den Gleichungen (33) stecken also in der Tat infolge von (12b) nur zwei 
wesentliche Gleichungen. Eine davon erhalt man, wenn man setzt: 
(35a) git — ni * - bgi*-» dane pit, 
wodurch wegen (12b) die Gleichungen (31) offenbar befriedigt werden. Man 
erhalt dann: 
d he IE : 
- (n'* nex — 4°) + (n'* nx — 4-H-n)divp = 0, 
oder: 
(35) pln PFE mit Em V— GB = V— 9 le a — 359). 
y— g ro ad 
Die quadratische Form £ ist natiirlich total-invariant. Diese Gleichung (35) 
liefert den Kern aller unserer Uberlegungen. Sie gibt uns die Méglichkeit 


der Definition einer Energie, wovon baid ausfiihrlich die Rede sein wird. 
AuBer der Gleichung (35) steckt in (33) noch eine weitere Bedingungsgleichung, 





die dadurch zu erhalten ist, daB man fiir #* irgendeine von #‘* linear un- 
abhangige nicht triviale Lésung setzt, die irgendwie zweckmiaBig zu wahlen 
ist. Man weiB dann, da das Erfiilltsein der so gewonnenen beiden Gleichungen 
die Befriedigung aller méglichen Gleichungen (33) nach sich zieht und damit 
die Méglichkeit einer Befriedigung der Gleichung (30a) durch die Spriinge 
3. Ordnung ¢;,. bietet. 


5. 


Zur weiteren Diskussion der Gleichungen (33) greifen wir auf die Er- 
gebnisse und Vorstellungen vom Schlu8 des Kapitels 3 zuriick. Insbesondere 
auf die Gleichungen (19) und (22). 

Wir berechnen zunichst die invariante Ableitung in Richtung des Null- 
vektors p‘ angewandt auf die Vektoren w, und @;, die Erzeugenden der metri- 
schen Fundamentalform (15) in P. Jedenfalls kénnen wir setzen: 


a) Dew, = Lw+Ko,+Mp,+Nu,, 


(36) fd nda 2 a rf 
b) D,@; = Lo,+ Ko,+Mp,+Nu,. 
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Die groBen Buchstaben bezeichnen skalare GréBen, u, sei ein Vektor mit 
(u, p) + 0 und daher linear unabhingig von den drei anderen Vektoren. 
Wegen (23a) gilt: 
d 
paD,w* = 4 (p,w) = 0 
und 


2 Par 
Pa D, w* “Js (p,@) = 0. 
Infolgedessen erhalt man aus (36) durch Uberschiebung mit p’: 
N=0; N= 0. 


Weiter folgt durch Uberschiebung von (36a) mit w‘ sowie von (36b) mit o* 
wegen (w, w) = (@, w) = 0: 


K = 0; EK = 0. 


Durch Uberschiebung von (36a) mit &‘ und von (36b) mit w* sieht man dann, 
daB L und L und daher auch M und M konjugiert imaginar sind. Demnach 
erhalten wir: 

(37) ety Oe 

D,@, = Lo,+ M ,. 

Nun sind aber die Erzeugenden w,, @, ihrer Definition gem&8 beide unbestimmt 
bis auf einen fiir beide Vektoren konjugiert komplexen nicht verschwindenden, 
aber sonst vollig beliebigen Faktor y bzw. y. AuBerdem kann man zu jedem 
Vektor einen Summanden sp, bzw. sp, (s, s sind wieder konjugiert kom- 
plex) mit beliebigem Skalar s hinzufiigen. Durch passende Wahl dieser Funk- 
tionen lassen sich in (37) Z und M zum Verschwinden bringen. Setzen wir 
nimlich anstatt w,, @, zunichst wm, = yw, und ®, = y@;, so kann man 
erreichen, da fiir die neuen gestrichenen Vektoren gilt: 


D, (w;) = M' p,, 
D, (@;) = M' »;. 


Dazu hat man nur zu setzen: 





digy ; L 
7: = L; y = Const. e”, 
digy fF. - i 
3z, =; y = Const. e”. 


Sehen wir @,, @, in dieser Weise als normiert an, und schreiben wir wieder 
@;, @; statt w;, @,, so gewinnen wir durch Wherschiebung mit w, bzw. @, 
fiir ¢ = (w, @) die Beziehung: 
da 
=> 
Mathematische Annalen. 115 49 








758 K. Stellmacher. 


Insbesondere lassen sich die Integrationskonstanten, d.h. die Anfangs- 
normierung der w-Vektoren derart bestimmen, daB 
(38) (w,@)=o0= —} 
wird. Um dann noch zu erreichen, da8 auch noch der Skalar M’ verschwindet 
haben wir s und § so zu bestimmen, daB 

D, (@, a s§ Pi) es 0 und D, (@, -- 8 pi) => 
wird. Dazu haben wir zu setzen: 


—s = MM’: 


Demnach gibt es eine Normierung der w-Vektoren derart, daB gilt: 
D, W; —_ 0, 


39 
( D, QO; = 0. 


Im Verlaufe dieser Arbeit sehen wir stets w,, @; in dieser Weise als normiert 
an. Diese Vektoren gehen also durch Parallelverschiebung lings der Nullinie 
in sich iiber. 

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns den Strahlengleichungen 
(33) und (35) zu. 

Unter Beachtung der Totalinvarianz dieser Gleichungen setzen wir darin 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit gemaB (19): 


Nik = My My + My Nj. 


Fiir die GréBe E erhalten wir dann aus (35) wegen (21): 


(40) E = (nz, x) - (x’, 2’) -2 
oder nach (22): 
(40 a) E = P*-2. 


E verschwindet also nur, wenn entweder z oder 2’ ein Nullvektor ist, d. h. wenn 
x Wegtransformierbar ist. 

Diese Erkenntnis, sowie der Erhaltungssatz (35) nebst der Tatsache, 
da8 £ totalinvariant ist, berechtigt uns dazu, mit Hilfe von E die ,,Sprung- 
energie zu definieren. 

Ferner stellen wir fest, daB wegen dieser Eigenschaften von £ die Glei- 
chung (35) dazu ausreicht, um zu erkennen, daB die geoditischen Nullinien 
mit den Tangentialkomponenten p* die Strahleneigenschaft besitzen, ,,Schatten- 
grenzen“ zu sein™). Die Kenntnis von £ geniigt zur Normierung von 2 und 2’ 
da nur Produkte aus den Komponenten beider Vektoren in »,, eingehen. 





14) D.h. langs der ganzen Nullinie ist dann und nur dann eine nicht ver- 
schwindende Sprungerregung vorhanden, wenn dies in irgendeinem Punkte der be- 
treffenden Nullinie der Fal] ist. 
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Um die noch fehlende Bestimmungsgleichung fiir den Parameter y zu 
erhalten, setzen wir in (33): 


(41) jit — (xi nt — z'in’'h), 
wodurch wegen (20) die Gleichung (31) erfiillt ist. Dann verschwindet 
wegen (21): 
E = OF ny = 2(x,2') (x, 2) — (x, 2’), 
und wir erhalten: 
x‘ nt D, x, 2, — a’ n'* D, x, 2, = 0 
oder wegen (z,2’) = 0: 
n* (x, x) D, m, — (n’, 2’) x"* D, a, = 0. 
Daraus wird unter Benutzung von (22): 
P*| (ef cok + B9G*)D, (C7 oy — EG) — “(1 — BY"), (ea, + B%G,) | =0 
und nach (39): 
1 
1 


1 a a a 
—+2ev—e-'1 + 2—er— ey = 0, 
i dt dt 


Wir haben also schlieBlich fiir y die einfache Differentialgleichung: 


dy Le 
7, =9% also y = const. 


(42) 

Damit ist die Integration der Strahlengleichungen zuriickgefiihrt auf eine 
einzige Quadratur (35), da die Erfiillung der Gleichung (42) und des Erhaltungs- 
satzes (35) auch die Befriedigung simtlicher Gleichungen (33) nach sich zieht, 
denn die beiden Tensoren (35a) und (41) sind voneinander und den trivialen 
Lésungen (34) linear unabhingig, falls nicht schon die Anfangswerte von 7;, 
wegtransformierbar sind. 

Gebe ich also auf einem Teilgebiet @ einer zweidimensionalen raum- 
artigen Anfangsmannigfaltigkeit (etwa der Schnittfliche von z = 0 mit 
x® = 0) die zehn Komponenten »,, vor, derart, daB die Gleichungen b, = 0 
erfiillt sind, so kann ich sie langs der ganzen geoditischen Nullinien, die das 
Anfangsgebiet G schneiden, bis auf Koordinatenspriinge eindeutig berechnen. 
Hierbei bleiben die Bedingungen 6; = 0 erhalten. 


6. 

Zur Diskussion der Divergenzgleichung (35) denken wir die Wellen- 
flache z = 0 derart, daB die Strahlen auf ihr nur schwach divergieren (d. h. die 
Entfernung von einem etwaigen Erregungszentrum soll groB sein gegeniiber 

49* 
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allen iibrigen vorkommenden MaBen). Es seien dann Unstetigkeiten der 
erwahnten Art immer nur in gewissen Strahlenbiindeln vorhanden (primitive 
Quantenvorstellung, wenn man will), wahrend auBerhalb dieser Strahlen- 
réhren keine Erregung vorhanden sein soll. Wir integrieren dann in iiblicher 
Weise) die Divergenzgleichung (35) iiber einen Strahlenstreifen, an dessen 
Rande die Unstetigkeit verschwindet, vom Schnitt mit der Fliche 2° = a 
bis zum Schnitt mit der Fliche 2° = 5 (das ganze Integrationsgebiet ist 
natiirlich eingebettet in die Unstetigkeitsflache z = 0!). Wir kénnen dann 
nach dem Gaufschen Satz in ein Oberflichenintegral umformen, von dem 
nur die Integrale iiber die jeweils zweidimensionalen Schnittmannigfaltig- 
keiten mit z®° = a bzw. x = 6 iibrigbleiben. Daher folgt: 


l ¢e . 
(35a) = [[Ep'dadp =e = (hy) 
(integriert iiber einen beliebigen raumartigen Querschnitt des betreffenden 
Strahlenbiindels) ist eine absolute Invariante, die von der Wahl der raum- 
artigen Schnittfliche (d. h. von der Zeit) giinzlich unabhingig ist. Die Kon- 


] ;, ‘ ' , 
stante j 16) soll passende Dimension besitzen derart, daB e eine Energie 


definiert. In dieser Definition steckt die Abhangigkeit von dem vollkommen 
willkiirlichen zeitartigen Einheitsvektorfeld d‘, das wir zur Definition des 
Sprungtensors 7,;,, sowie zur Normierung von p, verwendet hatten. 

Wir wollen diese Abhangigkeit genauer untersuchen. 

Dazu beantworten wir die folgende Frage: wie andern sich E und e, 
wenn wir anstatt d' ein anderes zeitartiges Einheitsvektorfeld d’' benutzen ? 
Wir haben dann auch ein neues Vektorfeld p, derart, da8 gilt 


(43) Pp; = OPi; 
wobei durch Uberschiebung mit d‘ baw. d’‘ wegen (d, p) = 1 und (d’, P,) =1 
folgt: 
eg =a p; 
(44) 1 d’,p) = a=. 
= q'* Pi (d, Pp’) 


n 


(nm) s . . 

Auch der Sprungtensor n-ter Ordnung »,, wird sich mit einem skalaren 
Faktor multiplizieren: 

(n) (n) (n) 

| ome A+ ie 
15) Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 
16) Da in der allgemeinen Relativitatstheorie die Energie die Dimension einer 
Masse besitzt, erhalt man in der Tat mit Hilfe der Gravitationskonstanten « (Dim. 
I m-~*) richtige Verhaltnisse. 
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(1) 99s, 0g 
i na a ik 
m= —[3e]=[# 53 


(n) a” "ik 
= [se]. 


Es war 
Ebenso ist 


Offenbar gilt dann 
ag (1) a @ (1) | 1 
(45) [=] = PmNik = PmNiks Nik = © Nik (also @ = =) 


Entsprechend auch 
(n) (n) 


(45a) Nik = O" Nir 

Da nun £ quadratisch in den 7;, ist, so folgt 
(n) FP 

(46) ag = 


fiir die Spriinge n-ter Ordnung. Ferner bekommen wir wegen (43): 


e 
|= 


Denken wir nun die Strahlenréhre so eng, daB @ = (p,, d‘) im Integrations- 
gebiet als konstant angesehen werden kann, so erhalten wir nach (35a): 





"Edad 2n—1 
uy fat aa (10) 


eff peE-g'-2"dadp (p, @’) 


Nehmen wir insbesondere an, es falle d‘ mit der Zeitachse zusammen, so haben 
wir in der Tat bei Neuwahl einer Zeitachse d’‘ nicht mehr absolute Invarianz 
von (35a), sondern unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations 
gesetz (47) (unter d' nunmehr einen Einheitsvektor in Richtung der Zeitachse 
verstanden). 

Durch die Bezeichnung e = hy haben wir schon angedeutet, daB8 wir 
den Zusammenhang mit der Quantentheorie suchen. Daran hinderte uns 
bisher die Invarianz von e. Mit (47) haben wir jedoch unter Umstinden die 
Méglichkeit, bei Neuwahl der Zeitachse, d. h. des Bezugssystems, » in der 
Weise abzuiindern, wie es durch den Dopplereffekt gefordert wird. 

Wir erinnern uns an die Theorie des Dopplereffektes im Rahmen der 
speziellen Relativitaétstheorie und unter der Voraussetzung, daB in dem ver- 
wendeten Bezugssystem jedesmal die Zeitachse orthogonal zu den riumlichen 
Koordinatenachsen sei und Einheitslinge besitze (go = 1, gg, = 0 (t = 1, 2,3)). 

Eine Lichtwelle im leeren Raum pflegt man dort darzustellen in der Form: 


const - e? 7!‘ *), 
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wobei p,; ein Nullvektor ist, dessen raumliche Komponente in die Richtung 
der Wellennormalen zeigt, wihrend 2 der vierdimensionale Ortsvektor ist. 
Es ist dann die Frequenz 

» = Po = (€, P) 
(e, ist der Einheitsvektor in Richtung der z°-Achse). Fiihren wir dann ein 
zweites gegen das erste bewegte Koordinatensystem mit der Zeitachse e) 
ein, so haben wir in diesem Koordinatensystem 


, 


v = Po = (Co P). 
Die durch diese Transformation hervorgerufene Anderung der Frequenz be- 
zeichnet man als Doppler-Effekt: 
y (Co, Pp) 
(48) - dd 

Eine volle Ubereinstimmung zwischen dem zu fordernden Effekt (48) 
und (47) ist offenbar im Falle » = 1, d. h. im Falle der Spriinge 1. Ordnung 
und nur in diesem Falle vorhanden. Gerade diese zeigen aber ein abweichendes 
Verhalten, das wir spiter noch naiher untersuchen werden. Auch dort kann 
man jedoch analog (35) eine Energie definieren und somit diese als Quanten- 
energie bezeichnen. 

Ehe wir uns mit den Spriingen 1. Ordnung naher befassen, wollen wir 
erst die Theorie der Spriinge héherer Ordnung zu Ende fiihren, indem wir 
auBer den Spriingen des metrischen Fundamentaltensors auch noch ebensolche 
Singularititen des elektromagnetischen Feldes zulassen. 


7 
Die Charakteristikentheorie der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen 


ad Fit V—9 0 ®, 0 ®, 
(49) Oak a | 





= 0; (k = 0,1,2,3) Fy, = 


an’ i? Oz 
zeigt eine vollkommene Analogie zur Behandlung der Gravitationsgleichungen. 
Wir betrachten wieder Spriinge 2. Ordnung des Potentialvektors ®,: 


oe ®, 
= ~ 


Zunichst nehmen wir an, es seien die ersten Ableitungen der ®, und g,, auf 
der Sprungfliche stetig, so daB aus (49) leicht die vier Sprungrelationen folgen: 


(50) Ho — p'¢*p, = 9. 
Durch Koordinatensprung kénnen wir alle Sprungvektoren der Form 


(51) Yi = ap; 
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(a willkiirlicher Skalar) und nur diese analog Gleichung (4), (5) erzeugen?’). 
Man verifiziert leicht die Totalinvarianz von (50), d.h. diese Gleichungen 
sind fiir (51) identisch erfiillt, und erkennt, daB die Matrix der Gleichungen (50) 
beziiglich der g‘ fiir H + 0 den Rang drei, fiir H = 0 den Rang 1 besitzt. 

Wiederum sind nicht wegtransformierbare Sprungvektoren nur auf einer 
solchen Fliche z = 0 méglich, die der Gleichung H = 0 geniigt. 


Als Strahlen oder Bicharakteristiken ergeben sich wiederum die geo- 
ditischen Nullinien. Bei der Ableitung dieses Sachverhaltes tritt jedoch 
folgende Besonderheit auf: 

Untersucht man die Sprungrelationen 3. Ordnung, die die Ausbreitungs- 
gesetze fiir die Spriinge 2. Ordnung liefern sollen, so ist auch die Ableitung des 
elektromagnetischen Energietensors an der Sprungstelle unstetig. Daher 
treten in den Strahlengleichungen (35) und (42) der Gravitation Zusatzglieder 
auf. Dasselbe gilt fiir die Sprungrelationen 3. Ordnung der Maxwellschen 
Gleichungen hinsichtlich der Spriinge 1. Ordnung von g;,. 

Es ist deshalb erforderlich, mit dem System (49) simultan das System 
der Gravitationsgleichungen zu behandeln: 

(52) Ry = — K8y, 
mit 
Siz =49:2F ag -F**—FyoFi* und S =0. 

Wir benutzen wieder ein geodiatisches Koordinatensystem und berechnen 
zunachst den Sprung des nach z abgeleiteten Energietensors. In einem geo- 
ditischen Koordinatensystem lautet die invariante Ableitung: 


OF OF OF 
ef pap 48 psa _ _ "ke pe 
Oz F dz Fy. Oz Fi. . 








1 
DSi, = ZF Gix 
Die iibrigen Glieder verschwinden. Durch Sprungbildung erhalten wir wegen 
OF ap 
[+s | - (Pa — Pa Pa): 


[D, Six] = Gir Pa ps Fe? — (Pi Pa — Pa pi) Fro — (Px Pa — Pa Pr) F 
setzen wir dann 


(52a) p,F*! = Ci, 


‘@ 
t+ 9 


17) Bekanntlich lassen die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen einen additiven 
Gradienten bei der Bestimmung von ®, prinzipiell unbestimmt. Danach ist also auch 
ohne Beachtung des Prinzips der Koordinatenspriinge g, unbestimmt bis auf einen 
additiven Vektor ap, mit beliebigem a. [Dieser Sachverhalt bleibt auch nach der itib- 
lichen Hinzunahme der Gleichung div ® = 0 derselbe, da diese Gleichung wegen 
(12b) nur die fir H = 0 schon erfiillte Bedingung P° Py = 0 liefert.] Deshalb kann a 
auch bei einer simultanen Behandlung mit Gravitationsspriingen als von den letzteren 
unabhangig angesehen werden. 
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so erhalten wir durch Uberschiebung mit pik analog Gileichung (32) unter 
Beriicksichtigung von (12b): 
#*(D, 8,4) = 6 gel? —2 be i Cy 
oder gem&8 Gleichung (13a): 
(53) #* (D,8,,) = — 27f*g,C, 


eine Beziehung, die wegen ihrer Invarianz auch in beliebigen Koordinaten 
giiltig bleibt. Danach bekommen wir aus (52) anstatt (32): 


(53a) 20* D, ayy + O ny div p = + 4hi'*C, oy 
und insbesondere fiir #* = #* und also auch 7* = y'*: 
(53 b) div (Ep*) = 4k nf* y,C,. 


Nunmehr bilden wir entsprechend fiir die Maxwellschen Gleichungen (49) 
die Sprungrelationen 3. Ordnung. Setzen wir den Sprung 3. Ordnung 


B®, 

-. 
ak 
3 


3 ak . Fi 
ge0| Gor] = — ote = — 1 und daber [Sr] =—-r, 


und beachten wir, da8 


Oz 
so erhalten wir in einem geodatischen Koordinatensystem durch Sprung- 
bildung aus (49): 

a] dg’ 4 (p* %) , ag 
54 D, —> = Hy — , p?) p* 2 oS ee he 
(54) | — ¥~—WPr +3" -- ar 
—b, FS — *p' Fs. = 0. 
Uberschieben wir jetzt mit einem Vektor %,, der der Gleichung geniigt: 
DP: —_ 0, 


und beachten wir, daB wegen H = 0 auch g‘p,; = 0 ist, so erhalten wir, da 
die GréBen 5; verschwinden: 


wee, we 6 - 
2 pf 5 + Fy aa = 9 NC, 
oder invariant geschrieben: 
(54a) 2 De p+ B ge div p = Fi me C*. 


Fiir g* = g* bekommen wir insbesondere: 


ag 9, V—9P® 
(54b) eM 2 etl = 9%, C*. 
\-g9 x? 
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Daher gewinnen wir mit Hilfe von (53b) den Erhaltungssatz: 


(55) _1_ Ie l—9(B—4h oF 90) om @. 
\-9 a xf 





Hierbei ist zu beachten, daB (g*g,) negativ ist, da g, raumartig ist (E ist 
nach (40a) positiv). Wir setzen daher: 





(55a) = Y' 9: =+d 
und erhalten: 

1 ap \V—g (EB +4kJ) 
56 —- = 0. 
(08) 9 a xt 


Damit haben wir einen Erhaltungssatz gewonnen fiir eine EnergiegréBe, 
die nur verschwindet, wenn FE und J beide verschwinden. 

Demgema8 ist das in Kapite] 5 Gesagte im allgemeinen Falle sinngema8 
statt auf Z auf die Summe (EZ + J-4k) anzuwenden. Die Ausbreitungs- 
vorginge der Gravitation und der Elektrizitét sind miteinander gekoppelt. 
Die Kopplungskoeffizienten sind die Vektorkomponenten C, mit 


(57) C,p* = 0. 
Die Kopplung ist dann und nur dann aufgehoben, wenn 
(58) C,; = Ap, (A = beliebiger Skalar) 


gilt. Es mu8 dann namlich das innere Produkt von C,; mit den drei linear 
unabhangigen und in der Sprungfliche liegenden Vektoren p,, 2; und 2, 
verschwinden. 

Zur Diskussion der Gleichungen (54a) und (54 b) nehmen wir der Einfach- 
heit halber zunichst an, es sei keine Kopplung vorhanden"). Fiir diesen 
Fall kénnen wir die Integration dieser Gleichungen in vollster Analogie zu der 
der Gleichungen (33) und (35) durchfiihren. 


Wir haben dann die Gleichungen 


(59) dp? J\V—g = @ 
6 x? 
und 
(60) 2 oD. 9 + p- gy div p = 0. 


Aus J = 0 folgt, daB gy, ein Nullvektor ist, daher sieht man nach (51) und 
(55a), daB das Verschwinden von J notwendig und hinreichend fiir die Weg- 
transformierbarkeit des Sprungvektors g, ist. Wir definieren daher mit 
Hilfe dieser GréBe die elektrische Sprungenergie. 

Es folgt auch hier allein aus (59) bzw. (56) die Strahleneigenschaft der 
geoditischen Nullinien. 


18) Dieser Fall ist z. B. verwirklicht im Falle der speziellen Relativitatstheorie. 








766 K. Stellmacher. 


Wegen (g, p) = 0 kénnen wir bis auf einen wegtransformierbaren Sum- 
manden setzen: 
(61) 9: = VI (ex a, + #20). 
J ist dann durch (59) festgelegt. Um eine Differentialgleichung fiir 7 zu be- 
kommen, werden wir in (60) fiir g,; einen zu y, orthogonalen Vektor benutzen. 
Wir setzen daher 


(62) Vi = = (e** w, — e'* @,) 
und erhalten aus (60) wegen (39): 
(63) a = 0; y = const. 


Zur Behandlung des allgemeinen Falles nicht verschwindender Kopplung 
setzen wir in den Gleichungen (53a), (53b), (54a) und (54b): 


(64) Nik = 1M + My 2, 
(65) 9, , = %, my, — 7%; Mj. 


Fiir gy, und 9, benutzen wir (61) und (62) und setzen fiir C; wegen (57): 


(66) C, = R (e*w, + &°O,) + up, 
mit er 

(67) RY = — 0,08; ete = (BO) 
und erhalten mit 

(68) 6 = 3y—z-—C¢ 


unter Benutzung von (22) folgende vier Bestimmungsgleichungen fiir 2, J, y 
und : 


dE , es ee , 
(69) a, + Edivp = 4kVJ VE yo’ ® sin 4, 
dJ Li 
(70) aq, + J div p =—VW yg Rsind, 
(71) VE 35% = 2k Y2 VJ Ros 6, 
‘ 7 ax = 1 (bt 
(72) VJ = a 14 R cos 6. 


Durch Addition von (69) und (70) ergibt sich wieder der Erhaltungs- 
satz (56) oder 


(73) E+4kJ = e€~J iv pe. Const. 
Ferner bekommen wir aus (71) und (72): 

dy 
(74) S22 -k. 


Tt 


a 
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Der Vektor p und das Tensor-Zweibein 2, x’ drehen sich also immer gleich- 
sinnig. 


Setzen wir u = 7 so ergeben die Gleichungen (69) und (70) mit 
R = V2kR: 
(75) pe = (1+ u*)-Rsind, 
wahrend die Gleichungen (71), (72) und (68) liefern: 
(76) a* = (+ —u) Roos d — SF. 


Aus dieser Gleichung erhailt man durch Multiplikation mit cos 4: 
d sin 6 l ¥ ° d 
ee = (— —u) R(1 — sin’ 6) — 7-008 é. 


Hierin setze ich aus (75) sin 6 ein und erhalte: 


-- ‘ 5 L ae 4 BS ee 
ges) = Gl pase) "Pee 


(der Strich bedeutet Differentiation nach 1). Diese Differentialgleichung 
fiir die GréBe u, die im Falle fehlender Kopplung konstant bleibt, beschreibt 
den Austausch zwischen elektrischer und Gravitations-Sprungenergie. Im 
Falle, daB c konstant ist, kénnen wir leicht die Integration durchfiihren, so- 


lange R + 0, also wirklich Kopplung vorhanden ist. Wir setzen: 





(78) dl=Rdt; l=[Rdr 
und 

- = fAi—v, ae 1— uv? 
(79) u=/i;' = > 
und erhalten « s (77): 

(80a) ah +4v9= 


mit der allgemeinen Lésung 
(80a) wv = V-cos(21+ Const) = V cos (2 j R dt) (Vj s 1%). 


Mit Hilfe von (75) und (79) erhalten wir dann fiir 6 und wu: 

















(81) sind ——— V sin (2§ Rdt) . - wl yicte (2f Rar), 
V1 —V2cost(2| Rdr) LV cos (2) Rdr) 


Wir haben also einen Austausch zwischen elektrischer und Gravitations- 
energie. Ist speziell R = const, so ist die Anderung periodisch mit einer 
Frequenz proportional der KopplungsgréBe R. 
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Von besonderem Interesse diirften die beiden singuléren Lésungen sein, 
die man fiir V = 0 und V = 1 erhalt. Im Falle V = 0 ist 


(82) snd=0; u=l1. 
Wahrend wir fiir V = 1 bekommen: 
(83) coed = 0; u = tg (f R dt). 


Im Falle (82) sind die ,,Energiegleichungen“ (69), (70) entkoppelt, d. h. elek- 
trische und Gravitationsenergie bleiben jede fiir sich erhalten. Im Falle (83) 
sind die Gleichungen (71), (72) fiir die Polarisationsparameter voneinander 
unabhingig; y und y sind konstant. 

Hangt der Parameter ¢ von t ab, so sind durch (82), (83) nur noch 
singulare Stellen von méglichen Lésungen charakterisiert. In der Umgebung 
dieser Stellen andern sich aber im Falle (82) u und im Falle (83) y und x 
nur von 2. Ordnung. Es gibt aber keine Lésung mehr mit konstantem u 
oder 6. Immerhin diirften die betreffenden Lésungen aber doch eine besonders 
groBe Stabilitat besitzen. Méglicherweise kommt daher dem Fall (82) eine 
besondere physikalische Bedeutung zu. 

Um uns ein Bild zu machen von der Bedeutung der einzelnen Parameter 
und KopplungsgréBen, sowie von der GréBenordnung etwaiger zu erwartender 
Effekte, fiihren wir in irgendeinem Punkte P der Sprungfliche ein 4-Bein 
aus lauter zueinander orthogonalen Koordinatenvektoren ein derart, daB 
in P gilt: 

_ 4, |0 firs +& (8, & = 1, 2, 3) 
(24) we= 9 i-1 ,, ¢wh (2 = 1, 3,8) 
Jor = g' = 0 (t = 1, 2, 3) 
Jo= 97° = +1. 
Die p-Richtung liege in der (01)-Ebene, so dab 
p, = (+1, —1, 0, 0) 
p' = (+1, +1, 0, 0) 


zu setzen ist. Daher hat man 


(85) 


7 dx’ 
(85a) dt = =drY= dx. 
Pp 
Ferner ist wegen (m,@) = — }: 
wo, = (0, 0, a, =), 
(86) Hs, Sata 
- f l i 
W; : (0, 0, > - 3): 


Danach spalten wir auch den Vektor C,; in Raum und Zeit: Es ist 


(87) Co = p? Fy, = (p-€) 
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(p ist der raumliche Anteil von p, d.h. der Normalenvektor der Wellen- 
front, € der Vektor der elektrischen Feldstarke). Die riumlichen Koordinaten 
von C, bilden den Vektor 


(88) (Cy, Cy, C3) = (pxXB) + m E=EC 
(B ist der Vektor der magnetischen Feldstiirke). Da in unsere Rechnung C;, 
nur in der Form (m, C), (@,C) eingeht, so folgt nach (86), (87) und (88), 
daB von der elektrischen und magnetischen Feldstirke nur die zur Welle trans- 
versale Komponente wirksam ist. 

Um uns eine Vorstellung von der Bedeutung der Parameter c, y, 7 zu 
machen, greifen wir zuriick auf die Gleichungen (66), (61) und (22). 


Danach 
kénnen wir setzen: 


(C, 0) (gp. ) : (21, @) 
89 fe = a; 8X = ———; CY = ———-} 
(89) , |(C, @) |’ : (9, @) , | (1, ) 
oder i C,+iC, 
\C? +- C3? 


Danach ist ¢ der Winkel zwischen der in die 2, 3-Ebene fallenden Komponente 
von C und der z*-Achse. Entsprechend sind auch ¥ bzw. y die Winkel, die 
die Transversalkomponente des riiumlichen Anteiles von bzw. a mit der 
z*-Achse bilden. Konstanz dieser drei Parameter bedeutet, daB die ent- 
sprechenden Vektoren durch Parallelverschiebung lings des Strahles in sich 
iibergehen. 

Da in allen Formeln, von denen hier die Rede war, 2;, 2; und q; nur in 
der Form (2, @), (2, @) usf. auftreten, so folgt, daB auch bei diesen drei Vek- 
toren nur die Transversalkomponente physikalische Bedeutung besitzt. Da 
die inneren Produkte dieser Vektoren mit p iiberdies verschwinden, so folgt 
in unserem Koordinatensystem wegen (85): 

. a ’. -_ 
(90) my = > |. Fis 
so da8 durch Addition je eines Summanden a - p, mit passend gewihlten a, 
d.h. durch zweckmiBige Wahl des Koordinatensprunges in jedem Bezugs- 
system gleichzeitig™) alle drei Vektoren rein transversal gemacht werden 
kénnen. Zur Berechnung von R erhalten wir in unserem Koordinatensystem 
nach (67), (87) und (88): 
(91) R= —C,Ci = —(p-€F +C = (E, — B,)? + (E, + B,)*. 
Da die elektrische und magnetische Feldstirke im cgs-System von der Di- 

. : “i . i» ras 
mension m? t-1 1-4 ist, so miissen wir B = = %’ setzen, wenn B’ die Feld- 
starke in cgs-Einheiten miBt, entsprechend fiir €. Danach erhalten wir: 
(92) Rdt = V2k-R-2 dz = 2,0-10-* [(€, — B;)* + (€;, + B,)*] da. 


1%) Siehe hierzu Anmerkung 1). 
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Da Vk die Dimension [4 m-} besitzt, so folgt, daB (92) dimensionslos ist, 
wenn %’ in GauB8 und dz' in cm gemessen wird, wie es sein muB. 

Da R die GréBenordnung der rechten Seite der Strahlengleichungen (75) 
und (76) angibt, so wird die Kopplungswirkung im allgemeinen sehr schwach 
sein. Eine merkliche Anderung der reinen Gravitations- bzw. elektrischen 
Sprungenergie ist daher nur fiir sehr starke transversale Felder oder fiir sehr 
lange Lichtwege zu erwarten. Der zweite Fall erscheint wichtig, da ja die 
magnetische Feldstarke der Triigerwelle der Unstetigkeiten vielleicht eine 
Kopplung herbeifiithren kann. 

Dieser Fall kann jedoch praktisch nicht eintreten, da fiir diejenigen 
elektromagnetischen Felder, die eine Lichtwelle mit sich fiihrt, der Kopplungs- 
koeffizient R verschwindet. Um das einzusehen, berechnen wir R? nach (91) 
aus denjenigen Feldkomponenten, die man aus den Mazwellschen Gleichunyen 
fiir eine ebene Lichtwelle erhalt unter Vernachlissigung der gravitierenden 
Eigenschaften der Lichtwelle. Das ist offenbar erlaubt in guter Naiherung. 

Nach der klassischen Theorie muB aber fiir die in Rede stehenden Trans- 
versalkomponenten einer ebenen Welle gelten: 


€,=/(-2), B= —g(%-*2), 
€,=g(—2), B= +f (x — 2), 


wenn f und g beliebige Funktionen der Wellenphase (z° — z') sind. Demnach 
ist €, = B, und €, = — B,, so-daB nach (91) in der Tat R* verschwindet. 

Es diirften daher merkliche Kopplungswirkungen wohl nur in unmittel- 
barer Nahe von geladenen Elementarteilchen der Materie zu erwarten sein, 
so daB vielleicht nach Hinzunahme neuer physikalischer Gesichtspunkte 
gewisse Austauschprozesse zwischen Licht und Materie mit den im Voran- 
gehenden entwickelten Methoden beschrieben werden kénnen. 


Spriinge 1. Ordnung. 
8. 
Zur Behandlung des angekiindigten besonders interessanten Falles der 
Spriinge 1. Ordnung legen wir gleich ganz allgemein das Simultan-System (49), 


(52) zugrunde und setzen demgem&8 voraus, daB an der Sprungflache die g,, 
und ®, stetig sind, wahrend deren erste Ableitungen die Spriinge 


ag a® 
[se]-=e. [a]=x 


machen sollen. 
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Die Rechnung wird sich dann in drei Punkten von dem Vorangehenden 
unterscheiden: 1. kénnen wir nicht mehr ohne weiteres in geoditischen 
Koordinaten rechnen; 2. kénnen wir nicht mehr voraussetzen, dab 
die GréBen 6; (e;,) gem&B (12b) verschwinden; 3. sind im Bereich der 
Spriinge 1. Ordnung nicht wegtransformierbare Sprungtensoren auf jeder 
beliebigen Flache, die also nicht charakteristisch zu sein braucht, 
méglich. 


Die Theorie der Unstetigkeiten auf nicht charakteristischen Flichen ist 
bereits von Lanczos™) durchgefiihrt. Wahrend dort das Problem der Aus- 
breitung weitgehend unbestimmt bleibt, lassen sich im charakteristischen 
Falle, d. h. bei Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit, auch die SprunggréBen 
1. Ordnung bis auf Transformationen eindeutig bestimmen. Ist insbesondere 
in einem Punkte P einer Sprungfliche z = 0 der ,,Normalenvektor“ = = p; 

Ox 


ein Nullvektor, und sind in P die SprunggréBen nicht wegtransformierbar, 


so haben wir lings der ganzen durch P in Richtung a = p,; gehenden 
zx 


Nullinie eine nicht wegtransformierbare Erregung, die also genau wie im 
Falle der Spriinge héherer Ordnung nicht mehr aus der betreffenden charak- 
teristischen Flache heraus kann. Daraus folgt auch, daB eine nicht charak- 
teristische Singularitat, die sich also langsamer als mit Lichtgeschwindigkeit 
bewegt, niemals Lichtgeschwindigkeit erreichen kann. Es sei an dieser 
Stelle ohne Beweis mitgeteilt, daB man die Sprungbedingungen fiir Spriinge 
1. Ordnung auch direkt aus dem dazugehérigen Variationsprinzip herleiten 
kann. In diesem Falle erhalt man jedoch etwas abweichende Ergebnisse, 
und zwar schiarfere Bedingungen. Insbesondere ergibt sich das Ver- 
schwinden der fiinf 6-GréBen, sowie die Unméglichkeit von nichtweg- 
transformierbaren Spriingen 1. Ordnung auf nicht charakteristischen 
Flachen. 


Es wire jedoch verfehlt, dieses Ergebnis unmittelbar auf die 
Gravitationsgleichungen zu iibertragen. Beispielsweise kann man doch 
beliebige Spriinge der ersten Ableitungen auf nicht charakteristischen 
Flachen durch Zusammensetzen zweier passender Lésungen erzielen. Die 
Differentialgleichungen und das Variationsproblem sind eben, was Un- 
stetigkeiten anlangt, nicht véllig aquivalent. 


Zar Durchfiihrung der Rechnung bemerken wir zunichst, daB wir trotz 
der Unstetigkeit der J}, an der Unstetigkeitsfliche in geoditischen Koor- 
dinaten rechnen kénnen. 


%) Phys. Zeitschr. 21 (1922), S. 540—541. 
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Unter Benutzung der einfachen Umformung: 
(93) uv —wuv = [uv] = s(u+wu)(o—v')+3(04+ 0’) (u—w) 
= &[v}]+ v[u] 


erhalten wir néimlich fiir den Sprung des verjiingten Riemannschen Tensors, 
den wir in der Form geschrieben denken: 





R,, = 5 ge O° 94 P9ap He = fs) 
- 2 Ox* ax? ax aa* a2z* az aztax’ 


+9? (Lae Tix, y + TesT ex, 7) 


die folgende Schreibweise: 
1 ag r Og P9.; r 88g 
94) (Ra) = Lg 28) [ Bee) | tee) _ | Mtn) 
(94) [Ria] 29 (5 t az ax? a2z* ax? saa) 
+ 97° (P25 We, y) + Wa) - Pee +P pe, + Ud Tee.) 


wobei der Mittelwert der Christoffelsvmbole von beiden Seiten der Unstetig- 
keitsflache 
(94a) (Liki t+ Lik.) = Lex 











gesetzt ist. Im Sprung des Riemannschen Tensors treten jetzt auBer den 
Spriingen nur die [°,, , auf, aber nicht mehr die I’, , oder I’’, ,. Daher 
wird es sich empfehlen, in einem Aufpunkt P der Sprungfliache ein geo- 
ditisches Koordinatensystem einzufiihren, in welchem die I’;,., verschwinden. 
Ein solches existiert in der Tat, denn es ist méglich zu schreiben: 

(24 , (240 


I 


; A (git + gir) 21) 
ax! x Ox" / az! 5 


Ahnlich gehen wir vor bei der Sprungbildung der Maxwell-Lorentzschen 
Gleichungen. Es ist: 


4 ere OF,. aVv¥— eB git] — 


8 x* ro ae V-—9 0 x“ 





mara 
a — a ae oe a [Fey] = 0. 
y-—g dz 
Dabei ist wieder F,, fiir die Mittelwerte } (F',, + F;',) gesetzt. In dem be- 
nutzten geoditischen Koordinatensystem verschwindet der letzte Term 
von (95), so da8 wir nunmehr sowohl in (94), wie in (95) die Sprungbildung 
*t) Dazu hat man sich nur von beiden Seiten der Sprungflache g,, stetig differen- 


zierbar iiber die Flache hinaus fortgesetzt zu denken. Die derart fortgesetzten Funk- 
tionen sind an der Sprungflache g), und g/,. 
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in Analogie zur Theorie der Spriinge 2. Ordnung durchfiihren kénnen. Dem- 
gem&B erhalten wir aus (94) mit Hilfe von (28) analog zu (30): 


o 
dp’ ex , ok 


d 
(96) 2[(R,x) = p? Poni + dae + p? —— — py by (n) — py d,(n), 
x dx 
db,(e) db, (e) 
a d x* es d x* 








— Pite — Parti — Pi se — Px 8: 
Dabei ist gesetzt 
| 
b,(y) = P* Nai — > ”, 


is 1 
b; (€) _ Pp Eni — zy Pié: 


; = gabe ans i es 
d x* 2 dzx' 
a p* 1 Op, 


oder mit 
p,p? =~ H=0 und 7,+5,+5;(y) = uw, 

erhalten wir 

ape, | ot fuk db,(e) 4b, (e) 


d x® : d x® dx" d x* 











(96a) 2[R,,) = — Pi, — PeV;- 
Zur Berechnung von [S;,] setzen wir ganz analog der Behandlung der 
Spriinge héherer Ordnung: 


(97) C; = y F,, (mit C,p'=0), aukerdem D,; = 4, F’; 


und erhalten 


(98) — [S;.] = uiCx + xC; - PiDy — peDi — Gir %,C°. 
Aus den Relationen (95), (96a), (98), sowie den Gravitationsgleichungen 
(98 a) [Ra] = — k[Six) 


sind nun die Spriinge 2. Ordnung zu eliminieren. Dazu werden wir wieder 


mit einem Tensor #* iiberschieben, der (31) erfiillt, entsprechend fiir (95). 


GemiB den Feststellungen, die wir bei den Spriingen 2. Ordnung 
machten, liegt es nahe, zunachst zur Gewinnung von Relationen, die nur die 
b (e;,) enthalten, mit den trivialen Lésungen (34) von (31) zu iiberschieben: 
2[ Rix] (a‘ p* + pia — g'* (a, p)) = 2a‘\2 p* + en — p,m e) + 2divp-(a,b) 

db, db apt 
— 9qt—* —_ 9 xv qo—_ + 3a 2 
2a° a7 2 p*a rh 2(0,p) 3 
= — 2k[S, x] (a’ p* +- a* p' — g'* (a, p)) 
4 (x, p)-(aC). 


Mathematische Annalen. 115. 50 
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Setzen wir noch 
(99) (x, P) = b(x%) = 5, 
so erhalten wir in der Tat: 
9 an? d : ° ~* k ots gtb? =. ° a 
(100) 2a? 7 6, + 2div path, — 2p* at 7 a (6, p)2-— = -4kb-(a,C). 


Hierin stecken vier Gleichungen, da wir fiir a, nacheinander vier linear unab- 
hangige passend zu wihlende Vektoren einzusetzen haben. Fiir a, = p, 
erhalten wir zunichst: 
(101) b? p,-divp = 0. 
Falls also auf der Wellenfliche z = 0 

divp = 02+0 
ist, was wir zunichst voraussetzen (die Bedeutung dieser Beziehung werden 
wir spater diskutieren), so folgt: 
(102) Bp, = 0. 


Ferner setzen wir a, = @, und erhalten aus (100): 
d db, m™ 
(103) 2? 5 b, + 2div p- w?b, — 2 p* w? > hoe 4kb(w,C). 


Das dritte Glied verschwindet, da man durch Differentiation in der Flache 
aus einem in der Flache liegenden Vektor immer wieder einen in der Flache 
liegenden Vektor erhilt. Daher bekommen wir: 


(104a) # (w,b) + (w, b) div p = 2kb(w, 0), 
entsprechend 
(104b) + @,b) + @, b) div p = 2kb(@,0), 


oder etwas anders geschrieben: 
1 dV—g(w,d) p® 


05 an = 2kb-(w,C), 
(105) mS b-(w, 0) 
(105 b) _1_ 9-9.) _ 945,60). 

\-9 x? 


Um die vierte aus (101) zu gewinnende Gleichung zu bekommen, definieren 
wir ein Vektorfeld /, durch die vier Bedingungen: 


(o,f/=0, (@,f) =9, 

@BA=1 fA =1. 

Dadurch ist f, eindeutig bestimmt. Durch Uberschiebung des Vektors D./; 
nacheinander mit p’, /‘,‘ und * folgt dann wegen D,p' = D,w' = D,a' =0 
und (106): 

(107) Df, = 0. 


t 


(106) 
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Wir setzen dann in (101) a; = f; und erhalten: 

; a ; , ae. Oe x 

f zz Oi + div p (if b,) — p Pat + y= ha 2k-b-(f,C). 
Da die Differentiationen = alle in der Flache liegen, so gilt das gleiche auch 


fiir die Differentiation /? se so da8 das dritte Glied wie oben verschwindet. 
Nach (107) erhalten wir daher: 


(108) div, [(f, 6) p' + b'] = 2kd(/, 0). 
Setzen wir gemiB (102) b; = aw,+a4@,+ yp,;, so erhalten wir durch 
Uberschiebung mit w‘, 0, f/ wegen (w,@) = — }: 

a = —2(@b); @ = —2(m,b); y» = (f, d). 


Da «,a% bekannt sind, haben wir somit in (108) eine Differentialgleichung 
zwischen y und b(y) gewonnen, die im Sonderfall b; = yp; und b = 0 die 
Form annimmt: 


aV—g (f* b,) p' 
(109) re Wd kA 
V—9 a x 

Analog behandeln wir die Maxwellschen Gleichungen (95). Wir erhalten 
durch einfache Umformung analog Gleichung (54): 
(110) H o* — p* (ge p,) + 25 yt + x* div p —ge* Se Sk wh, Fek¥s+C,-*, 

t dx * dz 

Auch hierbei liefert die triviale Uberschiebung mit p‘ anstatt einer Identitit 
eine Bestimmungsgleichung fiir den Skalar y*p, = b: 


d . 7, . x l 
q70 + bdiv p = —b, C*+ (mp): C* = + C* Da = & =0, 
daher 
1 daVy—gbp* 
10 ——— = 0. 
(I a) V—9 0 x? 


Damit ist die Bestimmung der fiinf b-GréBen lings der Nullinien fiir den Fall 
div p + Oerledigt. Insbesondere sind diese GréBen dann durch ihre Anfangs- 
werte eindeutig bestimmt. Sie verschwinden lings des ganzen Strahles, wenn 
die Anfangswerte verschwinden. 

Anders im Falle 
(111) divp = Oz=0. 


Jetzt sind die 6, langs der Nullinie gema8 (101) durchaus nicht mehr eindeutig 
bestimmt. Bei der Komponentenzerlegung 


(112) b = wf, + am, + ao, + yy 
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ergibt sich vielmehr, daB der Skalar u(t) vollkommen unbestimmt bleibt. 
Gibt man p (rt) irgendwie vor, so lassen sich «, «, y offenbar stets so bestimmen, 
daB die Gleichungen (100) befriedigt werden. Nach Vorgabe von yu (r) sind 
diese drei Skalare durch ihre Anfangswerte bestimmt. 

Zur Diskussion der Gleichung (111) denken wir wieder den Vektor d‘ 
mit der Zeitachse zusammenfallend ; wegen (1) und der Gradienteneigenschaft 
von z ist dann 

z= 2 — ¢(z2', 2, 2), 


so daB sich im Falle einer pseudoeuklidischen Metrik, 


(+1 -—-1-1-1 fir 1 = k, 
Je=)\ 6 


» t+h, 
die Gleichung (111) in der Form schreibt: 
(11la) Pri 21 + Pr2 22 + P2323 = 0. 


AuBerdem muB8 ¢ der charakteristischen Differentialgleichung H = 0 geniigen, 
d.h. es muB sein 


(113) (par)? + (Pz2)? + (G23)? = 1. 


Wir behaupten dann: Die Aquipotentialflichen g = const einer ge- 
meinsamen Lésung ¢ (z", z*, z*) von (111a) und (113) sind notwendig Ebenen. 

Zem Beweise denken wir uns eine derartige Lisungsfliche go = c 
gegeben. Wir kénnen dann leicht die ganze Schar der iibrigen zur Lésung p 
gehérigen Flichen g = const konstruieren. Dazu errichten wir in jedem 
Punkte von g = c das Lot und tragen auf allen diesen Senkrechten die gleiche 
Strecke h ab. Der geometrische Ort der Endpunkte aller dieser Lote von 
der Lange A ist dann nach (113) eine der gesuchten Flichen g = const. 
Jede der so gewonnenen Flichen besitzt offenbar mit @ = c gemeinsame 
orthogonale Trajektorien. 

Ich betrachte nun ein beliebiges einfach zusammenhingendes Stiick Q, 
der Fliche g = c und ein dreidimensionales Gebiet G, das begrenzt wird 
von Q, und denjenigen orthogonalen Trajektorien zu g = c¢, die durch die 
Randkurve von Q, gehen, sowie von dem Filachenstiick Q, einer zweiten 
Flache g = c, unserer Schar, das durch die genannten Trajektorien ausge- 
schnitten. wird. 

Durch Integration von (llla) iiber G erhalten wir dann: 


{{f div (grad g) dr = 0 
G 

und nach Anwendung des GauBschen Satzes: 
{f (grad @-n)dw = 0 


0 
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(n ist der Normalenvektor zur Oberfliche 0 von der Lange 1). Von diesem 
Oberflachenintegral bleiben offenbar nur die iiber Q, und Q, erstreckten Anteile 
iibrig. Da dort (n- grad gy) = 1 ist, so folgt: 

(113a) Q, = Q. 

Wahlen wir nun fiir Q, ein sehr kleines Flachenstiick, das von je zwei Linien 
begrenzt wird, die in den Hauptkriimmungsrichtungen verlaufen, so gilt 
automatisch das gleiche fiir Q,. Beide Flachenstiicke besitzen offenbar ge- 
meinsame Kriimmungsmittelpunkte, und es laBt sich das Verhiltnis der 


Flacheninhalte leicht ausdriicken durch die Hauptkriimmungsradien r, und r, 


von : 
Q Q, T° 


Qi FA) ty FA) 
Diese Gleichung steht zur Gleichung (113a) im Widerspruch, der nur wegfallt, 
wenn Q, und daher auch Q, als eben anzusehen sind, womit der Beweis fiir den 
Fall einer euklidischen Metrik dafiir erbracht ist, daB Wellenfronten, deren 
Strahlen nicht divergieren, notwendig eben sind. 
In Ubertragung dieses Sprachgebrauches nennen wir die (111) geniigenden 
charakteristischen Sprungflichen auch dann noch ,,ebene Wellenfronten“, 
wenn eine beliebige Riemannsche Metrik vorliegt. 


9. 


Bei der weiteren Durchfiihrung beschrinken wir uns auf den Fall nicht- 
ebener Wellenfronten, d. h. div. p + 0. Verschwinden zunichst die Anfangs- 
werte der fiinf b-GréBen, so haben wir, da dann diese GréBen lings des ganzen 
Strahles verschwinden, genaue Analogie zur Theorie der Spriinge héherer 
Ordnung und alle dort gewonnenen Beziehungen lassen sich ohne weiteres 
iibertragen. 

Ehe wir den allgemeinen Fall nicht verschwindender b-GréBen behandeln, 
wollen wir noch einige geometrische Uberlegungen iiber die b-GréBen ein- 
schieben. 

Wir betrachten die Gleichungen fiir die invariante Differentiation eines 
in der Sprungfliche liegenden Vektors v, lings einer Nullinie: 


dv, 8 
(114) D, y= p* >a “ Pia % P* = V;. 


Fordern wir dann, da8 das Ergebnis der Parallelverschiebung des Vektors », 
langs der Nullinie unabhangig davon sein soll, ob wir die I},-Komponenten 
der einen oder der anderen Seite der Sprungfliche zur Definition der Parallel- 
verschiebung benutzen, so folgt: 

ah [Tia y]v” p* = 0, 


(114a) v? (bs Ds _ 0; Pp) = 0. 








778 K. Stellmacher. 


Setzt man fiir v, den Vektor p,, so folgt 
(102) (6, p) = 0. 


D. h. (102) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Differentialgleichung fiir die Strahlrichtung p, unabhingig ist von der Un- 
stetigkeit der J‘,. Setzt man danach v, = w, bzw. v1, = @;, so folgt 


(115) (b,@) = 0 bzw. (6,0) = 0. 


D. h. wenn die angegebene Unabhangigkeit fiir die Parallelverschiebung eines 
jeden in der Sprungfliche liegenden Vektors v, lings einer Nullinie gelten 
soll, so ist b, proportional p,. In diesem Falle sind dann die Gleichungen (114a) 
fiir einen beliebigen nicht in der Flache liegenden Vektor v, automatisch 
mit erfiillt. 


Ist umgekehrt (6, p) + 0, so wird die Differentialgleichung der geo- 
datischen Nullinien auf der Sprungfliche unbestimmt. Dies ist nur im Falle 
der ebenen Sprungflichen méglich. 

Andererseits folgt natiirlich, da8 auf Grund der Gleichungen (102) und 
(115), d. h. b; = Ap, sowie 6 = 0*) die Bestimmungsgleichungen (114) un- 
abhingig davon sind, ob wir der Bestimmung die J’ ,-GréBen der einen oder 
anderen Seite der Sprungfliche zugrunde legen. Es diirfte daher dem Falle 


(116) b, = Ap, b= 0 


besondere Bedeutung zukommen und nicht allein dem Falle 6, = 0, da sich 
durch ahnliche Uberlegungen, wie sie eben angestellt wurden, nicht auch 
A = 0 schlieBen laBt. In der Tat werden wir sehen, da8 ein Erhaltungssatz 
fiir eine passend zu definierende Gesamtenergie auch in diesem Falle giiltig 
bleibt. Diesen Fall werden wir daher zuniachst gesondert behandeln *). 


Wir denken also zunichst die Gleichung (116) fiir die Anfangswerte, 
und daher lings des ganzen Strahles erfiillt und haben dann: 


(117) Exp — $ gine p* = AM; 6: p* = Ap (mit d5, = &% — $9:%° &)- 


Unter Benutzung des dreidimensionalen projektiven Bildraumes kénnen wir 
daraus schlieBen, daB die Flachen 2. Ordnung g;, ££", ¢;, && und 6,, 2° 
in p, eine gemeinsame Tangentialebene besitzen (vgl. Gleichung (16) ff.). 


22) Man iiberzeugt sich leicht, daB dies auch wirklich eine Lésung von (101), 
(106), (107), (108) und (110a) ist fiir passende Anfangswerte und passendes A (r). 

28) Die Bedingung 6 = 0 besagt iibrigens, daB der haufig vorgekommene Kopp- 
lungsvektor C,= p* F,, von der Unstetigkeit der Feldkomponenten unabhangig 
ist. Ferner erhdlt man eine Relation zwischen den 6-GréBen, wenn man die Lorentz- 
sche Erganzungsgleichung div® hinzunimmt. Sie ergibt durch Sprungbildung: 
—b @%+b=0. 
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Seien 2, x’ wieder die Erzeugenden von ¢;, in dieser Tangentialebene, so 
kénnen wir setzen: 


(117 a) py = My My + MyM + A, Py + Oy MY. 


Daher ist nach (117) wegen (a, p) = (x’p) = 0: 
Size = fix — Jax ((z, x’) + (a, p)) 


und 

5;xp" — — i (x, x’), 
also wegen (117): 
(118) A= — (x, 7’). 


Leider laé8t sich jetzt nicht mehr schlieBen, daB z, 7’ reell sind. Vielmehr 
miissen wir zwei Fille unterscheiden: 


(119a) (x 2) (2’ x’) > (2, x!) = B, 
(119b) (x 2) (2 2’) S (a, 2’ = #. 


Im ersten Falle sind die Erzeugenden reell, im zweiten konjugiert komplex. 
Ob der eine oder andere Fall eintritt, hangt von der GréBe von 7? ab. 

Wir behandeln zunichst den reellen Fall (119a). Dazu setzen wir: 
(120) nm, = Plet*w, + e* 0), 


mj = P(e? w, + a? @,) 


und haben dann drei Parameter P,«, 8 zu bestimmen, die jedoch infolge 
von (118) schon durch eine Bedingung verkniipft sind, da A nach (109) bereits 
festgelegt ist. Aus (118) und (120) erhalten wir mit (w,@) = — }: 
(120a) +A= P* cos (a — £). 


Um die restlichen zwei Glieder zu gewinnen, haben wir zuniichst (96) 
zu iiberschieben mit passenden nicht-trivialen Lésungen von (31). Wir 
wihlen hierzu: 


(121 a) OY = ain't 4+ ata’ 
und 
(121 b) BF — 1 (ee+ Met ot — get MoD), 


v 


Die Ausrechnung ergibt dann unter Beriicksichtigung von (116) und (96): 
2(R,,) Of = 2 (a nt’ + x at’) = Egy + (at ak’ + a* a’) €,,- div p.™) 


; mp 2, me «4A Py 
%4) Glieder der Form 2‘ 2* —~ = 2% x — verschwinden, da man durch 
dz* dx* 
in der Flache liegende Differentiation eines Nullvektors im benutzten geodatischen 
Koordinatensystem nur einen zu p, proportionalen Vekjor erhalten kann. 
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Nach (117a) geht hierin wegen D, p; = 0 nur der 2, 2’-Anteil von ¢,, ein, 
so daB wir schreiben kénnen: 
——agEv 

(122) 2(R,,] Ht = Ch 9 Bet 

ax? 
mit 
E = (a‘ x*’ + 2* xi’) (, m+ 22%) = 2(2,2)(x', 2’) + 2(2, 2’)® = 2(P*+ A). 
E ist wieder totalinvariant, da die 2,, 7, ihrer Definition gem&8 von den 
Koordinatenspriingen unabhangig sind. Entsprechend bilden wir unter 
Beachtung von 

eae = 2 P* (ef +P) wo, Wy ~ eile + PO, D, +- W, Wy 3 (@-—-f) + @,@, ee—f)) 
die Uberschiebung 


ik P? i(/, dzgie+h det@+P 
i 2[Ryx] = 25-4 (dere Se en dt ) 








(123) 





d (a + B) 
py dt : 


Ferner bilden wir nach (98) unter Beachtung von 6 = 0 und (C, p) = 0: 
(124) — [S,,) #* = 2 (x, x) (x’, C) + 2 (a’, x) (x, C) — 2(ax, 2’) (x, C) 
= 2etty, C, + 24(z,C) 
und 
(125) —[8,,] 8 = + (# + (w,z)(w,0) — H+  G,y)@,0)). 


Die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) iiberschieben wir genau wie im 
Falle der Spriinge 2. Ordnung entsprechend (61), (62) mit x, bzw. y,. Wir 
erhalten in geoditischen Koordinaten wegen (116): 


1 fay—gF** d ’ - 
(126) 26 7— [oe =2nge x! + (x, x) div p — A(C, x) — Fey, 0, = 0 
und wegen 


(zx, Z) = 0 mit x, = VI (8% a, + @x@,) und Z%, = = (EX a, — eX @,): 


(27) je [oP] = 792 -10,p - ord, =0. 


‘Y—gl az 
Die Gravitationsgleichungen liefern nach (122) und (124): 
_1 d\V—gE pt _ iky O a 
(128) — a = 4k(e* x,C, + A(z, C)) 


und nach (123) und (125) mit 6 = (2 + 8) —y—c: 
(129) — poet) _ _oeyJ-R sind. 
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Wieder sieht man, daB durch Addition von (126) und (128) ein Erhaltungs- 
satz 
(130) 0V—9P'(B+4kJ) _ 
ax? 

resultiert. Wir haben also sehr analoges Verhalten zum Falle b, = 0. 

In den Gleichungen (126) bis (129) sind die rechten Seiten noch durch 
x, (« + B), A, P® und J auszudriicken, was unter Beriicksichtigung von (120a) 
leicht durchfiihrbar ist. Wir erhalten: 





(a) $2 + Bdivp =4kP*.RYJ cos 6, 


as (bo) $2 + J div p = — P*RYJ cos 8, 
l 
(c) pe SEP _ ob V7 Rain 8, 





(a) VJ a = P*Rsin 6d. 


Merkwiirdigerweise hebt sich auf der rechten Seite das Glied mit A 
iiberall heraus und tritt nur noch in EF = 2(P* + 4*) auf. DaB gegeniiber 
Gleichung (69) bis (72) sin 6 und cos 6 vertauscht sind, liegt an der Definition 
von (« + B) bzw. 2y. 

Besonderes Interesse diirfte noch der singulare Fall 

P= dh FE= 42 
der zusammenfallenden Erzeugenden von ¢,, besitzen, der in den eben ge- 
wonnenen Gleichungen mit enthalten ist. 

Nunmehr behandeln wir den Fall (119b) konjugiert komplexer Erzeugen- 
der. Wir setzen: . 

eon, = Ae'*w,+ Be? a,, 


1 
eon; = Ae, + Bela; 
der 6-Faktor auf der linken Seite hebt sich bei der Bildung von ¢,, heraus 
und bleibt prinzipiell unbestimmt, insbesondere kénnen wir daher setzen 


6 = ~ st? und erhalten mit af = 9: 


Wy => e'" Aw, + &” Bo,, 
Nj os e’ Ba; -b e* AD,. 





(132) 
Damit wird | 
(133) (x, 2’) = —A = —}4(A? + B*. 


A kann nur positiv sein fiir komplexe Erzeugende, was nach dem im Abschnitt 3 
Gesagten (Gl. (21 a)) ohne weiteres klar ist. Der Fall (119b) mit negativem A 
ist also nicht méglich. 
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Uberschieben wir (98a) mit (12la), so erhalten wir wieder: 
(134) tL _ V9 Ewe _ gb (ety, 0, + A(%, 0) 

\-—g dx° 

mit 
E = 2(a2)(2'n’') + 2(aa2’? = 2 A? B+ 4 (A? + By? = 2 A*B* + 22?. 
Es ist klar, daB wieder ein Erhaltungssatz fiir die Summe der elektrischen und 
Gravitationssprungenergie herauskommt, der nur verschwindet, wenn alle 
Spriinge wegtransformierbar sind. Ferner erhalten wir durch Uberschiebung 


— sr 1 a ee 
mit ?y = = (e" w*w* — 4” of o*): 





(135) —AB-2 = = + 22 (ew x) (wO) — #* Gz) (@C)). 
Also gilt in vélliger Analogie zu (128) und (129): 

(136) << + Edivp = 4k-ABRYJ -cos8, 

(137) AB2% =kyJRsind 


mit 

6= 2y—y-C. 
Auch in den Gleichungen (131 6 und d) ist im Falle komplexer Erzeugenden 
von ¢, P* durch A - B zu ersetzen. Dazu haben wir die Divergenzgleichung 
(109) fiir A, die die Eigenschaft besitzt, daB die hieraus durch Integration 


zu gewinnende ErhaltungsgréBe auch gegen eine Neuwahl des Vektors d un- 
empfindlich ist (Materialgleichung). 


10. 
Fiir den allgemeinen Fall 
(138) b, = Ble? wm, + &° &,) + Ap, = By +Ap, 
mit B + 0 machen wir den Ansatz mit (xz, p) = (z’, p) = 0: 
(139) jy = + ye +h By +h, Be + a, Pe + On Di. 


Darin bedeutet /, den in (106) und (107) definierten Einheitsvektor. Die 
Definitionsgleichungen (138) liefern dann: 


(140) P* ein ee 4 pe = B, alt (x, 2’) — B, 7 APi, also A = — (z, nv). 


Wir sehen also die Gleichungen (117) als die homogenen an und addieren zu 
deren allgemeiner Lésung eine Lésung von (138). Wegen (140) sind in z, 2’ 
noch zwei Parameter unbestimmt, die wir genau wie im vorigen Abschnitt 
bestimmen. Wir haben formal mit genau den gleichen Tensoren wie dort zu 
iiberschieben. Der Sprung des Energietensors zeigt iiberhaupt keine Ab- 
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weichung. Die Uberschiebungen des Sprunges des verjiingten Riemannschen 
Tensors mit #{* bzw. #{* unterscheiden sich lediglich durch die Dissipations- 
funktionen: 
by D,(B,) baw. dif D,(B,.) 

Es l4Bt sich jetzt kein Erhaltungssatz auBer mit Hilfe der Gleichung (110a) 
mehr gewinnen, der dissipationsfrei ist. 

Auch die Maxwell-Lorentzschen Gleichungen (110) lassen sich ahnlich 
behandeln im Falle 6 + 0. Man hat nur zu setzen: 


ti = Mh + VI (e! 2m, + BH) = Ue + X& 
und danach zu iiberschieben mit X, und 7,, das orthogonal zu X, zu wahlen 
ist. Die resultierenden Gleichungen unterscheiden sich wiederum nur um die 
_ Zusatzfunktionen: 


X, (BF; + get 5) bzw. Z,( Be F;& + ge* 5) 


aa* 


von den Gleichungen (131b) und (1314). 


Es ist mir ein Bediirfnis, auch an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Gustav 
Herglotz zu danken fiir seine zahlreichen Anregungen, sowie fiir das 
liebenswiirdige Interesse, das er der vorliegenden Arbeit entgegengebracht hat. 


(Eingegangen am 31. 1. 1938.) 








Achter Wettbewerb 
der Gesellschaft fiir ZeitmeBkunde 
und Uhrentechnik E. V. 
Die Gesellschaft fiir ZeitmeBkunde und Uhrentechnik E. V. schreibt 
einen sich jahrlich wiederholenden Wettbewerb fiir wissenschaftliche 


Arbeiten aus. Zugelassen sind wissenschaftliche Arbeiten von Wert aus 
dem Gebiete der ZeitmeSkunde und Uhrentechnik. Ein festes Thema 


wird nicht vorgeschlagen. Jedoch wird unter anderem die Bearbeitung 


folgender Frage angeregt: 


Es ist die Einwirkung von Erschiitterungen und rhythmischen 
Bewegungen auf den Gang tragbarer Uhren zu untersuchen. Erwartet 
wird vor allem eine mathematische Behandlung des Gegenstandes und 
Belegung der Ergebnisse durch praktische Versuche. Es sind auch 
kleinere Schwingungszeiten der Unruh als die gewéhnlichen ein- 
zubeziehen. 


Die Teilnahme ist offen fiir jedermann. Einreichungsfrist jeweils bis 
zum 1, April des Jahres. Spiter einlaufende Arbeiten kénnen in der 
Regel erst beim nichstjahrigen Wettbewerb gewertet werden. Die Arbeiten 
diirfen vorher weder ganz noch teilweise veréffentlicht worden sein. — 
Fiir 1938 stehen 2000 RM fiir Preise zur Verfiigung. 


Einreichungsort: 
Gesellschaft fiir ZeitmeBkunde und Uhrentechnik E. V. 
Berlin SW 68, Neuenburger StraBe 8. 

Auskunft erteilt 


Oberregierungsrat Dr. A. Repsold, 
Hamburg 3, Deutsche Seewarte. 
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